iﬂﬁ 1@
T’ensemble complémentaire de F; est aussi une somme de domaines
Dyjy Dyjy ... On sait [2] que la fonetion
' fdﬂ'(Q)
4P
est 1a solution du probléme de Dirichlet généralisé pour le domaine Dy,
i=1,2,3,... avec la valeur f(P) sur sa frontiére (et 0 & V'infini dans le

cas ¢ =1). .
Lorsque By = E on a (voir (13))
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Nous avons done obtenu le

TafoREME 2. Lorsque By = E la solution du probléme de Dirichlei
géndralisé pour le domaine Dyg, ¢ =1,2,... avec la valewr f(P) sur sa
frontiére et 0 & Vinfini (dams le cas ¢ = 1) est la limite de la suite

n
oo L O 1 ]__ 1
uP) = = Z aa ) ey
quand n — co, oty les points QF,Qs, ..., Qn appartiennent & la suite de
points extrémaux (8) et les points @y, Qqy....,Qn & la suile (1).

PiB,
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Certains théorémes concernant la répartition
des points extrémanx dans les ensembles plans

par J. GOBsSE1 et J. S101AK (Krakéw)

Introduction. Soit % un ensemble borné et fermé,

b
E= ) E,

EfEk =0 pour 7 #* k;
7=1 .

olt By, j=1,2,...,p, est un continu non dégénéré et f(z) une fonetion
réelle, définie ‘et continue sur E. Nous supposons que E est la frontidre
d'un domaine D(F) contenant le point z = co. Soit
o = |z—{lexp[—f(2)—F(L)]
et o™ = {r,,@,,..., x,} un systéme de n+1 points de l’ensemble E.
Désignons par V(z™, w) le produit
V(m(ﬁ)) w) = o (s, Tp).
Igi<k<sn
Un systéme de n-+1 points

(1) 77(“) = {’70: N1y eeey 7)1:)

appartenant & F est appelé n'™° gystdme de points extrémanx de Pen-
semble E par rapport & la fonetion « lorsque
V (™, w) = V (2™, w)

pour chaque autre systéme 2™ de points de I’ensemble F.
On sait [3] que, si a,(By) désigne le nombre des points extrémaux
du n'm° gystdme qui appartiennent & By, les limites

ﬁmﬂ——'ak(ﬁ, E=1,2,..,p
N—ro0 n
exigtent. On a
Y]
(2) w(f) =0, Dalf)=1 .
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Dans Papplication de 1a théorie des points extrémaux au probléme
de la construction d'une fonetion réalisant la représentation eonforme
dun domaine multiplement connexe [8] il est important de- savoir si
(I) les fonctionnelles o4(f), k=1,2,...,p sont continues par rapport
& f(2), (IT) étant donnés p nombres oz, k=1,2,...,9, remplissant les
conditions (2) il existe une fonction f(z), définie et continue sur B, telle
quon ait

alf) =ap, k=1,2,...,p.

Ces questions sont particuliérement intéressantes dans le cas ol
f(2) = X = const, lorsque zeEy, k=1,2,...,p.

Désignons par By Pensemble des points d’accumulation de tous les
systémes extrémaux (1) et soit @(2, B, w) la fonetion extrémale liée &
l’ensemble E et la fonction w. On sait [3] que

1° log®(2, E, ) est une fonction continue sur le plan ouvert
harmonique en dehors de I’ensemble E;. A Vinfini &(2, B, ») a un pble
du premier ordre,

= f(z)
< f(e)

La continuité des fonctionnelles «,(f) dans un cas particulier. Soit
C, k=1,2,...,p, une courbe réguliére de Jordan contenant le continu
E), dans son intérieur et les autres continus E;, j = % dans son extérieur.
Il suit de 1° et 2°

(3) log @ (2, B, w) = G(2,’Ey)+u(z, By, ),

olt G(z, By) est la fonction de Green du domaine D(Ey) (dont la frontiére
est ’ensemble Ey) avec un pdle & l'infini et u(z
probléme de Dirichlet pour le domaine D(E)) et la fonction f(z).

Désignons par ax(log D), wi(@) et wz{u) les accroissements de la fone-
tion harmonique conjuguée de log®(z, E,w), de Gz, Ey) resp. de
wu(z, By, f) quand 2z déerit la courbe C dans le sens positif par rapport
& son extérieur. D’aprés (3) on a

(4) wy(log ) = wn({G)+ wx(u).
On sait [3] que
(8) wyllog P) = — 2moy(f),

Mais wy(G) = —2ma(0) ot a,(0) désigne le nombre (2) quand f(z) =0
alors

lorsque zeHy,

2°  log®(z, B, ) ol

pour

k=1,2,...,p.

(6) ar(f) = a(0)4Br(f), kF=1,2,...,9p,
N 1 . o » P
ol Aﬂk{i) =~ (). Pmsquekg'la,,{f) =k§1 a{0)=1,0na rgxﬁk(f) =

, By, f) est la solution du

icm
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Pour prouver la continuité de ay(f) dans le cas ol By = ¥ il suffit
d’examiner la continuité de f(f), 5 =1,2,..., p.

THEOREME. Soit C la classe des fonctz'o'ns f(z) continues sur B telles

que Iy = B. Les fonotionnelles ox(f), k = 1,2, ..., p, sont continues dans C.

Démonstration. Désignons par K la classe des fonctions définies

et continues sur E et par u(z,f) la solution du probléme de Dirichlet

pour le domaine D(F) et la fonction frontidre f(2)eK. I’opérateur

D{f] = u(z, f) posséde les propriétés suivantes:
(a) Dlaf+pg] = aD[f1+pDIg]
ol f(=) et g(z)eK, a et § sont des nombres réels arbitraires,

D[f] = const lorsque f(z) = const,

(b)
(e) DI[f] est uniformément continu dans D(E), clest-a-dire lorsque
f(z) et g(z)eK, &4 chaque ¢ >0 on peut faire correspondre un nombre

4> 0 tel que Dlinégalité sup|f(z)—g(2)| < 6 entraine [D[f]—D[gl]<e
ze B

pour 2’91)—(E’). .

Soit v(z, f) la fonetion harmonique conjuguée de u(z, f). L’accrois-
sement wk(u) de la fonction w(z, f) quand =z déerit la courbe Oy dans le
sens positif par rapport & son exténeul sera aussi désigné par wy(f), puisque
op(u) est déterminé par la fonetion f(z). On a

(7) olf) = [do(z, ), *=1,2,...,p.
Ok

La fonctionnelle wg(f) remplit les conditions suivantes:

(a) wr{af+Bg) = awy(f)+ wlg),
olt a et B sont des constantes,
(") : ay(f) =0

(¢}  wx(f) est continue pour f(z)
faire correspondre un nombre 8 > 0 tel que I’inégalité sup|f(z)—

zé

lorsque  f(2) = const,

eK, c'est-a-dire & chaque ¢ > 0 on peut
g < g,
oll f(2) et g(z)eK, entraine |w(f)— wx(g) < &.

Les propriétés (a') et (b') résultent de (a), (b) et (7). La propriété (c¢)
résulte de la continuité uniforme des opérateuls D,[f] = dulz, f)|0x
et Dy[f] = du(z, f)/dy, f(z)eK, dans chaque domaine 4,4 CD(E)
En effet, lorsque ¢ > 0 et sup|f(2)—g(2)] < 8, on a d’aprés (7)

ze B
—’U(Z, g)]

[wor(f) — wr(g)

=| _{'d[v(z, )
k

=| f [uy(2, §)— uy(2, 1)1da+ [z, ) — ual2, 9)1dy | < e-longuer Cy.
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Dans le cas o f(z) = 4 = const pour 2elBy, k=1,2,...,p, la
continuité de wy(f) est une conséquence de (a’) et (b’). En effet, soit

1 -pour zeky,

i=1,2,... .
celly, kg, 0P

(8) !11(2). =10 pow

v
Puisque f(z) = ) A¢; il suit de (a") eb (b') quon a
f=1

D
= D' houlg),
=

Les nombres wy = a(gy) dépendent seulement de Pensemble T, d’ow
Ton conclut que ag(f), k =1,2,...,p sont continues.

Nous avons prouvé la continuité de la fonctionmelle wy(f), % =1,
2,...,p, dans la classe K et, en méme temps, d’aprés (4), (5) et (6) nous
avons établi notre théoréme. Observons que la classe des fonetions pour
lesquelles Fy = E n'est pas vide. A cette clagse appartiennent par
exemple toutes les fonctions f(z) = 4, = const pour zeky, k =1, 2,
.., p, remplissant la condition

EF=1,2,...,p.

max ﬂ;—“ min Z«i <.AE,
t=1L...,2 i=l.,.,0

out la constante Ax dépend seulement de P’ensemble H.

Solution du probléme (II). Pour répondre ¥ la question (II), p. 22,
nous rappellerons quelques propriétés connues des nombres wy = wy(gy).
On a
9) wow<0, k#£i et

wg>0 pour k,i=1,2,...,p.

Démonstration. Dans chaque domaine A, 4 C D(HF) la fonction
analytique u(z, g;)4-iv(2, g;) & seulement un nombre fini de points eri-
tiques, d’ot il résulte qu’on a dans 4

uzt+up >0,
4 Dexception d’un nmombre fini de points.

Lorsque 0 < ¢ < 1 et ¢ est suffisamment petit, la ligne de niveau L:
%(%, g;) = ¢ se compose de p—1 courbes disjointes Cy, k =1,2,...,p,
k # j. Chacune de ces courbes O; emtoure un des continus I, % 5% j.
On peut choisir ¢ de telle manidre qu'on ait

(ro) - uitul >0
pour z€L. On a
fdu—— J—dsﬂ—J—-ds,

ol la normale n est dirigée vers l’mténeur de domame D(E).

(11) W = wi'gy)
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~ Drautre part on a du/dn > 0 pour zeCy, k 5= j. En effet, dans le do-
maine borné par €3, Cs, ..., Ci_1, By, Cjr1,y ..., Op, 00 2 ¢ < u(z, g;) < 1,
done dujdn = 0, zeCy, ;é j» Il n’existe pas de point 2¢Cy ol du/dn— 0;
dans le cas contraire on aurait en ce point du/ds =0, donc u,+
+ui =0, ce qui est en contradiction avec (10). Alors d’aprés (11)

» b
ay; < 0, k % j. Puisque k):;mk, ==,g,‘la>k(g,-) =0, on a w;>0.
On a le lemme connu:

Tous les mineurs dordre p—1 que Pon obtient en supprimant lo gitme
ligne et la s%™ colonme (1 <s < p) dans la matrice [wg;] remplmssa.’nt la
condition (9), sont différenis de zéro.

En effet, dans le cas contraire le systeme de p—1 équations homo-
génes

Za‘k,«w,=0, F=1,2,..,s—1,s+1,...,p
=1
j#8
) o1y Bsg1y -y Bp. L plus
,8—1,841, ...

posséderait une solution mnon nulle Byy e
grand parmi les nombres |, k=1,2,.. , P, étant

désigné par |@], 1 <1< p, s, on aurait

»
gyl = — S-‘ wy Z:J

LD

s,
N

d’ot, d’aprés (9)
wuié’l[ < (—Z f')la‘) @,

done

»
Mais ceci est impossible, car 2“’11 =0 et wy <O
On en conclut que, étant donnés P nombres réels wy, k =1,2,...,p,

Zw 1, il existe une fonction f(z) = Z},gf , déterminée & une constante
=1 .

addltlvc prés, telle que wi(f) = wg, k=1,2,...,p.

Tl est maintenant aisé de formuler une.réponse & la question (II),
p. 22, suffisante pour compléter les raisonnements donnés dans le tra-
vail [3].
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» .
Soit @, >0, S, =1. Posons o, = a(0)+f, ot (0) est défini
B=1
»
alap.22 On a Y = 0. Soit uy = —2af, k=1,2,...,p. De la con-
=1

»
clusion mentionnée il résulte qu’il existe une fonction f(z) = >'A;g, telle
i=1

que ayf) =m0, k=1,2,...,p. On sait [3] qu'il existe un nombre

g0 > 0 tel que l'ensemble E,, correspondant & la fonction of, 0 < ¢ < g,

soit égal & E. On a wy(ef) = opity, = — 2mofy. Alors, étant donnés P
2

nombres oy, 0, >0, k=1,2,...,p, Mo =1 il existe une fonction
k=1

f(2) = 4 = comst pour zeFy, k =1,2,...,p, telle que ay(f) =ay, k=
=1,2,...,p, si la différence max [op—a(0)]— min [a; — ax(0)] est
suffisamment retite. Bl p b=l
La continuité des fonctionnelles o,(f) dans le cas général. Sup-
posons que l'ensemble E borné et fermé posséde la propriété suivante:
Chaque point z¢F appartient & un continu non dégénéré C H.
Rappelons d’abord quelques théorémes connus:
1° La limite
lm [V (™, )" = o(B, f)
R0

dite écm‘t de Vensemble B, existe [3].
o(B, f) varie dune maniére continue avec la fonction f(z), [3].

3° Pour chaque fonction définie et continue sur B il ewiste une réparti-
tion unique u de la masse unité sur B ielle quw'on ait [2]

(12) 1o g_,

»(B, f) fjl"g

(13) log®(z, E,f) = flogfz——é{d[u—l—log

d/“d#‘FZ ffd/h

ff#

Supposons que la suite des fonctions fu(®), m=1,2,..., définies
et continues sur F, converge uniformément dans B vers la fonctlon con-
tinue f(z). Pour chaque fonction fal2)y » =1,2,..., on peut construire
la fonction extrémale log®(z, B, f,), il emste donc une répartition pu,,
n=1,2,..., de la masse umté sur E telle que

4 E o) f f plo—

tog 2(e, B, ) = [ logle—cldp log s

77 B +2 j Fulitn,

j f’n Dt -

icm®
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Des formules (12) et (14) on obtient

—log

1 1
e ,fn o(®, 1)

{J log Cl i, Aty — J ‘~10g P

L dpau+2 [ fupm—2 [ fau.
—{ b7t 2}

u. On a

O(E - If [J log .= d/,c—{—f]do'”_—

——2jfdtfn+2ffndﬂn—*szd/t—f-fflog
=E[Eflog oo 2 [Uu— it 2 [ 1o et 1] den

i iforme
Observons maintenant que, en vertu de 2° et de la convergence uniform

Posons o, = Mp—

1o 1
N E, )

dcrﬂ da,

fa(2) 2 1(2), on a
. ? f . _f d f— 0
lim 10g =0 et lm [([fy—7/ldu,
N—>00 -E fn, n-ro0 5

done il résulte de la formule précédente que

(15) hm{ f“ log =5 d,u+f]do +fflog laa,,aa,,}=o.

00

Pour abréger 1’écriture posons

f log

D’aprés (13) et

ffdy:c.

1
d/H—f (2) et Ogm"‘E

(2°), p.22, on a

zeB, et g@(2)zc¢ dans E,

@) =¢ pour

2 [ 1o =

done
7 A1) ]da,, —2 J (@) don

> con(By)+ con(B—Ey) = con(E).

W
=3

i do,, est
Mais o,(B) = pa(E)— u(E) = 0, donc Pexpression 2 Ef p(2)doy,
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Puisque o,(F) = 0, Vintégrale d’énergie

1
I(e,) = fflog P do,do,
EE

est toujours >0 (voir [1], p. 61), alors il suit de (18) qu'on a

(16) o lim I(o,,) = 0,
=00

() lim [ g(2)do, =
n-—rmE

D’aprés le théoréme du choix [1] on peut extraire de la suite {a,,}
une suite partielle qui converge vers une fonction o. Puidque la fonction
g(2) est continue sur ¥, il résulte de (17) que

(18) B [o(x)do = 0.
. . E .
L'intégrale d’énergie I(c) est égale & 0. En effet, si l'on avait

(19) I(0) =a>0,
il viendrait d’aprés (18)

Ef[Efq:(z)da]da:o.

Mais, puisque o(¥F) =0, on aurait

[ peras) ao f[flog]z—i?dyda—i— [ faa]ao = fadu —a>0
7 E E

E E L E

ce qui est en contradiction avec (18). Done I(e) = 0, d’ol il résulte
(voir [1], p. 61) que ¢ = 0. ' .

Done la limite o de chaque suite partielle convergente, extraite de
la suite {o,}, est identiquement nulle d’ot il résulte que la suite {2n) con-
verge vers 0.

On a (voir la formule (8))

Joide=aih et [ gydun = aslfy).
B . H .

done
lim a:’(fn) = ay’(f);

N> 00

7.:172"":?’7

c’est-d-dire les fonctionnelles a;(f) sont continues,
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