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Sur un théoréme de MM. N. Levinson et O. Smith relatif
a Péquation différentielle des oscillations entretenues

par 7. MIKORAJSKA (Krakéw)
Dang un travail de MM. Levinson et Smith publié en 1942 [1] on
trouve parmi plusieurs importants théordmes sur l'existence et I'unicité
. de Dintégrale périodique d’une équation différentielle de la forme

w"'["f(wv a’)m."l"g(m) =0,
qui peut 8tre remplacée par le systdme
(1) dojdt =v, dv|dt = —f(w, v)o—g(s) (3

une condition (cf. [1], Théoréme II, p. 393) suffisante, de caractére bien
général, pour Punicité de intégrale périodique (ne s’annulant pas iden-
tiquement). Pourtant, en rapprochant le théordéme en question de
Pexemple (cf. § 3) dont la construction constitue le but de cette note,
on constate que I'énoncé du théoréme envisagé doit 8tre modifié.

§ 1. Notations. Soit ¢ un nombre réel quelconque. Nous désignons
var k(c), By(c), Ry(¢), D, et D, respectivement les ensembles suivants:

(courbe %(c)) LSRR fg(s)ds =g,

0
(ensemble R,(¢)) (@, v)ek(c), flw,v) <O,
(engemble Ry(c)) (@, v)ek(o), f(w,v) >0,

(ensemble .Dy) ensemble des nombres ¢ pour lesquels R,(o) 5= 0,
(engemble .D,) engemble des nombres ¢ pour lesquels Ry(e) # 0.

Définissons les fonctions F(w, v), my(c), M,(c) par les formules
F(@, ) = 1/o*+fo(w, v)jof (@, v) pour o0, f(w,0) 0,
My(0) = minimum de F'(w, v) dans Ry(o) (lorsque ce minimum existe),

M,y(0) = maximum de F(w,v) dans R(c) (lorsqu’il existe).

(M Les aunteurs congiddrent le b 1) comme admettant une seule solntion
périodique (ne se réduisant pas bFN, existe dans le plan (w, v) une seule
courbe simple fermée qui con, ‘_lﬂ,ﬂqu ige e certaines solutions du systdme.
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§ 2. Hypothése H. Les fonctions f(z,v) eb g(x) et leurs dérivées
du premier ordre sont partout continues,

@1 wg() >0 pour |z] >0,
o0
(2.2) [ gla)de = +oo,
0
(2.3) 10,0y <0,
il existe des nombres &,, M, tels que
(a) >0, flz,v)=0 pour @] 2= @,
(b) fo,0) > ~M pour |a| < @,
oy
(e) @y > &, f}(w, (@) dw > 10 M,
o

pour chaque fonetion décroissante v(w) > 0.

Au moyen des notations précédentes on peut énoncer le théordme
cité de MM. N. Levinson et O. Smith comme il suit:

TrforiMe A. BypoTeRsEs. Le systéme (1) satisfait & Vhypothése H
et on

(€))] myle) >0 e My(c) < my(c)

pour chague ¢ {telle que mo(c) resp. my(c) et My(c) somt ddfinis} (?).
TaRSE. Le systéme (1) admet une solution périodique unique (au sens

de la renvoi(Y)) ne se réduisant pas & wn seul point(®).

Remarque. Le contre-exemple construit dams le §3 satisfera non
seulement aux hypothéses du Théoréme A, mais aussi aux hypothdses
suivantes:

L’ensemble D, n’est pas vide et I’on a (cf. les notations précédentes):

(hy) D,C Dy,

alors les fonctions mg(c) et M,(c) sont définies dans l'ensemble D, toub
entier. :

(*) Nous introduisons cette restriction (entre les parenthéses { }) qui n’est pas
formulée explicitement par MM. Levingon et Smith comme évidente, car il est. facile
de prouver que pour ¢ négatif les ensembles R, (o) et R,(c) sont vides ot par suite M, (o)
et my(c) ne sont pas déterminés. D'une fagon analogue R,(¢) est vide pour ¢ positif
ot suffisamment petit (cf. hypothéses (2.1), (2.2) et (2.3)) et par suito my(o) n'est
pas déterminé.

(*) Dans I'Hypothése H Pexistence d’au moins une intégrale périodique (non
banale) est garantie par le Théordme I du travail cité de MM. Levinson et Smith
(ef. p. 384). Un théordme plus général sur le mdme sujet a été &tabli dans notre travail
antérieur (cf. [2]). Dans la note présente il est question exclusivement. de lunicité .
de la solution périodique (ne sé réduisant pas 4 un seul point).

- par les formules suivantes:
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§ 3. Construction d’un contre-exemple. Pour construire la fonc-
tion f(x, v) partageons le plan (2, v) de la manidre suivante

(Gy) @*+0? <1,

(G3) 1< o202 < 4,

(G3) v<0, a2f0v234, a2<2,

(Gs) 4 <2+, o221, ¢>0,

(G d<<o?t0? 1222, v>0,
(Gs) 4 <o?boty, 2 < ad

posony Gy = G3+G;".
Nous définissons la fonection f(w, v)

(8.1,) flw,v) = — (#2+02—1)? dans Gy,

(38.1) f(m,v) =0 dans Gy,

(3.1;) flz,v) = ~—%—(wﬁ—l)z(wz—i—wz—4)2exp(4-—w2——'u9) dans G,
81y flz,v) = %(w"‘——2)“(502-1)2(992-}—0’-—4)2 dans Gy,

(8.15) flx,v) = (22— 2)%(22+v2—4)* dans Gs.

Posons, par définition

(3.2) g(z) = .

Nous allons démontrer que les fonctions f(z,v) et g(x) ainsi. définies
satisfont & I’hypothése H. _

Il est évident que g(z) satisfait aux conditions (2.1) et (2.2). Passons
done 4 la fonetion f{z,v) définie par les relations (3.1;), (3.1a), (3.1s),
(8.1,) et (3.15). La fonction f(x,v) est ainsi définie dans le plan (, v)
tout entier. Elle est continue, avee ses dérivées fu(z, v) et f,x,»), dans
chaque engsemble @; et on a

Flz,v) = fol®, v) = folz,v) =0 sur la frontitre de Gy,
pour ¢ =1,2,...,5.

La fonction F(z, v), avec ses dérivées f, et fy, est donc continue partout.
La propriété (2.3) résulte du fait que, en vertu de (3.1,)

£0,0) = — (@18 Lepue = —1 < 0.
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Dans notre définition de f(z,v) on a leg inégalibés

dans lintérieur de @,--lintérieur de Gy,

(3.3)  flw,0) <0

(3.4) fle,v) > 0 dans lintérieur de @,-lintérieur de G.

1l en résulte que

(3.5) flw,v) =0 pour |zf >3

Posons ¢, = 3. En vertu de (3.8) nous obtiendrons ainsi un &, satisfaisant
aux conditions (a) de 'Hypothése H.

Pour prouver lexistence dun M > 0, intervenant dans (b) considé-
rons f(z, ) dans @, et Gy (cf. (3.3) et (3.4)). Dans Gy, on a flw,v) = —1.
Dans Gs, on a la convergence uniforme

fw,2)=>0

11 existe donc un nombre M, M > 0 tel que f(z,v)> —M dans
Gy+@y. f(z,v) étant non négatif dans G4+ G,+ Gy, nous obtiendrons
ainsi Pinégalité f(z,v) > —M partout.

Pour démontrer existence d’un x, convenable prenons une fonction
»(x) queleongue, v(x) > 0. Soit @, > @, = 3.

pour v—> +4oo, || <1,

ffw v(@ dw~f;iw o(w))dw.
Pour |#| > 2 le point (v, v) appartient & G. On a done
(3.6) ffm v(@))do = [ (w2 — 2)2(? 02— 2dm>f 7252y = 35%w,—3).
3

Posons », = 3-10.M+3/35% En vertu de (3.6) on a, péur chaque fonction
v(z) décroissante (v(x) > 0)

&
[ to, v(@)do > 10M-3 = 10Ma,.
To

Nous avons ainsi démontré que I'Hypothése H est vérifide par les
fonctions f(@,v) et g(x) définies plus haut.

Passons & la démonstration que les fonctions f(w,v) et g(«) ont les
propriétés (h,) et (J) (d’ol il viendra quelles satisfont aux hypothéses
du théordme A). Pour cela nous démontrerons d’abord que DzCDl

Dans notre exemple la courbe %(¢) est la circonférence

(3.7) @240t = 2¢.
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Pour 2¢ < 4 et (#,7) ¢ k(c) (ainsi défini) on a .

(%, v) € G +6;
et par suite f(z,v) <0, d’ou il vient que D, C (2, co). Pour chaque ¢
tel que 2¢ > 4, la circonférence %(c) coupe les ensembles Gy, G, et G

(cf. 1a définition de @;), d’olt en vertu de (3.3) et (3.4) il vient que la
circonférence %(e¢) coupe les deux ensembles

(Uy) flz,v) <0, 402> 4,
(U, Hz,v) > 0.

Nous avons ainsi démontré que

(3.8) D, =(2,00)C Dy

(cf. (h,)). Envisageons la fonction F(wz,v), intervenant dans la définition
de my(c) et My(c) (cf. § 1).

F(o,v) = 1j0+ffo, v)[of(@,0) powr v#0 b f#0.
Posons, par définition
I; = intérieur de @&; (pour j=1,2;3,4,5).

En vertu de (3.3) et (3.4) on a les relations

U, = intérieur de G; = I,,

U, = intérieur de @,-+intérienr de Gy = I,-+1;.
La fonction F(x, ) est définie dans I, +I;-+T,+I;. Considérons F dans
U,+U, = Is+I,+T5. Dans I, (cf. (3.15), on a
ES SN I S
22 224 0v2—4 ?? 202 —4
Dans I, la fonction F(z,v) a la forme (cf. (3.14))

(3.10) F(w’ 1;) _ _]—_~ _ _1— . ($2_2)2(m2_1)2(m2+vz_4)2 +

(3.9) F(z,v) =

v 9* 0
;(m”—")?(wz—l)"’(wz—i— p2—4)2
X e e
= 2 2
_z)z(wz-_l)z(wz+ 172,_4)2 z +’D
Dans Iy, (cf. (3.1;) la fonction F(z, v) prend la forme
X 1 4o (22— 2)2(w2 02 —4) _}_ 4
(3.11)  Fla,0) ==+ D@ T~ T e
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Prenons un coe D,, clest-d-dire ¢, > 2. Nous prouverons que
2

—2.
Co—2

M ofeo) =
On vérifie facilement qﬁe
Ryfeg) = Iak(0,)
ot par suite, en vertu de (3.9), on a dans Ry(¢o) la relation
4 2

—2 = -2
Q09— 4 0o—2

F(z,v) =

pour chaque (2, v) € Ry(co). Il existe done un maximum de la fonction
F(z,v) considérée sur R,(c,), et celni-ci vérifie ’égalité

(3.12) My(co) = —2.

Co—2

Maintenant nous allons prouver que my(Ce) = 2/(co—2) > 0 (cf. (J)).
Posons

R3(00) = k(co) Lo,
Nous avons donc la relation
Roy(cy) = R3(00)+R3* (6).
En vertu de (3.10) on a, dans R,(c,), I’égalité

4 2
r = = d
(2, v) 01 P ans

R3*(00) = K(0) I5.

(3.13)

R3(e0)

eb, en vertu de (3.11), on a dans R3*(c,) l'inégalité
1 4 1 2 2
F(m,v) =’v'.;+ Soi— 4 —F—F pr e

Cette inégalité, rapprochée de I'égalité (3.13), conduit & V'égalité

2
My(G) = ——— >0  pour

co €D,
Co—2 o

d’ol, en vertu de (3.12), il résulte que
Mi(0g) < mylcy) pour o6,

(cf. condition (J)). Ainsi nous avons démontré que notre exemple vérifie
les Hypothéses du théoréme A et qu’il posséde la propriété (hy). D’autre
part V'équation (1) ainsi construite a, dans ¢, la forme

@ =0, v =—0.
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Il en résulte que chaque circonférence
22+ 02 = 2¢
fournit pour } < ¢ < 2 une solution périodique du systéme en question,

contrairement au théoréme A.
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