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The asymptotes are
(#+q+1)B—1 =0
and
A
By—Al+q+1) =%

In the figure the abscissa of the point P where the upper branch
of the hyperbola turns upwards is —g—1--2/B. The only points of inter-
section of the curves (16) and (17) can lie to the right of the vertical asym-
ptote of the hyperbola and the number of such points can be at most
three. Indeed, one can easily prove the following lemma:

The tramscendental equation
o o (o8
y& -9

where 6 >1, v > 0 and ad—py % 0 can have af most three real different
70018,

We have already observed that ¥’ (v) must vanish at two points B
and § (say), R lying between the lines # = —a and # = 0 and § lying
between the lines ¢ = 0 and @ = §.

Bince « = g—p < ¢-+1—2/B, the point (—a, 0) lies to the right
of P and so at the point R the tangent to the curve (16) must be below
that of the hyperbola. For if it were otherwise, the curves being strictly
increasing to the right of P, the curve (16) would newer cut the curve
(17) again, which is contrary to what we have proved above. Hence at
the point § the curve (16) crosses the hyperbola (17) from below, and so
there is no other point of intersection of these curves after 8. We have
thus proved that (16) and (17) must intersect in 3 points of which one
is to the right of OY, one lies between O and P and the third to the
left of P.

Hence ¥’ (#) vanishes at 2 points to the left of 0¥ and one to the
right of 0Y. If ¥(y) = 0, we should be led to the impossible conclusion
that ¥’(2) vanishes at 2 points to the right of OY. Hence the only posi-
tive integral zeros of ¥(») and thus also of @(w) are 0 and B. We have
thus proved that (10) and (15) cannot have a common Toot 0,.
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Etude de la solution fondamentale de I'équation
elliptique et des problémes aux limites

par W. POGORZELSKEI (Warszawa)

1. Introduction. Soit 1’équation linéaire aux dérivées partielles du
second ordre de la forme générale

n ~2 X n a
\ Y o' U W
(:_l) Y(u) = %l%p(“'n --~yf”n)m +;ba(”&a cory W) ‘6‘5;'{-
+e(®yy .oy Bp)u =0
ot les coefficients a,p(a1, ..., #n)y Dal(@s, -y Ta)y 0(21, -0, xz,) sont des

fonctions “des n coordonnées rectangulaires (@, ..., %,), déterminées
dans un domaine borné et mesurable £ dans l'espace euclidien & » di-
mensions.

Une prémidre méthode d’étude de la solution fondamentale de 1é-
quation (1) dans le cas elliptique a été donnée par E. Levi [2] dans le cas
des coefficients admettants des dérivées secondes. Elle a été développée
par W. Sternberg [7] dans le cas n = 3, mais encore avec la méme hy-
pothése sur les dérivées, ensuite approfondie et généralisée par M. Gevrey
[1] pour les coefficients vérifiant la condition de Holder et »n quelcopque.
Les recherches de M. Gevrey sont basées sur la méthode des oylindres
de la dérivation des intégrales généralisées. Cette méthode est correcte
dans D’étude des dérivées premisres du potentiel, mais elle présente des
lacunes dans celle des dérivées secondes, bien que M. Gevrey ait obtenu
résultats positifs.

Dans le présent travail nous exposerons une autre méthode d’étude
des dérivées des intégrales généralisées et nous compléterons 1’étude de
la solution fondamentale. Ensnite nous étudierons deux problémes aux
limites.

2. Le cas des coefficients constants. Nous rappelons l'étude du cas
des coefficients a,; constants pour I'équation

N > 0w 0
2 Dy = g~ =
2) 2/ 4 0, Og

a,fi=1
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dans I'hypothése que la forme quadratique
N X

Ly B
a, fl

WA

est définie positive.

I1 est facile de vérifier que la fonetion
3) w(d, B) =[ 3 0¥ &)(r,— )] " > 2)

a, fl=1

satisfait & I’équation (2) en tout point A (m,...,»,) différent du point
B(&yy ..y &). Les coefficients a4 sont les compléments algébriques
des éléments a,, de la matrice [|o,4|, divisés par le déterminant de cette
matrice.

On appelle la fonction (3) solution fondamentale de l’équation (2).
Cette fonction admet, lorsque le point A tend vers B, une singularité
comparable & celle de la fonction 1477, ol

rap = V(@ =&+ A =)
désigne la distance euclidienne des points 4, B.
Considérons Dintégrale?)

(4) Vid) = [[[ w4, B)o(B)dry

étendue au domaine mesurable 2, analogue au potentiel de chargé spa-
tiale de densité o(B), déterminée et intégrable dans 2. La fonetion 4)
vérifie évidemment 1’équation

DIV(A)] = [[[Dlw(A, B)le(B)dry =0
Q

en tout point A extérieur au domaine . Oherchons maintenant les dé-
rivées seeondes de l'intégrale généralisée (4) au point intérieur A du do-
maine 2, d’abord dans le cas ¢ = const. Décomposons done Vintégrale
(4) en deux parties

~(8) V(4) = VE(A)+V9-%(4)

étendues & la sphére K de centre arbitraire 4,4, située & Vintérieur du
domaine £, contenant le point 4 et au domaine extérieur Q—X. En
appliguant le théoréme de Green-Ostrogradski, on a

(5" = (4) = —kaff—%(%@—dzﬁ == —9£’fu7(A,P) cos v dep,

oz,
N :Nous conservons le signe d'intégrale triple pour Tintégrale de volume et le
signe. d'intégrale double pour l'intégrale de surfaco dans T'espace & m dimensions.
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v, désignant Pangle que fait la normale extérieure & la surface K’ de la
sphére K au point P avee axe &,. Donc les dérivées secondes

22 rrK . A
LW = — j‘f M COR 7"&',,(10_1’
O, Oy - Ozg

exigtent et par conséquent aussi les dérivées secondes de la fonetion V(4)

en tout point A & lintérieur du domaine Q. Au centre A, de la sphére K
on aura done

“ 02 K

A1 4 Y , ()7 lv (4)

(6) (I” (A))Ao ( i s e, Azy | a4

a, ji~1

n n
0 0
(n—2)p 1 oy L2 ) @ £ (= 5,
A a, =1 f=
= e 08 J ’ e L —
K

" .

P uoP i B/.0 0 2

o [';IN(“Vfﬂwﬂ—%q
a, f=

= —,0,

%

a” [ 2 a“’“éafﬁJ

", fim1

"3

A étant une sphére de rayon unité et de centre & l'origine. La fonction
(4) vérifie donc, dans le cas de la densité g constante, ’équation de Poisson

(6") : DIV(A)] = —1ne

en tout point intérieur 4 du domaine 2. .
Supposons maintenant que la densité o(4) soit une fonction véri-
fiant la condition de Hdlder,

(0<u<g1)

dans le domaine £2. La méthode de M. Gevrey fournit facilement l'expres-
gion des dérivées premiéres de l'intégrale généralisée (4). Considérons,
en effet, une suite de cylindres y,, situés & intérieur du domaine Q, ayant
un axe commun (p,q) paralldle & laxe x, et dont les rayons tendent
vers zéro. Le point A & intérieur du segment (p, g) étant extérieur au
domaine Q- 1y, 'intégrale

lo(A)—o(Ap)| < const

1) V“wmxﬁﬁmmkmmwg

1:) Vo

admet une dérivée par rapport i la coordonnée x, du point A

(8) Vi m(4) = [[ [l (4, B)e(B)drp.

A=y
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Or la dérivée w}, est comparable & 1/r7 avec une singularité faible
done la suite des dérivées (8) tend uniformément dans le segment (p, q)

vers Vintégrale généralisée
) Vau(4) = | f [ wi,(4, B)o(B)dry

qui reprégente la dérivée de l'intégrale généralisde
V(4) = lim V9" (4)
M—r 00
en tout point intérieur A, d’aprés le théordme clagsique sur la suite wuni-
formément convergente des dérivées.

La détermination des dérivées secondes de la fonetion (4) au point
intérieur 4 doit &tre modifiée, puisque la seconde dérivation sous le signe
de Vintégrale (9) fournirait une singularité trop forte, comparable & 1/r%,.

Dans ce but, introduisons la fonetion

(10) W(4, B,7) = ) a(@,—&)(@— &)+ T

a,f=1
et considérons Pintégrale (& singularité faible si 2 - 0)

(11) W(d,2) = [[[ W (4,B,2)e(B)dry (a=1,2,..,n)
n

déterminée & lintérieur d'un cylindre & n--1 dimensions (4defR; ¢ arbi-
traire réel).

TrEOREME 1. La fonotion W(A,2) tend uniformément vers la fono-
tion (9),
oV (A)
or, '

(12) W4, 3

st 2 0,0 élant une fonotion bomée.mtégmble.
Pour démontrer ce théordme, considérons une sphére K de centre
au point arbitraire 4 & Dintérieur du domaine Q, de rayon Rg, dont la

valeur n’est pas fixée pour le moment, ot décomposons lintégrale (11)
en une somme de deux intégrales

(13) W(4,2) = WE'(4,2)+ WK (4, )
étendues au domaine K’, commun & la sphére K et au domaine £, ainsi
qu'au domaine extérieur Q—K'. En tenant compte de la singularité faible
1{rz de la fonetion w;, (4, B), nous aurons en, tout point (4 ,2) 1'iné-
galité

Ry

, n-ig
(14) W= (4, 2)| < Mo | e = Moo, By
: i
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ot ¢ désigne une constante positive, w, laire d’une surface sphérique
4 n dimensions de rayon unité, M, la borne supérieure de la fonction
le(B)|. D’aprés l'inégalité (14) nous pouvons faire correspondre & tout
nombre positif ¢ un rayon

£

(15) Bg = T
tel que lon aifi
(16) [WE' (A, 2)| < ef3
en tout point (4, z). Nous avons ensuite
oV (A , ,
an P Wi, 0) = WE (4,04 WEE (4, 0),
d’olt
V(4 ) )
a;*)'—WM,.z) <|WE'(4, ) +IWE' (4, 0)+

+ WO (4, 2) WK (4, 0)|.

Remarquons maintenant que la fonction W2 ¥(4,¢) est continue ~
au point z = 0, puisque le domaine d’intégration Q—K’' est extérieur
au point A. Done, la sphére K étant fixée, nous pouvons choisir un nombre
positif #(e), ne dépendant que du nombre &, tel que I'on ait |[W*~*'(4, 2)—
— WK (4,0)| < &/3 si |2| < (). T en résulte

V) w4, 2
0w,

THBORBME 2. La fonction (11) admet & Vintériewr du domaine £ et
pour 2 % 0, des dérivées par rapport aux coordonmées du point A(xy, ..., Tp)
qui tendent wniformément dans le noisinage de chague point intérieur A
vers la limite

<e 8 |#l<mle), e qfd

, LI
(18)  Wa (4,2 3 o(4) 5~/ J [w(4, B)dueg| +

0w, 0mg
[ [ [ w4y B)e(B)—e(4)]drs
) |

30 2 - 0, dans Dhypothése que la fonction ¢(B) vérifie lo condition de Hol-
der. ’
1l est évident que la fonction (11) pour z s 0 admet en tout point
A des dérivées détermindes par l'intégrale réguliére )
¥

a Vol s = [[[ P4, B aeB)dn (= #0).
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Pour démontrer Pexistence d'une limite de cette intégrale, si 2z - 0,
décomposons-la en une somme de deux intégrales:
(20) Wi, (4,2) —_— [

[ Veu(4,y B, 2) drg| -+

+ [ [ Va4 By 2) [o(B) = (4)]drs.
2
En répétant le raisonnement gui a condnit a la formule (5') nous
aurons

21) [[]Paud, B, 2)ivg = [ [ [ Voo (4, B, 2) drz—
Q [ 4 )
—[[¥(4,P, 2) cos,, dop,
Y K*
olt K désigne la sphére de centre 4,, située & l'intérieur du domaine 0,
et K* désigne la surface de cette sphére. De 1'égalité (21) on tire

(22) — [ “ ¥, (4, B, 2)dry| = jyf”

a®g

A,‘B, Z)d‘l’g*‘-

{ ; Wy (A, P, #) CORT, dep.
K
En remarquant que le centre 4, est extérieur aux domaines d’inté-
gration Q—K et K*, nous concluons que, dans un voisinage suffisamment
petit du point 4,, la dérivée (22) tend uniformément vers la limite
(23) [ [ Puuey(4, B, 0) drz ~ [[Wap(4, P, 0) cosn, dop
K*

ol

=%, [ [ J J (4, Bz

8i 2 > 0. La fonetion sous le signe de la seconde mtégrale dans la somme
(20) satisfait, en admettant que la condition de Hoélder est remplie par
la fonection o(B), & linégalité

. const
4, B,2)[e(B) e

cefite fonction admet done une singularité faible, si B — 4, # - 0. Nous
en concluons, en répétant le raisonnement du théoréme 1, que la seconde
intégrale de la somme 20) tend uniformément vers la limite

(25) rff wmuw,, (4, B)[o(B)—o(4)

(24) |31/”

aawﬂ

e(d)]l < -

)drg
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§i z - 0. En rapprochant les limites (23) et (25) obtenues pour les termes
de la somme (20), nous arrivons & la thédsge (18) du théordme 2.

En égard au théordme classique sur la limite de la dérivée, les théors-
mes 1 et 2 permettent de conclure que la limite (18) représente la déri-
vée de la limite (12), done que le potential (4) admet des dérivées secon-
des continues déterminédes par la formule

2 0%
0 Tt = oW [ e, By ¢

er, g
+ ‘)J)_] w;;m,,(A, B)[o(B) — o (4)]drs

en tout point intérieur 4 du domaine 2. Nous en concluons ensuite que
le résultat de Lopération D sur la fonction V(4) est déterminé, en tout
point intérieur A du domaine Q par la formule

n

» L\ 02V(4)
@1 DY) —a%laap i, .
= o()D[[[[w(A, Bydrg)+[[ [ Dalw(4, B))[e(B)—e(4)]drs.
Q 02
En temant compte de D'égalité (6) et de 1'égalité évidente

Dw(A4,B)] =0, si 4 # B, nous pouvons affirmer que le potentiel (4),
dérivé de la densité o(A) (qui vérifie la condition de Holder) satisfait & 1’6
quation de Poisson de la forme

HO' 51,- ’£n)
1 uﬁ£(; n2
l”?l o]"

(28) DIV(A)] = ] [

en tout point intérieur 4 du domaine .
On peut démontrer que

ff d" Ely- -aEn) - Wy,

Z aﬂé & ]n/z V(leﬁl(laﬂ
wy, désignant Paire de la surface sphérique A:

2(]/715 n

(1, 522 e

P (llA) ) "
2

3. Etude de la quasi-solution dans le cas des coefficients varia-
bles. Supposons que les coefficients aus(a, ...y ) goient des fonctions dé-

(28')

(28")
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terminées dans la fermeture du domaine mesurable @ et vérifiant la con-
dition de Holder

(29) [erag(B) — (0 <h 1)

En outre on admet que la forme quadratique Z%ﬂ X, X est dé-
finie positive dans la fermeture du domaine 2. Soit la fonetion

=[j(¢“‘a(M

wprl

aﬁ B1 I < 7”’13131

7241

(30) ) (@a— £ (@y—&p)|”
ol les coefficients a* correspondent au point M., Cette fonction ne sera
pas, en général, une solution de Péquation (2) aux points A (ay, ..., n,) # B;
elle sera dite gquasi-solution de 1'équation (2). Remarquons que la forme
quadratique dans Pexpression (30) vérifie, pour tout couple de points A
et B du domaine @, les inégalités

(81) [ S 401 (0, ) (0p— )]
a,ﬁ=1

g et G étant des constantes positives. déterminédes.
Nous allons montrer que le résultat de Lopération D sur la fonction
par rapport au point 4,

§748 S < Grym,

(30),

n

N P*w?(4, B)

Dy[w®(A, B)] = A e L
07 (4, B)] ﬂZ O

admet une singularité comparable & celle de la fonction 1/r%7", si 4 - B,

done une singularité plus faible que les dérivées secondes de la fonetion

(32)

w?(4, B). Cette propriété résulte immédiatement de la relation
n

*w®(4, B)
33) D (4,B)] = B)———
()  Dalw”(4, B)] ”21%"( XS

. 9'wP(4,B)
[a’uﬁ _a'aﬂ )]
E%I O, 0w,

En effet, la premiére somme est nulle, done en appliquant 1inéga-

lité (29) nous aurons
' const
(34) I-DAW (4, B)| < =
Y4B

Considérons maintenant l'intégrale

= J[f v, Brg

analogue .4 Uintégrale (4), que nous appelons quasi-potentiel de charge
spatiale dedensité o(B). '

(38) ‘ (B)drp

Solwtion fondamentale de Véquation elliptique 255

Nous allons étudier les dérivées de la fonction (35), en supposant
que la fonetion o(B) vérifie la condition de Holder dans le domaine 0.
Pour les dérivées premidres on obtient sans peine, en mpphquant la mé-
thode des cylindr (*s, la formule

(36) E (4, B) o(B)dvy

puisque la dérivée sous le signe d’mtégwle admet une singularité faible,
cornme 1/%5'. Pour démontrer Pexistence des dérivées secondes du quasi-
-potentiel (35), nous appliquerons une méthode analogue & celle utilisée
pour Pétude du cas des coefficients constants.

Introduisons ddy lors la fonction

oM

(37) YM4, B, 2 [ ]’[

a1
ot M est un point arbitraire du domaine £ et considérons l'intégrale

T(A,2) = [[[VE(A4,B,#)e(B)drs
Fel

) (@a—£y) ]-n/z-p.l

@p—Ep)+2

(38)

déterminée en tout point (4,2) du cylindre & n--1 dimensions (4 e 2;
2 arbitraire réel). Le théoréme 1 de la page 250 s’applique évidemment &
lintégrale (38) et cette intégrale tend uniformément vers la dérivée
dun quasi-potentiel (35):

z -0,

(39)

m V(‘A)
(4, I

2) 3 ;o8

THEOREME 3. §i la densité o(B) el les coefficients a,y(B) satisfont
& la condition de Hélder, les dérivées de lo fonction (38) par rapport auw
coordonmées du point A & Vintériewr du domaine Q et pour & # 0 tendent
uniformément, dans wn voisinage suffisamment petit de chaque point inté-
rieur A,, vers la limite

¢ - 7 e M ]
(40) Tmﬂ(A’z)';{"??m;(’?:r,: [’ J w4, B)Q(B)dTB]}znrmA.I—
05‘ w” A, B ywm(A’B)) .I ‘
} W ow \2,b) B)d g & ->0.
I—f[j .l' (N‘p ( 0%6% Mo o(B)dry >

Pour démontrer ce théordme, remarquons que la fonction (38) admet, -
sl 2 3£ 0, des dérivées par rapport aux coordonnées du point 4, déter-
minées par lintégrale régulidre ‘

(41) Ty (A, 2) = [ [ [P, (4, B, 2)e(B)drs.
n B
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Pour déterminer la limite de cette intégrale, lorsque 2 — 0, noug
Péerivons de la fagon suivante:

(42) T (4,2) ={"6 [H! '/’??f(""B’z)@(B)’h“” T
] ’

0.1',1 Mo d
[ [ [ ¥hay (4, B, 0) — (Pakap (4, B, 2) pgea] 0 (B)dr.
2

Or, le point M est invariable dans Pintégration, done le premier
terme' de la somme (42) représente la valeur admise par la dérivée de la
fonetion (11) avec les coefficients constants a® (M) si nous y posons,
aprés la dérivation, M = A. Par conséquent, d’aprés le théoréme 2,
8i 2 -0 le premier terme (42) tend uniformément (dans un voisinage
suffisamment petit d’un point arbitraire intérieur A4,) vers la limite

(43) ;,;,,;;,:W fd, Breman]|

représentant la valeur que prend la dérivée seconde du potentiel dans
le cas des coefficients constants a,, (M), si on y pose, aprés la dériva-
tion, M = A

Pour étudier Iexistence de la limite du second terme de la somme
(42), remarquons que les dérivées secondes de la fonetion (87) s’expri-
ment par les formules suivantes:

U, B % ™ (B) % (B) (11— £) (0 — &)
- Eﬂﬁ z) == - ,
8 l.{ U B) (0~ &) (a0, — &) 27"+
n
al ke P ,

(W2 (4, B, 2))ama rz%:.l O (A)“ﬂ (“”(“”’ 5*)('”’“‘5”
a2, ﬁ b b ==, =3 - - e e — e, e ——s
|5 (4) (&) (g )

Alesd

ou oy désignent des coefficients numériques, D’aprés Phypothése, les
coefficients a,q(B) vérifient la condition de Holder (29), done les fonctions
a**(B), étant des combinaisons rationnelles des coefficients (de diviseur
non nul), vérifient aussi la condition de Hblder avec Pexposant h. Il
en. résulte, par un caloul élémentaire, que la différence des dérivées se-
condes (44) vérifie une inégalité de la forme

(48)  [PPo,(4, B,2)— (¥, (4, B, WMMEE’E?L
B ( ] ))Mn.'t' (w i +~ — h)
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oll g est une constante positive dans les inégalités (31). En posant z = 0
on obtient l’inégalité

"
(46) 0y (A, B)— (02 (4, B)lar_a] < c?;i ,

valable pour tout couple de points différents 4, B du domaine 2.

Les différences (45), (46) des dérivées secondes admettent donc une
gingularité faible, si B - 4, # -> 0, par conséquent, en répétant le raison-
nement du théordme 1 (p. 280) sur la fonction w (4, 2) & singularité faible,
nous concluerons que le second terme de la somme (42) tend uniformé-
ment vers la limite

A7) [[[[whap(4, B)— (wiiay(4, B)rses] e(Bdrp s 2> 0.
2

En réunissant les résultats concernant les limites (43) et (47), nous
arrivons & la thése du théoréme 3, c’est-a-dire nous pouvons affirmer
Pexistence de la limite (40).

En nous appuyant sur les propriétés démontrées (39), (40), nous
concluons Dexistence des dérivées secondes du quasi-potentiel V(4)
détermindes par la formule

o L [ meme],

02wB(A B) . (0w M(A,B)) ]
+ffj [ 69" a—%——(“ 3;:376,9 Mot ¢(B)dry

en tout point intérieur 4 du domaine Q. D’a.pres la formule (48), nous
obtiendrons le résultat suivant de l'operation P sur le quasi-poten-
tiel -V (4):

n

3 FV(d)
(49) DIV(4 ]—%la )W

={palff [ mre >drB]}M=fi+

+ f [[ D™ (4, B)— (D™ (AB)smd 0 (B Fr5.
Q

Daprés 'équation de Poisson (28), nous avons, comme dans le cag™
des coefficients constants, P'égalité

(50) [Dal[ [ w4, Bye(B)drally_, = —In(4)e(4)
2

Annales Poloniel Mathematiei TIT. 17
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oh Pon a posé

d £y b n—2) wy,
(51) In(4) = (7):"‘2)‘{[ 'n,a( )n" = /5-[(‘1: aa)ﬂwA )
A Y ety g gr ) det|at(A)
a,f=1

puisque les coefficients a,,(4) de 'opération D concernent le point 4
et que nous substituons ce point, aprds la dérivation, & la place du point
M dans les fonctions a*/(M), figurant dans l'expression w™ (4, B). Nous
avons ensuite, pour la méme raison

(j)_,, 'IUM(A, 'B))MwA = 0.
Nous en déduisons enfin que les dérivées secondes du quasi-poten-
tiel V(A4) vérifient 1’équation généralisée de Poisson de la forme

(2)  DIV(A)] = —In(d)e(d)+ [ [ [ Dalw®(4, B)]o(B)dvp

en tout point intérieur 4 du domaine £. Remarquons que, d’aprés 'iné-
galité (46), la fonction sous le signe d’intégrale (52) admet une singula-
rité faible

const

(53) Dalw®(4, B)] < ==
AR

et D'intégrale est absolument convergente.

L’inégalité (53) est en accord avec 1'inégalité (34) obtenue directe-
ment. Observons que la fonction (51) est partout différente de zéro et
qu’elle verifie la condition de Holder. :

Si la densité o(B) était bornée et intégrable dans le domaine £2, mais
ne vérifiait la condition de Holder que dans le domaine Q* faisant partie

du domaine £, alors il est facile de montrer que le quasi-potentiel V(4) -

admetrait des dérivées secondes en tout point A & lintérienr du do-
maine Q.
4. Etude de la solution fondamentale. D’aprés B. Levi [2], nous

allons trouver la solution fondamentale de I'équation ¥(u) = 0 sous la
forme d’une somme (A # B)

(54) T4, B) = w®(4, B)+ [ [ [w (4, M)B (M, B)dvy

. Q€
de la quasi-golution et d’une intégrale étendue au domaine arbitraire
borné et mesurable £, contenant & l'intérieur le domaine £ avec sa sur-
face limite. &(M, B) est une fonction inconnue des couples de points
(M, B) du domaine prolongé £ et les fonections (M), qui figurent
dang 'expresion (54), sont prolongées en dehors du domaine £ d’une
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fagon arbitraire, mais sous la condition que ces fonctions vérifient 1'iné-
galité de Holder (29) dans la fermeture du domaine Q' et que la forme
quadratique Xa, &, &, soit définie positive. Le point singulier B dans
1’équation (54) est arbitrairement fixé dans le domaine Q' et joue le réle
d’un parametre. Dans la suite nous admettons que les coefficients b,(4),
¢c(A) et leurs prolongements vérifient de méme la condition de Holder
(29) dans le domaine £'.
En demandant que la fonction (54) vérifie 1’équation

‘ . . oy ou
(65) () = Du-+ _5;; begg Hou=0

en tout point intérieur 4 du domaine Q' différent de B, on arrive, d’aprés
Téquation (52), & 1’équation intégrale suivante de Fredholm pour la dé-
termination de la fonction inconnue @:

(56) W, [w®(4, B)]—1,(4)®(4, B)+
+ [[[ #a10™ (4, M) (M ,B)dry = 0.

Le noyau

(87) [0 (4, M)]

In(4)

de I’équation (56) a une singularité faible, comme la fonction l/rﬁj,}‘, si
M - A, donc, d’aprés le premier théoréme de Fredholm, 1’équation
(86) admet une solution déterminée en tont point A # B du domaine £,
sous I’hypothése que le domaine 2 et les fonetions a,,(A) soient prolongés
de fagon que I'équation intégrale homogeéne, correspondant & I'équation
(56), n'admettent que la solution nulle. La possibilité d'un tel prolon-
gement n’est pas démontrée, mais il existe un aufre raisonnement qui
agsure 1’existence de la solution fondamentale, donné dans la monogra-
phie récente de O. Miranda [4]. Notamment, on ajoute & l’expression (54)
de la solution fondamentale une somme de produits Yea,(4)8,(B), ol
les dérivées secondes des fonctions o,(A) et les fonctions pg,(B) elles-
-mémes vérifient 1a condition de Holder de la forme (29). On arrive alors
4 1’équation intégrale de la forme

(56)  aluP(A, B)+ S, (A)B(B)]—in(A) B4, B) +
+ [[[®1w™ (4, M)1B(M, B)drrr = 0.

8i P’équation. intégrale homogéne correspondante admet des solu-
tions non nulles, on peut toujours facilement choisir les fonctions a,(4) -
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et B,(B) pour que les conditions connues d’orthogonalité du troisiéme
théoréme de Fredholm soient satisfaites. De telle fagon Vexistence de la
fonction @ se trouve démontrée pour tout domaine £’. La solution de
1’équation (56') aura la forme

(58) ®(4,B) = Wy [w” (A, BY+ D a,(4)8,(B)]+

1
A (4)

+ [[ M4, )P[0 (M, B)+ 3 0,(M)6,(B)] dryy,
@ »

M(4, M) étant une fonction connue & singularité faible telle que 1 /1732,
Le prem1e1 terme de la somme (58) a une singularité faible comparable
& 1/ et le second — une singularité plas faible 12", Pour établir que
la substitution de la fonction obtenue (58) dans la formule (54) fournira
la solution fondamentale cherchée, nous allons démontrer d’important
théoréme suivant:

TuBoREME 4. La solution O(4,B) de Végquation. intégrale (56') vé-
rifie la condition de Hdilder de la forme

const m

(59) [P(4, B) m{( iy a,

—0(4,, B)| <

dans tout le domaine fermé Q* (Q*C Q') du point A, ne contenant pas le
point B; W'désigne un nombre positif arbitraire infériewr & h et infr,p dé-
signe la bo': ne inférieure de la distance entre le point fiwé B et le point variable
A du domaine Q.

Démonstration. Nous nous appuyerons sur Péquation intégrale
(86'), en remarquant que la solution (58) est continue en tout point 4 s~ B.
Commengons par l'étude du terme ¥, [w® (4, B)]. 11 suffit d’étudier
sa partie du second ordre D4[w®(4, B)]. Soient deux pointy arbitraires 4

et 4, d’une partie fermée Q% du dommmo Q' ne contenant pas le point
B. Nous avons alors

(60)  Da[w®(4, B)]—Da[w®(4,, B)]
“ w4, B)
— A) — PRSI i
; o (4) = g (4)] =5 1 4

n
% w4, B) P, B
+ ) (A [ 12T 4, B)
= (i) O, 0w, e, ir
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Remarquons ensuite que les dérivées secondes de la fonetion w?(4 , B)
par rapport aux coordonnées du point A s’expriment par la formule sui-
vante:

¢ ,u.[f(A B) ‘g e (B “ﬂk(B)( ry— &) (1 — &)
(61) mom, T
! [.Z * (B) (m;— &) (e — &P
1, =1
oy, ¢tant des constantes numériques déterminées,

D’aprés cefite expression, nous concluons que, en tout point 4 et A4,
du domaine arbitraire fermé Q°, situé dans le domaine £’ et ne contenant
pag le point B, les dérivées secondes de la fonction wP (4, B) vérifient
les inégalités

Pw® (4, B) ¢y
(@) dr,0r, | inf(rp)’
K (")Z’IDB(_A,B) aZwB(_Al, B)’ Gy -
Or, 0z, O, Oy inf (rg5)

¢, et ¢, étant des constantes positives déterminées, inf(r,p) désignant la
borne inférieure de la distance entre le point B fixé et le point variable A4
dans le domaine ©Q°. En nous appuyant sur P’égalité (60) et les inégalités
(62) nous concluons que le résultat de ’opération (59) vérifie dans le
domaine Q* la condition de Holder de la forme
0/

(63) |Da[w® (4, B)]—D,[w®(4,, B)]l <mrﬁmy
¢’ étant une constante positive. Une inégalité de la méme forme est
évidemment vérifiée par Popération (1/4,( (4) ¥[w®(4, B)].

Passons & Pétude de lintégrale dans 1’équation (56 ). 11 suffit de la
faire pour la partie de cette intégrale qui contient les dérivées du gsecond
ordre; écrivons done (4 # B)

(64) I(4)= fffm [w™ (4, M)1O(M, B)dry

“f.”Z Lo A1 0] am(axﬂ

a,f=1
Soient deux points arbitvaires 4 et A4, de la partie fermée 0 du
domaine £’ ne contenant pas le point B et soit la sphére K de centre 4
et de rayon 2r44,. Décomposons lintégrale (64) en trois termes:

) (3, B)dra.

T(A) = I%'(A)4+1°°(4) +17 (4),

(65) & a @
I(4y) = 1™ (4)+1%(4y) +-17 (44),
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étendus & la pa.rtle K’ du domaine Q' située & l'intérieur de la sphére K,
4 la partie 2* du domaine Q" extérieure 4 la sphére K et & la partie res-
tante . Il suffit d’étudier le cas

(651) TAAl < ’}

avec cette hypothése la distance entre le point fixe B et la surface de la
sphére K ne sera pas inférieure au nombre }infr,p. D’aprés la limita-
tion connue

nfryg;

- ¢
|Dalw™ (4, M) < =

ram
nous aurons

Wl iy )
wnt™dr 2w,

5 @) < suplofe [ P =20 g it
0
(66)
Yddy gy 3
, Wy : ¢
I (4] <supl@lo [ =55 dr = 22" sup (0],

b
@n désigne la surface de la sphére de rayon unité, sup || — la borne supé-
rieure de la fonetion |@| dans le domaine fermé 2%, le point B étant fixé,

Pour étudier la différence des seconds termes des sommes (65) écrivons.
d’aprés (64)

(67)  If*(4)—I7*(4,)

= " . LT (4, M ]
’f” A\J[f‘nﬂ@)—%ﬂmlﬂ Badn 2 M) a1, By

0% o=l

w4, M)
+faf‘fa;; [t (4 "p(M [ " bx,0m, 0
d”w“ﬁ(fllm, M) o, B)d
Da,, Oat) » B)drar,

(®3y +.., @) étant les coordonnées du point A,.

Or, en appuyant’ de mdme sur Pégalité (62
o B g | I (62) et en y remplagant B

Pw™ (4, M) ‘ 4
7

(68) 1,0, P
Fw(4, M) ngM(Al M)
dwu o‘m/y Bw.: 3&)'; = 7‘7_11:,?;];[ s
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¢, et o5 étant des constantes positives déterminées, 4’ désignant un point
du segment AA4;.

En tenant compte de l'inégalité 73 > %742 nous obtenons done
la limitation suivante:

9% (A4) —I%* (4y)]

I
" " "oy, r” ld
< ¢y sup|D|ijq, J
A4y WAy

L
™ dr

+¢; sup|D| 7, f“lnﬁ:ﬁ—‘

1
+ ”':ﬁ e R -Lh'erAl)]wn sup D]

SR
= [ T4, 10g o,

d’ont

(69) [19* (4) —T7* (43)] < 6 sup|P|- 1,

' désignant un nombre positif arbitraire, inférieur & h, 3 — une con-
stante positive, I — le diamétre du domaine .Q".

Il reste & étudier la différence des troisiémes termes dans les sommes
(65). Considérons done une sphére @ de centre 4 -ef de rayon irp; d’apres
(68"), cette sphére contient la sphére K. Soient 0;, 2. les deux parties
du domaine §’, situées & Vintérieur resp. & l'extérienr de 1a sphére Q. On
étudiera 1o différence entre les intégrales I% étendues au domaine inté-
rieur 2, de la méme fagon que la différence (69) et on arrivera & I'iné-
galité analofue

(70) [T7:(4) —I%(A,)] < ¢ sup|B|-1

ot la borne supérieure de la fonction |@] dans le domaine Q; vérifie I'iné-
galité
const

(71) sup|®(4, B)| < —=5-
Tap

Pour étudier la différence des intégrales, étendues an domaine Q,
contenant le point B, nous nous appuyercns de méme sur la décompo-
gition de la forme (67) et sur les inégalités (68), (71). De telle fagon
nous aurons

_, _, . C o dr dr;
(19 (A)—1%(41)] < eons’c-[r;mf J ) :lf—vh +7 Hlfff Tt 1- h"n— ]
‘ : 7" TaMTus AM
11 en résulte

const

(72) |I3(A)—I%(4,)) < ,Hbl kg
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En rapprochant les résultats (66), (69), (70) et (72), nous arriverons
3 la thése (59) du théoréme 4. Nous en concluong, d’aprés I’étude des se-
condes dérivées du quasi-potentiel, que la formule (54), oir Pon a (58),
représente la solution fondamentale I'(4,B) de Péquation ¥(u) =
dans le domaine £'.

Kerivons la solution fondamentale trouvée sous la forme

*

(73) I'(4,B) =w”(4, B)+w(A, B)

en négligeant le terme régulier et en posant

m» = [[f

'

Mo M)YBM, B)dry.

Le premier terme de la somme (73) admet une singularité compa-
rable & 1//%7 et le second terme — une singularité plus faible; nous
avons en effet, d’aprés la limitation de la fonetion @ (M, B):

congt
Iy
T4R

(75) ' (4, B)| <

La fonction 1;; a des dérivées premidres en tout point A =4 B:

ff WA, M)D(M, B)dry

et ces dérivées admettent la limitation A singularité faible

(ITM const
(76) [wza (4, B)| < const- fff R S TR -
) TAMTMB "B

5. Potentiel généralisé de charge spatiale.

DirINrrroN. Nous appelons potentiel généralisé de charge spatiale,
relativement & Péguation (1), intégrale

(77) | W(d) = [[[I(4,B)q(B)irs
]
olt o(B) ~ dite densité de la charge — est wne fonction hornée et inté-

grable dang le domaine Q. .

THEORBME B. 8i la densité o(B) est bornde et intégrable dans le domaine
R, le potentiel (77) de oharge spatiale admet en tout point Ae des déri-
'oées premiéres continues donnédes par la formule

(78) Wald) = [[[ In,(4, B)o(B)drz.
R 2
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La démonstration du théoréme est la méme que pour le quasi-po-
tentiel, d’aprés la limitation & singularité faible (76). Le théoréme sui-
vant exprime les propriétés des dérivées secondes du potentiel (77).

THEOREME 6. 87 la densité o vérifie dans le domaine Q la condition
de Holder, le poteniiel (77) admet, en tout point intériewr A (@, ...,w,)
du - domaine L, des dérivées secondes comtinues vérifiant 1'égquation géné-

ralisée de Poisson
(79) PW(A)] = —in(A)o(A).

Démonstration. D’aprés la formule (73), écrivons le potentiel
(77) sous la forme d’une somme

(80) W(d) = V(4)+W,(4)

de deux quasi-potentiels: le premier

(81) Vi(d) = fffwB(A,B)g(B)drB
2.

de dénsité p(B) donnée et le seeond

= [[f ™ (4, 3 or (M) dere

Q'(M)

(82) W4

de densité g, (M), donnée par la formule

(82) o) = [ [ [ @M, B)o(B)drs.
a(B)

Nous démontrerons que la fonction (82°) vérifie la condition de
Holder dans le domaine 2, sous la seule hypothése que la fonetion o est
bornée et intégrable. D’aprés P’équation intégrale (56), vérifiée par la

fonction @, nous pouvons éerire la fonction (82') sous la forme

(82") (M) = [[[ 3 (M) ¥ [w® (M, B)]o(B)drs—
Q(B)y
— [[[ 23y ¥y [° (M, €)]2(C) g
21

en tenant compte des singularités faibles des fonections figurant dans les
intégrales. Nous voyons que les deux intégrales précédentes sont ana-
logues & Yintégrale étudiée (64), & condition de remplacer la fonction @
par les fonctions g(B), p,(C) d'un point variable. Done, en répétant le
rajisonnement concerrniant l'intégrale (64) et en nous appuyant sur la con-
tinuité évidente de la fonction g, dans le domaine £’, nous voyons que
la fonction (82") vérifie dans le domaine ' la condition de Holder de la
forme

(82""")  |oo(M)—g(My)] < const-sup(e, ¢1)- MM1 (0 < h' < h),
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sup(g, o;) désignant la plus grande des bornes supérieures des fonctions

(B)] eb |gy(0). En nous appuyant sur la propriété démontrée et sur

le résultat (52) concernant le quasi-potentiel, nous pouvons affirmer

. que la fonction (82) admet des dérivées secondes vérifiant & Iintérieur
du domaine (2 ’équation

(83)  WIWi(A)] = —/n(d) oa(A)+ [ [ [Pl (A, M)]gy (M) dlry;.

(M)
Nous aurons done, en supposant maintenant que la densité o(B) vérifie
la condition de Holder,

BIW(4)]) =W [ [ [ wP(4, B) o (B)drs| + ¥ [Wi(4)]
2

A+ [[[#yw® 4, Blo(B)ldry —

(B)
[[] ¥
I)’(AI)
A étant un point & Pintérieur du domaine 2. En substituant ici Pexpres-
sion (82'), nous aurons ensuite
(89)  PIW(A)] = —h(4)e(4) +
+ [ [[{Pulw® (4, B)]—1a(4) (4, B) +

QM)

M(d)a(4) + M(4, M)ey(M)]dry,

+ [ [ Palw™ (A, M) DM, B)dryfdrs,
Q'(M)
done, d’aprés I'équation intégrale (56), nous arriverons & la thése (79)
du théordme 6.

Si la densité o(B) était bornée et intégrable dans le domaine £,
mais ne vérifiait la condition de Hélder que dans une partie 2% du domaine
£, alors il est facile & montrer que ’équation (79) serait vraie en tout
point intérieur 4 du domaine Q*

Nous démontrerons encore la propriété suivante des dérivées du
potentiel de charge spatiale (81), dont nous aurons besoin dans ’étude
des probldmes aux limites.

" THAORAME 7. il densité o(B) de la charge spatiale est une fonotion
bornée el intégrable dans le domaine Q, les dérivées du potentiel de charge
spatwle (81) 'uémfwnt dcms le domaine !) la condition de Holder de la forme

(85)  [Wiy(d)—Wa (A))] < oM Mty (0 < 8<1),

& dtamt um nombre posmf arbitraire inférieur & Punité, M, —
rieure de la fonotion |o(B)|, M,
leurs ja®

la borne supé-
o — la borne 3upémewre d’ensemble de va-
(B)], ¢ — une constante positive, indépendante de o.
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Démonstration. Le potentiel (81) est la somme de deux inté-
grales:

(86)  W(d) = [[[0®(4,B)e
2

Or, d’aprés la propriété (76), la seeonde adme’c des dérivées secondes par
rapport aux coordonnées du point 4, bornées dans le domaine 2. Done
les dérivées de la seconde des intégrales (86) vérifient la condition de Lip-
schitz dans le domaine Q. Il reste & étudier les dérivées de la premidre
intégrale

(87) Vo (4

drB—{—”j w(d, B)o(B)dug.

j [[[wh(4, B)e(B)drs

—-JJJ-

oil nous avons posé

(88) #4,B) = l/

-4 a“ﬂ B) Eﬂ)
o(B)drg

[79 4,BTr

Y(@a—Ea) (@g—&p) -
oy ﬂ=

Considérons deux points arbitraires 4 et 4, & I’intérieur du domaine
Q et soit une sphére K de centre 4 et de rayon 2r4,, . Désignons par K’
l’ensemble de tous les points du domaine £ situés & l'intérieur de la
sphére K ot par Q—K' Pensemble des points extérieurs. Décomposons
Pintégrale (87) et lintégrale analogue am point 4, en deux parties

(89)  Vi(d) = VE(A)+VE(4),  Vau(dy) = Vi (4)+ V™ (A1),

et remarquons que la métrique (88) vérifie les inégalités (31). Nous pou-
vons done écrire

, M.M d n(n—2) MM
00) V) < TR | ,J [ L
"4B g

3n(n -2)11[
s

M, désignant la borne supérieure d’ensemble de valeurs |a®®(B)].
Btudions maintenant la différence

Ve ()] < anu‘u,

. fjf (n~2)ﬁa"ﬁ(B)(mﬂ~w;) .
—K’ a-K' e = (B —
o1 VEFW=VET W)= ) ) | B
- i 1 1
N e _ — B)d
= [J a2 \ga, [ﬁ(Al,Bn’f}g‘ e

x, désignant la coordonnée du point 4.
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En appliquant le théoréme des accroissements finis, nous avons

1 1 i (n—
[9(4, B)]"  [8(4y, B)T"
A* étant un point 3 Pintérieur du segment A4,.

les-inégalités (31) et en remarquant quo les points B du domaine Q—K’
vérifient les indgalités 4 < rpup ftup < < & nous pouvons éerire, daprés (91),

(92)  |VE(A) =TI (4]

n(n—2) M, M, 9. 9yt (w - M d'; B
< - 14- 4 '1111 B
[ [ i

L’intégrale obtenue étant comparable & [logry, |, nous arrivons, en rap-
prochant les inégalités (90) et (92), & la thése (85) de notre théoréme.

)P M, T 4up
['l‘}(/l )]71,4 P Ly Ay

6. Potentiel généralisé de simple couche. On appelle potentiel gé-
néralisé de simple couche de densité (@), étalée sur la surface §, Vinté-
grale de surface suivante:

(93) w(d)=[[T(4,Qu(Q)dag.
8

Cette fonction vérifie 1’équation (1): !l:’[u(A) = 0 en tout point A
4 Vintérieur du domaine 2 limité par la surface fermée §. D’aprés l'ex-
pression (73) de la solution fondamentale, nous pouvons écrire le poten-
tiel sous la forme d™une somme

(94) =[] "4, Qui@) 070@+jfwA Q) p(Q)dog.

» En supposant que la densité u(Q) est continue, étudions la dérivée
transversale du potentiel, c’est-&-dire 1’expression

du (4 & u(d)
95 e il A Z 08 (N, 0,) o)
(95) dT e ap (A) COR(Np, ap) i,

sile point intérienr 4 tend sur la normale vers le point P de la surface §.
On a désigné par (Np, z,) Pangle que fait la normale intérieure & la sur-
face § au point P avec I'axe de la coordonnde Ty

En ”posamt

(96) ‘ (4, B) Z w*(B %_55)

ay frsl

,” '-‘fa)(

fn nous appuyant sur
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nous aurons

3 ) €08 (N, )| 31 07(0) 7, 5,)

N (94, Q)T

749 cos(NP,I@ _
[B(4, 1"

= (n—2)

n 2 [aay
—~(n—2) Za.,,ﬁ(A) cos (Np, v5) L=

a, fml

— o™ (4)1(@,— &)
4, Q)T

ol (Np,Aé) désigne l'angle entre le’ vecteur AT) et la normale Np
au point P. Nous en concluons, d’aprés l'inégalité de Holder supposée
vérifiée pour les coefficients a,p(A) et la propriété des dérivées (76) de
la fonction b, que la dérivée trangversale du potentiel (94) s’exprime par
une somme d’intégrales de la forme

P,Q)de
oy Ly [P D gy ¢ [ [EAO

F(4,P,Q) étant bornée.

On suppose encore que la gsurface fermée § vérifie les conditions
connues de Liapounoff; soit 4, I’exposant dans linégalité
(99) 8(P, Py) < const- i, (0<hy <1)
relative & l'angle 6(P,P;) entre les deux normales & la surface § aux
deux points arbitraires P et Py. Sous cette hypothése, on étudie la pre-
miére intégrale (98) d'une fagon analogue & lintégrale connue

-1 (Q) dUQ
IA@

f{ cos (Np, A()

dans la théorie classique du potentiel et on arrive & la propriété limite
suivante:

" 140 €08 (Np, AQ)
[[ Gt @

lim{n—2)
AP Y

ff 7pg €08 (Np, PY) NP,PQ)
W——a

2*%21;(13)1“’ [ﬁP Q

w(Q)dog.
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La seconde intégrale (98) tend évidemment vers sa valeur au point
P, si A —P. Il en régulte que la dérivée transversale (95) du. potentiel
(93) a la propriété limite suivante:

du(4) al'(P, @)

(100 lim e = — (P P)+{ .1 T (@) dog
ol -

, ir,Q) N1 o or(P, Q)
(101) Wru Z yp(P) CO8(Np, @) o,

afm=l

désigne la dérivée transversale de la fonction I'(P, @) au point P #Q;
z, est la coordonnée du point P. Nous allons vérifier que la dérivée trans-
versale (101) admet une singularité faible, relativement & l'intégrale de
surface (100).

Herivons done

‘ Z @ap(P) co8(Np, & [Za“” Q) (w,—&, ]
(102) ﬂﬂﬂ@ —(n—2)% ’ % = —
ATy [#(P, Qﬂ
— (n— ) PQCOSPPq
=275, T
2”: 5 [0(@)— 0 (B))(0,— &,
——(%—2)a'ﬁ=1@aﬁ(P)COS(NP AR YN y

vpg désignant ’angle entre le vecteur r}Z ot la normale intérieure au point

© - P. Or, d’aprés la condition de Liapounoff, supposée remplie pour la sur-

face 8, nous avons l'inégalité
(103) la08 upg| < cOnSE -1y,
en outre la fonetion &(4, B) vérifie dans le domaine Q' les inégalités

(104) 9'rap <4, B) < Gryp,
g’ et @ étant des constantes positives détermindes.

En appliquant encore les inégalités de Holder (29) & I’expression
(102), nous en concluons que la dérivée transversale (102) vérifie une iné-
galité de la forme

congt

n—1-h% )
TPQ

(108)

' \ (P, Q) }

icm
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B* étant le plus petit des deux nombres h, h,. Il en résulte, d’aprés la for-
mule (73) et les inégalités (76), que la dérivée transversale (101) vérifie
Pinégalité
arp, Q) ‘ i

arT P < ’V;‘:’-al-h.

(106)

pour tout couple (P, @) de points différents de la surface S, k étant une
constante positive. La dérivée (101) admet donec une singularité faible,
relativement & la surface S8, et 'intégrale dans la relation (100) est abso-
lument convergente.

Remarquons que la dérivée transvepsale (101) ne différe que d'un
facteur, en général variable, de la dérivée dans la direction de la conor-
male au point P, c’est-d-dire de la direction conjuguée au plan tangent
en P par rapport & la quadrique }'a,,X,X, = const. L'usage de la
dérivée transversale est préférable & cauce de la simplicité du raison-
nement et des formules. N

Citons encore “les propriétés suivantes des intégrales concernant
le potentiel de simple couche, que nous utiliserons dans 1’étude des pro-
blémes anx limites: .

THROREME 8. Si la fonction ¢(Q), détermindes sur la surface S, est
bornée et intégrable, les intégrales de surfowe
f f arp, Q 0)d
O
dTp Q)

won) L(2)= [ [ I, Qp@)dea, Il

N
vérifient les conditions de Holder de la forme
—J1(P)| < M, rhp,,  |J2(P)—da(P))| < kaMyrEp,

3 btant wun nombre positif arbitraire, inférieur & Vunitd, b’ — un nombre

" positif arbitraire, inférieur au plus petit des deusw nombres h, hy et M, dé-

signant la borne supérieure de la fonction |¢(P)|.

La démonstration relative & la premiére intégrale J, (P) est semblable
b celle du théoréme de la page 266, concernant le potentiel de la charge
spatiale. La démonstration de la propriété (108) pour Vintégrale J,(P)
n'est pas facile, maig nous ne la donnons pas ici, en remarquant seule-
ment qu'elle est analogue au raisonnement que nous avons développé

pour lintégrale .
f f co8 vPQ

¢(@)dog.

dans notre travail [5].
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8. Premier probléme aux limites. Soit 1'équation elliptique gé-
nérale

N

e ou
. - ; 0" \7 : ou "
(109)  Pm) = N\ (s -oey ) ;”;_f)_fﬂ 2 Doy, ooy @) 7, |
afel s

A0y, ey )= I (g, oy Xy ).
On suppose . , .
1° que les coefficients g, by, ¢ sont des fonctions déterminées
dans la fermeture 248 dun domaine borné 2, limité par la surface S
et quils vérifient la condition de Holder avec lexposant h, .
2° que la fonction F (A, u) est déterminde dans la région fermée

(110) Alwy, ..., m)e2+8, | <R,
et vérifie la ‘condition de Folder

F(A, w)—F (Ay, w)] < const - (", +lu—ml™)  (0< by < 1);

3° que la surface fermée S vérifie les conditions de Liapounoff avee
Pexposant h,. .

Nous allons résoudre le probléme de la recherche d’une fonetion
iy, ..., ;) qui satisfait & Léquation elliptique (109) en tout point
intérieur 4 (z,...,7,) du domaine £ et vérifie la relation

e (PyuP) = BLP, u(P)]

(111) dT'p

entre la valeur limite de la dérivée transversale du/dTp et la valeur limite
u(P) de la fonction %(4) elle-méme, en tout point P de la surface §.

Admettons, d’une maniére générale, que les fonctions ¢g(P) et $(P, u)
soient déterminées et continues sur la surface § resp. dans la région fer-
mée

(112) PeS, |u < R.

Le probléme posé est une généralisation du probléme non linéaire de
Neumann posé et étudié pour Péquation de Laplace par T. Carlemann
et L. Lichtenstein [3] par les moyens de I'analyse classique.

Pour résoudre le probléme aux limites (111) velatif & 1’équation
(109), considérons ’équation intégrale

I'‘d, B) . ~ .
(113) u(A)—:fﬂff MB)-»F[B,u(B)]m+ijr<A,@)q(@)dm

ol le membre droit est la somme du potentiel généralisé de charge spa-
tiale et du potentiel de simple couche de densité inconnue ¢(Q).

icm
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Si Ia fonetion continue u(4) vérifie Péquation intégrale (113) en tout
point 4e 248, ¢ étant une fonction continue, elle admet des dérivées
premiéres & I'intérieur du domaine 2 et par conséquent la fonction ¥, (B) =
=F[B, u(B)] vérifie la condition de Holder dans tout domaine fermé
£y, situé & Dintérieur du domaine Q. Il en résulte, d’aprés les propriétés
citées des potentiels généralisés, que cette fonction vérifie alors 1’équa-
tion différentielle (109): ¥[u(4)] = F(4,u) en tout point intérieur A
du domaine Q.

Nous allons profiter de I'indétermination de la fonction inconnue
#(Q) en demandant que la condition limite (111) soit remplie par la fon-
ction (113) en tout point P de la surface §.

En nous appuyant sur la propriété limite (100) nous arrivons & 1'4-
quation intégrale suivante: ’

ar(p,
1) =it [ [ o) 1w, @) @iy
8

are, B LB,
szf[“,(;r*) +9(P)F(P,B)] (B, w(B)], |
Q L p

20 (B)
vole, ([

Le probléme proposé est donc ramené 4 la résolution du systeme de
deux équations intégrales (113) et (114) & deux fonections inconnues u(4),
®(P), dont la premiére a pour région la domaine Q et la seconde a pour
région la surface S.

Nous supposons encore que Péquation intégrale homogéne

ar(p,
(115) —%An(P)(p(P)—I—ff[—-——((lTPQ) +g(P)F(P,Q)]m(Q)daa= 0
s

®

I, B ,
) LB w1 [ [ 102, Q@)
s

4n(B)

correspondant & la condition limite homogéne

v P 0‘
i +g(P)vp =
n’admet que la solution nulle ¢(P) = 0.

Le systéme d’équations intégrales (113), (114) est insoluble par la
méthode classique des approximations successives, & cause des hypothe-
ses générales concernant les fonctions F et ®. Nous résoudrons done ce
systéme par l'application du théoréme topologique de J. Schauder [6]
sur le point invariant d’une transformation dans Pespace de Banach:

Annales Poloniel Mathematioi ITI. 18


GUEST


@

icm°

274 W. Pogorzelski

,,boute transformation continue d’un ensemble convexe, borné, fermé et
con‘uenu dans un espace de Banach, en un sous-ensemble eompacb 2 au
moins un point invariant”. Dans ce buf, considérons un espace I' com-
posé de tous les couples de fonetions réelles [u(4), ¢(P)] continues,
détinies resp. dans le domaine Q48 et sur la surface S. Cet espace se-
ra complet, linéaire et normé, done il sera un espace de Banach, s noug
adopterons les définitions connmes suivantes de la distance:

(116) 5(U, V) = suplu(A) —u(4)|+5up [p(P)—p (P)]
des deux points U[u(4), p(P)] et V[&(A),q;(l’)'_], de la norme
(117) 1U] = sup u(4)|+5uple(P)|

et des opérations linéaires
[u(A), p(P)]-+[%(4), #(P)] = [u+1t, p+5],
Au(A), p(P)] = [Au(d), (P)],

1 étant un nombre réel quelconque.
Remarquons maintenant que, d’aprés (73), (75), on a linégalité
suivante :

o ]

w, désignant P’aire de la surface sphérique & n dlmenmons de rayyon unité,
L — le diamatre du domaine 2, ¢ — une constante positive déterminée.
Supposons qu’on ait

(120) MpC'L* < R

(118)

PR P
dry < const - Jff o= <oonstj ”rv———-:o I,

ol My désigne la borne supérieure de la fonction |F (4 ,w)|. Considérons
maintenant dans D’espace 7 un engemble B, composé de tous les points
Ulu(4), p(P)] véritiant les inégalitiés

‘ ;? Mp0' I*

(121) w(A) S B, |p(P)| < P

ol ¢ désigne la borne supérieure de l'intégrale de surface
(122) [fir4, @)ldog < s
§

dans le domaine Q. L’ensemble E est évidernment fermé et il est, en outre,
convexe. En effet, si deux points U et V d’espace T satisfont aux inéga-
lités (121), alors les points (L—y) U~y wsatisfont aussi aux inégalités
(121) pour toute valeur y dans 1intervalle (0,1).
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Pour résoudre le systéme d’équations intégrales (113), (114), trans-
formons lensemble F 4 Paide de deux relations fonctionnelles suivantes:

j(f R ? prs, u(B)JdrB+[fr<A,Q)¢(Q>doQ,

ar(pP,
AP+ f [ [T@ HP) T2, Q) | p(@) o=
(123)

I ) F[B,u(B)]
_u ’[ T +r(1-> By (P)]—-——————)ﬂ(B) drp+

ol s [ 15 om)

D’aprés Ihypothése relative & Iéquation intégrale homogéne (115),
l'équation intégrale de Fredholm & singularité faible

arp
(124) — B+ ] [ sgrr (e, 0] w01z 12)

admet une solution déterminée y(P) correspondant & la fonction donnée
arbitraire et continne f(P) sur la surface S. Il en résulte que les relations
(123) font correspondre 4 tout point (u, @) de ensemble ¥ un point dé-
terminé (v, y) de Pespace T. Cherchons les conditions pour que l'ensemble
transformé B’ de 1’ensemble F fasse partie de cet ensemble. Remar-
quons donc que, d’aprés la formule connue de Fredholm, il existe une
constante positive », ne dépendant que de la surface S8, des coefficients
Gapy by € ot de la fonction g, telle que toute solution de l’équation (124)
vérifie 'inégalité

(125) lp(P)| < xM;
ot M; désigne la borne supérieure de la fonction |f(P)]

(126) I7(P)] < M;

Or nous avons, d’aprés (106),
1 |dar(P,B d
(127) H{ |4 M drp < const - f” nffh,
< const f My = B I,
0

T d’l'

% étant une constante positive, en outre on a toujours, d’aprés I'iné-
galité (121), |[v(4)] < E.
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Le point transformé (v, ) appartiendra donc & ensemble E, si nous
admettons que les bornes supérieuwres My, M,, M,, L vérifient D’iné-
galité

T
(128) x(k'LIL*+1+ OM, I3 Mp+x, < ]: — MO s P
oufre Dlinégalité (120), M, désigne la borne supérieure de la fonction
lg(P)]-

La transformation (123) est évidemment continue dans Pespace 1.
En effet, soit une suite de points { U, (%, p,)} de ensemble ¥, tendant
vers le point U (u, ) de cet ensemble. D’apreés la définition de la distance,
les suites fonctionnelles {un(A)} et {%(P)} tendent uniformément, vers
u(A4) resp. p(P). Il en résulte immédiatement que les suites de fonetions
v, (4) et y,(P), qui se correspondent par les relations (123), tendent vers
les fonctions v(4) et p(P) qui correspondent aux fonetions limites u(4)
et g(F).

11 reste & démontrer que ’ensemble transformé B’ est compact.

Or les fonctions v(4), ¢(P) composantes des points de 1’ensemble E’
sont équibornées, d’apreés les inégalités (121). Ensuite, d’aprés les théors-
mes, des pages 266, 271, toutes les intégrales qui figurent dans les relations
(123) vérifient les inégalités de Holder avec les coefficients fixés pour
Pensemble E’. Il en résulte que toutes les fonctions transformées »(4),
@ (P) obéissent & la méme estimation de continuité: |v(4)—v(4,)| < e,
p(P)—y(P) <e, si 144, <m, 7pp, <, 1 Do dépendant que de e Cela
veut dire que les fonctions équibornées v(4) et w(P) sont équicontinues.
Nous en concluons, d’aprés le théoréme connu d’Arzeld, que l’ensemble
transformé E’ est compact.

Toutes les conditions réquises pour I'application du théoréme cité
de J. Schauder étant vérifiées, il en résulte Pexistence au moins dun

point [u(4), ;(P)] de 'ensemble B, invariant relativement & la transfor-

mation (123), done Vexistence dune solution [#(4), ¢(P)] du systéme

d’équations intégrales (113) et (114). La fonction obtenue &(A) ost une
solution du probléme proposé, puisqu’elle vérifie la condition limite (111)
et Péquation différentielle (109) en tout point intérieur 4 du domaine 2,
Qaprés le raisonnement de la page 273. Nous pouvons done énoncer le
théoréme suivant:

THEORRME 9. Si les fonctions Qugs Doy 6, B vérifient les conditions
19, 2° et 3° de la page 272, si la fonction F (A u) et les fonetions continues
données g(P), ®(P,u) dans lo relation (111) vérifient les inégalités (120),
(128), -enfin si Déquation homogéne (115) n’admet que la solution nulle,
alors il existe, & Vintérieur du domaine Q, aw moins une solution de Péqua-

icm°®
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tion différentielle (108) qui véiifie la condition (111) en lout point de la
surface limite S.

9. Second probléme aux limites. Soit maintenant Péquation ellip-
tique de la forme plus générale

n

.l 7
(129) Y(u) = \ Cap(Tyy ooy Ty) S b, (g ...,y wn)-—ﬁ-%

uﬁ':x 6 0’/1 ~ 0z,
ou ou
F (@, .y m) U = F(ml,...,:rn,u,a—ml , ...,—a—g-g—u)‘

Nous admettons pour les coefficients @yp, gy ¢ et pour la surface
8 les mémes hypothéses que précédemment. Quant a la fonction
F(A, g, Uy, Us, ..., %,) NOUS Supposons qu’elle est définie dans la ré-
gion fermée

(130) AeQ48, u|<R (»=0,1,..,2),
et qu’elle vérifie la condition de Holder de la forme
(131) |F(A’u07u1’ "'7/“'71«) (E 11 77"—%)'

< const( m+2|u—um. 0<y<1)

Nous nous proposons de résoudre le probléme de la détermination
d’une fonction w(4) qui vérifie ’équation (129) en tout point intérieur
Aef et qui satisfait & la condition aux limites

(132) AT +g(P)u(P) = O[P, u(P)]

en tout point P de la surface S. On admet maintenant hypothése moins
générale, que les fonctions g(P) et @(P, u) vérifient la condition de Hol-

+ der de la forme

lg(P)—g(P1}| < kyrép,,
|D(P, u)—D(Py, m)| < kolrpe, +[w—w|*]
si PeQ, PieQ, |ul| <R, ju)| <R
Nous résoudrons aussi le probléme proposé par l'application du thé-

oréme topologique de J. Schauder, mais d’une facon modifide. Considé-
rons dés lors une équation intégro-différentielle

([ o
=JIJ sy BB G dnm

+ [ [ 14, Qp(@)ao
s

(133)

(134)  w(A
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3 deux fonctions inconnues %(4), @(Q); (&1, ..., &) désignent les coor-
données du point B. En demanda,nt que la somme des potentiels (134)

vérifie la condition aux limites (132), on obtient, d’aprés (100), une édqua-
tion intégro-différentielle de la forme guivante:

(135)  —Hia(P)o(P) 'jf["‘” D g0y 1@, 0o Qe

dI'(P, B) o ou
il il Rt PP, B)| = FIBu(B), -y ey o+
[ ar. . TIRIT )] (B PR 05,,]"‘“‘"
ou o
S p B, ceoer oy 4
{ jfj L,,(B [ u(B), 0517 ’ 65,,,] drg
+ [[ 1@, Q9 (Q)dm}.
§
L.e prqbléme posé est done ramené & la résolution du systéme de deux
équations intégro-différentielles (134), (135) 4 deux fonctions inconnues:
u(A) dans le domaine Q et p(P) sur la surface S.

Pour résoudre le systéme d’équations (134),
systéme suivamt de n--2 équa,tions intégrales:

—-——”fﬁAB

+£fFA,Q)vJ(Q)dvo,

fffz 4,B),
+ (.,amy [Lfrm,@)«p(@)

— o [ [T romre, ) s
- f f f [dr B, B) @y, B)]mm FLB,w(B), s (B), ..., i (B)]drn-+

{ fff zf 2 BIB, w(B), 1(B), ..., un B)] g+

+ [ 12, Qpt@)deg

lB u(B),

(135), considérons le

ﬁ [B, u(B )y wr(B)y ooy Up(B)]dry +-

)F’[B s (B)yur (B)y ...y Uy (B)] drg -+

(136)

dch] (p=1,2,...,n),

icm°
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4 n+2 fonetions inconnues

(137) w(d), uy(4), -0y %u{d), (P).
Pour résoudre le systdme (136), considérons L’espace fonctionnel T
composé de tous les systémes de suites U[we(A), 1(A); ooy Un(4 ), @(P)]

de n--1 fonctions continues u(4), Uy (A), ..., Un(A) définies dans Ven-
semble Q-8 et de toutes fonctions continues ¢(P) définies sar la, surface
S. On définit comme d’habitude la distance

(138) 3T, O)= @, (A)| +sup | (P) ¢ (P)!

v

sup |u,(4)

L=

de deux points Ul[to, Uy - s Uny Pl T (g, Wy - -y Uy @] €6 les opéra-

tions linéaires:

U+ T = (oo, U+T1, -y Un+Tony 9+, AU =

Irespace T sera un espace de Banach.

Considérons maintenant dans Vespace T' T’ensemble B de tous les
points U [ue(A), ur (4}, ..o 1y (4), (P)] dont les composantes u,(4)
vérifient 1’inégalité

[ Mgy AMivy .oy Ahny 2p].

(A <R (r=0,1,...,m)

et dont l1a composante ¢(P) vérifie Tinégalité
lp(P) < e

et la condition de Holder de la forme
lp(P)—@ (Pl <

Nous admettons que Jes symboles Mp,C', L, s ont la méme signifi-
cation qua la page 274 et nous supposons que 1’1néga11té (120) est satis-
faite. Pour l'exposant u* de Holder dans Tinégalité (141) nous choisi-

(140)

(141) K, e,

. gsons le plus petit des nombres suivantes:

(142) ' =1inf (k') g, pas He) -

Le coefficient K, dans Pinégalité (141) a une valeur positive choisie
arbitrairement et o est fixé arbitrairement dans Dintervalle

R 772 -1

(142" 0 << —Mp0 st

Il est facile de vérifier que l'ensemble E est fermé et convexe.
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En tenant compte de la forme des équations intégrales (136), trans-
formons ’ensemble B par les relations suivantes:

r'4,B .
po(4) = "foffpz(n(;sﬁ'} FIB, ug(B), 13(B), ..., up(B) | dry+

+ [ T4, Q)o@ doq,
S

1 . .
n(d) = — f! f [ T B) T g P OB 0B, 0 (B), .y 0, (B e+

+ {fl.ép(A,Q)V)(Q)d% (v=1,2,.5.,n),
e

(143) ‘ :
~ . @ewe || [‘” (B, Q) ey, Q)]w(@)da@
S

dlp

~[4I(P, B) L J
~_—fgfj [—dTP—-i—g(P)P(P,B)] ZM(B)J’[B,Mu(B),.--ﬂln(lf)]ﬂ’nf"%

.F(‘P’B)« . im (B dr 44 -
+¢{P,—fﬂff gy TLB (B, 1 (B), oy g ()i

+ [ 1@, Qpi@iag)
¥
en supposant que I'équation intégrale homogéne (115) n’admet que la
solution nulle. D’aprés I’hypotheése (141) sur la fonction ¢(P) et la théorie
analogne & la théorie classique du potentiel de simple eouche, Pintégrale
de surface

(144) [ Ti4, Qp(@)dag
8

tend uniformément vers des valeurs limites déterminées, si le point inté-
_Heur 4 tend vers un point arbitraire P de la surface §. Donc les relations
(143) font correspondre & tout point Ulug(A), uy (4), ..., un(4), ¢(P)]
de l'ensemble E un point déterminé [’ [99(A), vi(4), ..., v, (4), w(P)]
de l'espace 7. La transformation (143) est évidemment. continue dans
Pespace 7.

Cherchons la condition pour que tout point transformé U7 appar-
tienne & lensemble E. Remarquons qu’on a

(48) [ [T0(4, Q)o(Q)dag = p(P)[ [T%,(4, Q)dog+
& s

+ [ [ 15,4, Q) [p(Q) —¢(P) lday,

s

icm°®
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P étant le point de la surface S le Plus rapproché du point intérieur A e .
Or la premiére des intégrales & droite est bornée dans Q:

[T, 0asg) < a,
8

0, étant wne constante positive déterminde. La seconde intégrale vérifie,
d’aprés (141), Vinégalité

[f a4, 0@ —p(Py1c,
8

const
<k, [[ 03 hde, < 0, F,
s’ T4Q .

et elle est absolument convergente si 4 - P. 11 existe done des constan-
tes positives ¢, et C,, indépendantes de la fonction ¢, telles que Vinéga-
lité

" e |
(146) I Ta4, Qe@) ey < 01o0+0,K,

s

s0it vraie en tout point AeQ pour toute fonetion ¢(Q) vérifiant les con-
ditions (140) et (141). En nous appuyant sur la limitation

[[[7= B4, Byde, < o 1,
Q

sur les limitations des intégrales (119), (122), (127) et la limitation (125)
de la solution de ’équation de Fredholm (124), nous concluons gue la
condition suffisante pour que les fonctions continues transformées v,(A4)
et y vérifient les inégalités

(147) (A <R, |pP) <e (1!:0,1,2,...,‘)1»),

s’exprime par les inégalités suivantes:
(148) 0" LM Mp+0Cio+CiK, < R, (K D" O LM ) Mg+ My < o).

Passons & Iétude de la condition de Holder pour la fonction . Ci-
tons d’abord le théordme auxilinire suivant:

THEOREME AUXILIAIRE. S¢ la fonction J(B) est continue dans le do-
maine Q+8, la fonetion

7 = [ [ [ P,

déterminée sur la swiface 8, vérifie la condition de Holder de la forme
(149) |3 (P) =3 (PL)] < Iy Myvlpp, 5

Pexposant kb désigne le plus petit des deus exposants h, hy, si h-+h, < 2,
o bien un nombre positif arbitraire inférieur & Dunité si h — hy =1, M,
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est la borne supériewre de la fonction [F(B)| et kg une constante positive indé-
pendasite de la fonction f(B).

T.a démonstration du théoréme, que nous omettrons, résulte d'une
fagon immédiate de la formmule

Al'(P, B)
(ITP Pyt

et du théoréme (85) de la page 266.

Fn pous appuyant sur la continuité des fonetions u,(4) et w(P),
sur les théordmes (85), (108), (149) et sur la propriété (133) gupposée rem-
plie pour les fonetions g(P), P (P, u), nous concluons, d’aprés la derniére
des relations (143), que la fonotion y(P) vérifie Pinégalité suivante:

33 (P (P)—An (Pr)yp (P1)]
< (ky?Bp, -+ Ty o7, +Ten M yrp Yo+ (kg 7p, + Mo O T ) s (257) Mp+
+O' Dl Mprbp, +Eor8p, +ha [(C"" T Mgy (Cr o+ Co K )2 1785, -

11 en résulte que la fonetion transformée w(P) vérifie la condition de
Holder de la forme

(150)  |9(P)—p(Py)] < 2{(ka+¥hy+Hoy 8 +Ter M) sup (A7") 0+
(g -+ M, €7 LMY sup (457 My -+ [C' I ley M+ Ko+
g (O I M) 4K (Cy 0+ 0o K )] sup (A7)} Arp,

n < -
\7 ~ orp, B)
= \: s (P) 008 (Np, 25) Wi_é‘»”l’i

ol %, désigne le coefficient de Holder dans V'inégalité |4, (P)—21.(P1) <.

< kyrip, ot A le plus grand des quatre nombres N Soal /i 7
ECalad

Nous en concluons que le point transformé U’ [1y(4), v (4), ..., val(4),
#(P)] appartiendra & Pensemble B si les constantes données du probléme
vérifient les inégalilés (148) et, en outre, l'inégalité

(151) 2A{(‘k2+«1;7c1+7r,,s—\—ZrlMﬂ)mZg—}-(ka—}—M,,G”L"*l)mﬁM‘F—l—

[0 L, Mp+Tog+ko(07 T M) 1o (Cro+Co K )2 1my) < K,

ot Lon a posé m, = sup|i;' (4)].

Il reste & démontrer que Uensemble transformé B est compact.

Remarquons donc que les fonctions vy(4) et (P), correspondant
& tous les points de I'ensemble F, vérifient les inégalités de Holder avec
les mémes coefficients pour tout l’ensemble E, par conséquent ces fon-
ctions sont équicontinues.

Pour démontrer que les fonetions v;(4), ..., v,(4) données par les
formules (143) sont équicontinues, remarquons d’abord que d’aprés le
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théordme (85) les intégrales de volume dans ces formules sont équicon-
tinues. Il reste done & prouver que les fonctions

(152) F(A) = [[I4,(4,Q)¢(Q)do
8

correspondant aux fonetions ¢, vérifiant les inégalités (140), (141) sont
équicontinues. Remarquons que, d’aprés la décomposition (145) et les
propriétés (140), (141), les fonctions F,(A) tendent vers des fonctions
limites F,(P) équicontinues sur la surface §, c’est-d-dire qu’au nombre
pogitif arbitraire & on peut faire correspondre un nombre 7’ tel qu’on
ait
(153) [F(P)—F,(P)| <e, sl 7pp <7

pour tout ’ensemble B. La convergence des fonctions F,(4) vers les
valeurs F,(P) étant uniforme, on peut ensuite trouver pour & une surface
8,, située & lintérieur du domaine Q2 assez proche de la surface § pour
gu’on ait

(1b4)

|F..(A)—Fv({41)| <& S orga <7

pour Pensemble des points Q, situées entre les surfaces 8§, 8, et sur ces
surfaces elles-mémes. Or les intégrales (152) ont des dérivées dans le do-
maine Q—0, et il existe un nombre supérieur aux valeurs absolues de
ces dérivées pour tout lensemble F, donc on peub faire correspondre
au nombre ¢ un nombre 5’ tel quion ait |F,(4d)—F,(4A)| < &, sirgs, <7’
simultanément pour tous les points dans I’ensemble E.

Toute fonction F,(4) correspondant aux points de l’ensemble E,
véritie done Dinégalité |F,(A)—F,(4,)] < e, sl 144, < inf(y’,n"") et ces
fonetions sont équicontinues.

Il en résulte, @’aprés le théoréme connu d’Arzels, que l’ensemble
transformé E' est compact.

Toutes les conditions du théoréme cité de Schauder étant satisfai-
tes, nous en concluons l'existence dans I’ensemble E d’un point U* inva-
riant relativement & la transformation fonetionnelle (143), donc Pexi-

* * *
stence d’un systéme de fonctions '1:(A),u1(A), ooy U {A), @(P) qui vé-
rifient le gystéme d’équations intégrales (136). Or, nous avons évidemment
%, (4) . u(d)
or,

¥
v

done les fonctions 1;(A) , (;(P) satisfont au systéme d’équations intégro-
-différentielles (134), (135). Remarquons ensuite que, d’aprés le théoréme
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(84), les fonetions u,(4) satisfont & la condition de Holder et par congé-
quent la fonection composée

P(B) = 7'2‘—351«’[8, W(B), 1 (B), . 1 (B)]

3
satisfait aussi & cetbe condition; il en résulte, d’aprds la propriété du po-

*
tentiel généralisé de charge spatiale, que la fonetion w(4) vérifie I'équa-
tion différentielle donnée (129) en tout point intérieur 4 du domaine Q.
D’aprés Iéquation (135), cette fonction vérific aussi la condition limite
(132) en tout point P de la surface 8, donc elle est la solution cherchée
du probléme proposé. Par conséquent nous pouvons énoncer le théordme
suivant:

TrEOREME 10. Si les fonetions Qs byy ¢, vérifient les  conditions
1°; 2% 3° de la page 272, la fonation F (A4, uy, ..., u,) et les fonotions don-
nées g(P), (P, u) vérifient les conditions de Holder (131), (133) et les
inégalités (120), (148), (151), enfin si Péquation (115) wadmet que la solu-
tion nulle, alors 4l existe au moins une fonction w(A) qui vérifie Végquation
différentielle (129) en tout point intériewr A du domaine Q et lo condition
limite (132) en tout point P de la surface 8 limitant le domaine Q.

Observons que le choix de la constante de Holder I » bour la fonetion
@ est arbitraire et le choix de la constante ¢ est arbitraire dans linter-
valle (142"). Il est donc naturel de profiter de cette circonstance et de
choisir les constantes K, et ¢ de fagon que les deux inégalités ( 148), (151)
soient satisfaites simultamément. Ce choix n’est pas toujours possible,
& moins que les bornes supériewres My, M,, k, ne soient suffivamment
petites relativement aux autres constantes données du probléme.
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Bemerkungen iiber die Bruchteile von pa

von 8. HARTMAN (Wroclaw) und 8. KNAPOWSKI (Poznan)

Auf dem Grenzgebiet zwischen der Primzahlenlehre und der Theorie
der diophantischen Approximationen taunchen Probleme auf, welche die
Verteilung von pa (mod 1) (p durchlauft die Primzablfolge) oder den
Approximationsgrad einer gegebenen Irrationalzahl durch Briiche mit
Primzahlnennern betreffen. Darauf beziehen sich S#tze 1 und 2. Herr
V. Jarnfk, dem wir dieselben zur Kenntnis gebracht haben, hat in einer
brieflichen Mitteilung aus einem Satz von I. M. Winogradow ([4], 8. 177)
folgenden SchluBi gezogen:

(¥) Fir jedes irrationale o und jedes ¢ > 0 hat die Ungleichung

P , <X
! » P
unendlich viele Lisungen in primen p und ganzen r.

Mann kann den erreichbaren Approximationsgrad von « durch
Briiche 7/p in Zusammenhang mit der Weltkonstanten von Linnik
bringen [3]. Diese Konstante ¢ ist dadurch bestimmt, daB in- jeder
arithmetischen Progression b+jg (j = 1,2,..50<b<yg; (b,q) =1) eine
Primzabl p < ¢° vorkommt. Der Wert von ¢ ist unbekannt. Man weil
nur, daB wenn die sogenannte verallgemeinerte Riemannsche Hypothese
zurecht besteht, dann der asymptotische Wert von ¢ fiir q —+ oo gleich 2
ist ([1], 8. 58). Deshalb ist vielleicht trotz (*) auch folgender Satz von
einigem Interesse:

Sarz 1. Lipt die Zahl o die Approzimation 1/¢*' zu, so hat die
Ungleichung

(1) ‘a—

2
g
unendlich viele Losungen in primen p wnd ganzen 7.
Beweis. Nach der Voraussetzung gibt es natiirliche Zahlen ¢ und
a, fir welche
(2) le—afq < g~ (a,q) =1.
Wir bezeichnen mit z, und y, die ganzzahlige Losung der Gleichung

(3) ar—qy =1
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