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Sur la trigonométrie de Lobatchevsky

par S. STRASZEWICZ (Warszawa)

N. Lobatchevsky et J. Bolyai ont trouvé, comme on le saiti, les for-
mules de la trigonométrie hyperbolique en considérant la géométrie sur
Phorisphére. Une premiére démonstration planimétrique de ces formules
a été donnée par L. Gérard [1]. Aprds avoir établi les lemmes néeessai-
res concernant les triangles et les quadrilatéres du plan hyperbolique,
Gérard démontre le théoréme que le rapport AD|BC des cdtés d’un qua-
drilatére ABOD reetangle en A, B, ¢ tend vers la limite chAB/h (o &
dépend du choix de P'unité de longueur), lorsque AD tend vers zéro,
le c6té AB restant fixe. Il en déduit la relation qui existe entre les cotés
du triangle rectangle ef ensuite d’autres formules. Ses démonstrations
sont tout & fait élémentaires, cependant un peu longues et compliquées.
H, Liebmann [2] a donné une démonstration basée sur les propriétés
des arcs de Phorieycle, laissant d’ailleurs de c6té la question de 1’exi-
stence d’une mesure additive de ces arcs; on détermine d’abord la fone-
tion I7(x) de Lobatchevsky et on en déduit les formules trigonométri-
ques?). Deux autres méthodes ont été proposées par W. H. Young [4]
et par O. Perron [3]. Young montre d’abord (en utilisant en partie les
lemmes de Gérard) que les rapports des c6tés d’un triangle rectangle, dont
un des angles aigus reste fixe, tendent vers les fonctions trigomométri-
ques de cet angle lorsque les cotés du triangle diminuent vers zéro. Cette
démonstration, comme tout ce qui suit, est assez compliguée; on a re-
cours aux lemmes concernant la longueur des arcs de cercle du plan hy-
perbolique et & plusieurs théorémes d’analyse mathématique. Les démon-
strations de Perron sont beaucoup plus simples; son point de départ
est le méme que celui de Young, mais il ne considére que des figures rec-
tilignes; Perron admet l'existence de ’angle de parallélisme et n’arrive
aux formules de la trigomométrie qu’aprés avoir déterminé préalable-
ment la fonetion I7(x).

Il m’a paru désirable de trouver pour les théordmes de la trigono-
métrie hyperbolique des démonstrations plus simples et s*imposant d’une

1) Dans un livre tout récent de K. Borsuk et W. Szmielew sur les fondements
de la géomstrie [5] I'évaluation de la fonction II(z) est basée sur une théorie rigou-
reuse du horicycle faisant usage de la notion du déficit d’une figure plane.

Anales Polonici Mathematici IIT 15


GUEST


226 8. Straszewics

fagon plus naturelle; c’est ce que j'ai essayé de faire dans le travail pré-

sent. ) bl restr
La base axiomatique est iei la méme que chez Gérard, et plus restre-

inte que dans les autres mémoires cités. Le seul théoréme de la géomé.trie
non euclidienne dont je me sers est celui que la somme des angles du trla,nj
gle est inférieure & = et je n’applique, en outre, que des théorémee- qui
dérivent des axiomes I;,, IT, III du systéme de Hilbert e"n cle.l’axmm.e
d’Archiméde; ainsi je ne fais usage ni de I'axiome de Dedekind ni de exi-
stence des paralléles au sens de Lobatchevsky.

1. Remarques préliminaires

14. UN LEMME ARITHMETIQUE. Soit E un ensemble de nombres po-
“sitifs tel que si xeE, yeE on a aussi yxeB et w+yeB. Considérons la
fonetion

flw) = g(o)f=

ot g(x) est une fonction définie pour tout xeE, positive et croissante.

1° Si f(x) remplit les conditions:
(@) f(z/2) > f(m) pour tout wel,

2 x+y\

(B) les imégalités © <y e f(z) > f(y) entrainent f(——z—) > fy),
alors f(x) est une fonotion déeroissanie de x.

2° Pareillement, si f(x) satisfail auw conditions:
(a*) f(/2) < f(x) pour towt xek,

(B*) les inégalités » < y et f(x) < f(y) entrainent f(‘?‘g—g) < fly),

alors f(x) est une fonotion croissanie de w.
En effet, les conditions («x) et (B) étant remplies, on a d'aprés («)
(27 "2) > f(x) pour tout zeX et pour tout n naturel. :
Supposons qu’'on ait, ® appartenant & Z,

(22) 127 ka) > f(0)

pour un nombre naturel n et pour tout nombre naturel k << 2" et soib
%k un nombre naturel < 2™, Lorsque % <{ 2", on a alors

127" ko) = f(3-27"ke) > (@)
en vertu de («) et de («y), et lorsque k& > 2", on a

127" k) = A (2" (k—2") +1)a] > f(2)
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en vertu de (o) et de (B). On en conclut par induction que l'inégalité
(o) subsiste pour tout xeF, quels que soient les nombres naturels # et
k< 2™
Ceci établi, soient z et y > x des nombres de B et 7y Un nombre
naturel tel que x > 2~™y. 8i n est un nombre naturel = Ny, il existe un
nombre naturel % < 2% tel que
2™y < < 27"(k1)y.
On a
1 x 277 2™™ 1 1

—=-—<~9_,,—y+—'z—“~:r“-+",,—y—-<_—+”;y—

fw) gle) "g2"ky)  gl@)  f2ky) T Pg(a) f(y) ' 2g(w)
et, par conséquent, puisque n est arbitraire,

Ho) =1y,

Pour établir Pinégalité stricte choisissons des entiers n, et k, tels
qu'on ait

2 <27MIy < y;

d’aprés ce qui précéde, on voit qu’en effet

f(@) = F(27™ky) > F(y).
La démonstration de la seconde partie du lemme est tout & fait ana-
logue.
1.2. Considérons Véquation fonctionnelle

() Ha+y) = 2f (@) (y)—Ff(@—y)

et soit F Densemble des mombres & = 2 "ka, oi a est un mombre positif
fime et et & < 2™ des entiers mon négatifs arbitraires. Si les fonetions fy(x)
et fo(x) définies dans F sont des solutions de Véquations (y) dans leur do-
maine d’exiglence, et si en outre f;(0) = £,(0), fi(a) = f2(a), on a

fi(®) = fy(x)
pour tout x de F.
On démontre facilement cette proposition par induction.

1.3. Dans la suite nous désignerons les segments de droite et les
angles par les mémes symboles que leurs megures respectives en suppo-
sant I’'unité de longueur fixée et I’angle droit mesuré par le nombre 2.

2. Les fonctions p(p,q), y(p.g) du quadrilatére trirectangle

2.1. Considérons dans lé plan hyperboligue un guadrilatére trirec-
tangle, c’est-d-dire un quadrilatére qui a trois angles droitg; la somme
de tous ses angles étant < 2, le quatridme angle est aigu. Nous désig-
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nerons par p, r les cotés qui joignent les sommets des a,ngle's droits, par
s, ¢ les cOtés respectivement opposés & p et r,.et le qua;d-rﬂa,tére par le
symbole (p, ¢; r, ). Les longueurs 7, s sont bien déterminées par p, ¢
et inversement; les quadrilatéres (p, ¢; 7,8) et (r, 85 D, q) sont égaux.
On constate les faits suivants:

22. p<s, r<gq.

On le prouve en faisant tourner la figure autour d’une perpendi-
culaire élevée au milieu de r (ou de p).

2.3, Lorsque p resle constant, v et s sont des fonctions croissantes de q.

On le voit immédiatement en divisant le quadrilatere (p,q; r,s)
par une perpendiculaire & r.

2.4. Lorsque q reste constant, r est une fonclion décroissanie et s ume
fonction eroissante de p.

Car, en prenant sur le edté AB du quadrilatére trivectangle ABCD
(AB = p, AD = ¢) une longueur AF = p, < p et en menant en F une
perpendiculaire & 4B, qui coupera CD au point F, on voit que le pied G
de la perpendiculaire D@ abaissée du point D sur la droite EF se trouve
sur le prolongement de EF (XDFG = XEF(C étant aigu). Par suite
7 =EQ@>EBF > BC =7, et 8, = DG < DF < DC = s.

2,5. Posons dans un quadrilatére (p, ¢;7,s)

) ar =9, 0), slp =9, 9.

Les fonctions ¢(p, ¢), v(p, g) sont définies pour des longueurs p,

¢ arbitraires; on a évidemment ¢(p, q) > 1, v(p, 9)>1, ¢(p, @) =v(r, s),
p(p, q) = p(r,s).

2.6. ¢(p,q) est une fonotion croissante

L

par rapport & p.

27. (p,q) est une fonction croissanie
par rapport & q.

l [\ F Ag

Cela résulte de 2.4 et de 2.3. X

28. wy(p,q) est ume fonction déerois- . s,
samte par rapport & p. & m

- Eneffet, comme u(p, q) = 8/p, la lon- . /j
gueur s croissant avec p, il suffit de prou- & L

ver que les conditions (a) et (B) du lemme Fig. 1
1.1 sont remplies.

« (@) En revenant & la figure considérée dans 2.4 prenons py = p/2
et. soit H:le symétrique du point D par rapport & EG; les points D, G,
H gont en ligne droite et il vient
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¥(p/2, q) = DG/AE = DH|AB > DC[AB = y(p, ¢)
ce qui vérifie la condition («).
(b) Supposons que pour une longueur p, < p on ait
(3) 901, 9) > v(p, )
et reprenons la figure du 2.4. Par le milien E; de EB menons une perpen-
diculaire m & AB et abaissons la perpendiculaire DG, sur m. La droite
D@, rencontrera la droite EG en un point K et la droite BC au point L
symétrique de K par rapport & E,G,. Comme
DK > D@, DL>DC et DGJAE> DC/AB
{en vertu de (3)), nous constatons que
p+m ) _ D6, _DE+DL DG+DO DC
“’( 2 'Y T AR T AB+4B~ Ami4B~ 4B P9

et la condition (8) se trouve aussi vérifiée.

2.9. p(p, q) est une fonciion croissante par rapport & q.

En effet, soit 4BCD un (p, ¢;7,s) ot AB = p, AD = ¢. Prenons sur
AD une longueur AD, = ¢, < ¢, abaissons la perpendiculaire D,C, sur
la droite BC et ensuite la perpendiculaire D@ sur la droite D,C,. Comme
BC, =r, <r, il vient d’aprés 2.8
2@, 9 = y(r, 8) <y(00, s) = DGF/CC,.
Or, DG < DD, = ¢—gq, et 00, = r—r;, donc

@@, 9 = g/r <(g—ag)/(r—ry)
et par suite q,/r; < q/r c'est-d-dire ¢(p, ¢;) < ¢(p, ¢)-

5. Les fonctions C(c,a), 8(c,0) du triangle rectangle

3.1. Nous adopterons pour un triangle AB(C rectangle en C les no-
tations usuelles: BC = a, AC =b, AB=¢, <XBAC =a, <ABC = p;
a et b sont déterminés par ¢, a et inversement. Lorsque a reste fixe, a et
b sont des fonctions croissantes de ¢. Posons

bje =C(e,a), ajc=8(e,a)

Les fonctions C(c, a) et S(c, a) sont définies pour ¢ et a < z/2 ar-
bitraires; on a O{c, a) <1, S{c,a) <1, 8(¢c,a) = C(c, f). Lorsque ¢
reste constant, S(c¢, «) est une fonction croissante et C(¢, «) une fonction
décroissante de a.
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3.2. L’angle o restant fize, S(c, a) est une fonction croissante de c.

Comme @ croit avec ¢, il suffit de montrer que §(c, a) satisfait aux
conditions («*) et (f*) du lemme 1.1.

(a) Du milien F de Phypoténuse AB du triangle ABC abaissons la
perpendiculaire EF sur AC et ensuite la perpendiculaire BG sur la
droite BF. Les triangles rectangles AEF et BEQG étant égaux, on a GF =
EF; dautre part, GF < B(C. Il en résulte que

S(¢/2, a) = BF/AE = GF|AB < BC/AB = §(¢, a)

et la condition («*) se trouve vérifiée.
(b) Supposons que pour une longueur ¢, < ¢ on ait

() 8(er, a) < 8¢, a);

icm°

Prenons sur ’hypoténuse AB = ¢ du triangle ABC le segment

AB, = ¢,. Soient: B, le milieu de B, B, Cy et C, les pieds des perpendi-
culaires abaissées des points B, et B, sur AC, enfin @ et H les pieds des
perpendiculaires abaissées de B et de B, sur la droite B,0,. Les trian-
gles rectangles BB,@ et B;B,H sont égaux, done @B, = B,H; d’autre
part, GC; < BC, HC, < B,C,, et B,0,/AB, < BC|AB (en vertu de (¢)).
11 en résulte que ‘

3(01;—0’ a)

BC

BO+B,G, _ BO _
4B~

ABYAB,

B0,  G0,+HO,

= AB, T AB1AB, 8o, a),

ce qui exprime la condition (B*).
3.3. Langle a restant fize, C(c, a) est une fonction décroissanie de c.

En effet, soit AB, = ¢; < ¢ un segment pris sur Phypoténuse AB=¢
" du triangle ABC; abaissons la perpendiculaire B,(, sur AC et la perpen-
diculaire B, K sur BC. On a
BK> (00 =0b—b, BB=c—c¢;
en tenant compte de 3.2 on obtient
b B, K  b—
P 0‘9: o) = 8¢, f) > B(e—ep, ) = BB D

et par suite by /o, > bfe, c’est-a-dire C(ey, a) > C(¢, a).

¢ ¢

4. La fonction ¢ (o)

4.1, La fonction ¢(p, q) étant > 1 et croissant avec ¢, il existe unc
limite
311139?(P; q) = o),
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quelle que soit la longueur p et 'on a 1 << ¢(p) < ¢(p, ¢). Nous convien-
drons, en outre, que ¢(0) = 1.

4.2. p(x) est une fonction non déeroissante de .

En effet, lorsque 0 <y <z, on a pour un ¢ quelconque (2.6)
Py, q) <oglz, 9

et par suite p(y) < ().
De plus, ¢(0) = 1 < ¢(x) pour tout .

4.3. Lorsque & =y, on a
p(-+y) = 20(2)p(y) —(@—Y).

Il suffit, évidemment, de congidérer le cas ol y > 0; supposons
d’abord que y <C #. Prenons sur une droite des points K, L, M, N tels

- quon ait KL =2, LM = LN =y, KM =2}y, KN = x—y et menons

par ces points respectivernent les demi-droites %, I, m, n perpendicu-
laives & la droite KM et situées d’un

méme ¢6té de cette droite. D*un point # X Ky
K, pris sur k et différent de K abais- ‘
sons la perpendiculaire K, M, sur m et
la perpendiculaire K,I, sur I; le point |¥
d’intersection L, de K; M, avec I se
trouve (Vangle LI, M, étant aigu) entre M N
L et L;. Abaissons ensuite la perpen-
diculaire L,N; sur n; les quadrilatéres

LL,M\M et LL,N; N sont symétriques L — (
par rapport & LL,; par suite NN; = -, ? (/’ !

= MM, et INMILL=3IMLL= |

= XK, L, L,. La demi-droite L, ¥, passe " M, m

par Pintérieur de l’angle obtus LL,K;;
ne pouvant rencontrer la droite KM,
cette demi-droite coupe le segment KK, en un point K, entre K et
K,. Abaissons enfin la perpendiculaire K,L; sur I; le point I, tombe
entre L et L,.

Dang le quadrilatére birectangle K,K,IL,L, l'angle K,K,L, est
obtus, done K,L; < K,L,; il s'ensuit que dans les triangles rectangles
K,L,L, et K,L,L;, ayant des angles égaux au sommet Z,, on a
L, L, < InL,, K,L, < K,L, et par suite d’aprés 3.3 L;Ly/K,L,>
> L, L /K, Ly, d’0olt il vient

1 < LyLy/LyLy, < Ky Ly /K3 Ly.
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De la figure ainsi construite on tire

KK, KK, Li KE, LL, | KIy Il
MM, ILL, MM, ILL MM, LL M,
_ KK, LL,  EE, LlIL LL—LL
=TI, M, " IL, LI, MM,
_ KK, IIL, ( L,Ll) KK, LL, KK, LI
T LL, MM, L L, IL, KK, NN, LI’
d’aprés les notations adoptées on a done
Ly L,
p@+y, KKy) = oz, KE)p(y, LL) |1+ 7
3 2
1 L, L
— g, KEy)———— KK, =22
o ) gy P KK 1

Faisons tendre KK, vers zéro; il en sera de méme de KK, et de LL,.
Les longueurs K, L, et K, L, tendent alors vers la méme limite z, par
suite le rapport IL,L,/L,L, tend vers l'unité. On déduit donc de la
relation précédente qu’en effet

platy) = 2p@)e ) —g@—y).

Lorsque @ = y, la -démonstration reste la méme, avec la seule modi-
fication que les points N et N; coincident alors avec K et K,, par suite
KE,/NN, =1 et 1'égalité en question. prend la forme

| ?(20) = 2p(a)'—

4.4, THEORBME 1.

@(w) = ch(x/h), od h = Lfarche(l).

En effet, ¢(x) et ch(x/h) sont des solutions de I’équation fonctionnelle
() satisfaisant aux conditions ¢(0) = chO et ¢(1) = ch(1/k); on vérifie
par induction que ¢(2") = c¢h(2"/h). Done, d’aprés 1.2,

@(k/2") = ch(k/2"h),
oll k et » son‘o des entiers non négatifs arbitraires. Puisque p(x) est une

fonction monotone et ch(x/h) une fonction continue, I’égalité ¢ () = ch(@/h)
subsiste dans tout le domaine d’existence de ().

4.5, Dans tout quadrilatére trirectangle (p, g; 7, s)
ch(r/hy <v(p,q) < ch(g/h).
En eﬂet on a d’abord [4.1]

ch(r/h) < p(r,8) = v(p, 0.

icm
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Considérons ensuite un 'qua,drila,tére trirectangle (p1, q1; 71, 81), O
7, =(,8 < Pp; NOUS AUrONS P; < & < P, ¢, >1, =¢ et en vertn de
2.7 et de 2.8 il vient

P(p, Q) < (P, Q) < p(p, @) = ¢, 81) = (¢, 1)

Lorsque s, diminue (r, = ¢ restant fixe), p, diminue aussi, p(pi1, ¢)
augmente (2.8), ¢(g,s;) diminue (2.9) et il résulte de la relation précédente
que

w(p, @) <limy(py, q) <limep(g, 1) = ch(g/h).
P10 8 —0 .

4.6. A toul ¢ > 0 on peut assigner un 8> 0 tel qu'on ait
1<y(p, g <1+s, _
quelle que soit la longueur p, pourvw que ¢ soit inférieur & 0.
(Yest une conséquence immédiate de V'inégalité 1 < p(p, g) < ch(g/h).
Remarque. Lorsque p tend vers zéro (¢ restant fixe), r tend
vers ¢ et P'inégalité 4.5 donne 11m1p(p, g) = ch(g/h); on voit aussi que
hmw(p, 7 =1, ].u:mp (p,9) = 1 D’aulleurs, ces relations n’intervien-

dIont pas dans la. smte

5. Les fonctions O (z) et S(x)

5.1. Soit ¢ une longueur et x un angle aigu. Les fonctions C(e¢, »)
et §(c,s) étant positives, inférieures & 1 et monotones par rapport 4 ¢,
les limites

C(z) =limC(e, x), &(x)=1lmIS(e,x)

c—>0 c—0

existent et 'on a (3.2 et 3.3)

Ole,2) < Clw) <1, 8{z) < 8o, o) < 1.

Nous poserons en outre

0(0) =8(n) =1, C(n) = 8(0) =

52. On a 8(z) = O0(3n—ux).

Il suffit, évidemment, de considérer le cas ol 0 < & < =/2. Soit
ABO un triangle rectangle dont I’hypoténuse AB =g¢, et BAC = .
Menons par le point 4 une perpendiculaire m & AC et abaissons la perpen-
diculaire BD sur m. Comme BAD = jm—z, il vient

S(c¢, ) = BO/AB = (BO/AD)(AD|AB) = (4D, DB)C(¢, }n—a).
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Si ¢ tend vers 0, il en est de méme de DB et l'on obtient en vertu

de 4.6 la relation demandée.
Remarquons qu’on a, par conséquent, C(z) <1 pour tout z > 0.

53. Lorsque 0 <z <y < %7 on a
Clz) = Oly), Slo) < 8(y).

Chacune de ces inégalités impliquant 'autre (5.2), il suffit de dé-
montrer la premiére; comme C(4n) < C'(z) < €(0), nous n’avons qui
congidérer le cas ol 0 <z <y << }m.

Or, on a dans ce cas pour un ¢ quelconque (3.1)

Oloy ) > C(e, 9),
@ou résulte notre proposition par le passage & la limite ¢ — 0.
5.4. Les fonctions O(z) et S(w) sont continues.

11 suffit de montrer que O(x) et S (x) sont continues & droite, la con-
tinuité & droite d'une de ces fonctions impliquant (en vertu de 5.2) la
continuité & gauche de 1’autre.

Soit # un angle aigu, ¢ un nombre positif et ¢ une longueur telle qu'on
ait ’
(%) Clo,m) > C(@)—e/2, - 8o, 8) < 8(2)+¢/2.

Considérons un triangle rectangle 4B(, dont I'hypoténuse 4B = ¢
et BAC = z. Sur le prolongement de ¢B au dely de B prenons un
point D tel que

(%) BD/AB < /2,

et goit J le nombre qui mesure l'angle DAB. 8i 0 < h < 4, la demi-droite
issue de A du méme coté de AC que AB et faisant avec A0 Pangle #+5
tombe dans Iintérieur de langle DAB et rencontre par conséquent le
segment BD en un point intérieur B,. On aura alors en vertu de 5.1,
5.3, (%) et (dx)

|0(@+h)—C (@) = C(@)—C(a+h) < ACJAB+e/2—AC/AB,
< (AC/AB,)(BB,[AB)+5/2 < ¢/2--e2 = e,

|8 (m+1)—8(2)] = 8(w+h)—8(z) < B,0JAB,~BC|AB +¢/2
< BByJAB+5[2 < ef2+¢)2 = ¢.

Les f.onctions O(z) et 8(z) sont done continues 3 droite pour tout
angle z aigu. Leur continuité pour & = 0 résulte de la remarque que i,
dans la figure considérée tout 3 I'heure, on fait tendre » vers zéro, AC
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restant fixe, on voit que AC/AB -1, BO[AB -0, et comme d’aprés
5.1 AC[AB < C(z), BO/AB > 8(x), il s'ensuit que

lim0(e) =1=0(0), lim8(z)=0=25(0).
5.5. a élant un angle aigu et ¢ une longueur, on a
lim Ce, ) = C(a), im  S(e¢, ) = S(a).
(€, %) = (+0,2—0) €x) = (+0,a—0)
Soit, en effet, ¢ un nombre positif; il existe (5.1) un d; > 0 tel que
Pinégalité ¢ < 6, entraine les inégalités
Clc, a) > Cla)—e, 8(o,a) < S(a)+e;
on aura alors (3.1) pour tout angle # < a
C(e, ) > C(a)—e, 8(e,2) < 8(a)+e.
- D’autre part (5.4), il existe un 8, > 0 tel que l'inégalité 0 < a—z < 4,
entraine les inégalités
C(z) < Cla)+e, B(x)> S(a)—e
et par suite (en vertu de 5.1) les inégalités
C(e,z) < Cla)y+e, Se,x) > 8(e)—¢.
On voit done que
C(e, 2)—C(a)l <&,  [8(o, 2)—Sla)l <&
pourvu que ¢ < 8 et 0 < a—x < § o § = min(d, &), ¢. q.f. d.
5.6. Lorsque 2y >0 et 2ty < dm on o
O(z+y) = 20(2)C{y)—C(z—y).

Lorsque ¥ = 0, la proposition est évidente, soit donec y > 0; suppo-
gons d’abord que » >y et x4y < im.- »

La figure dont nous allons nous servir étant tout & fait analogue
4 celle de 4.3, nous en abrégerons la description. Soient %, I, m, n des
demi-droites issues d’un méme point O et telles que <x(k,l) =,
x(,m) = ¥@,n) =y, X(k,m) =n+y, X(k,n) =z—y; K m point
pris sur & et différent de O; M et Lles pieds des perpendiculaires abaissées
de K respectivement sur m et sur 7; L, — le point oit KM coupe le segment
OL, N — le pied de la perpendiculaire abaissée de L, sur n; K, — le point
d’intersection de la droite L, N avec le segment OK; enfin L, le pied
de 1a perpendiculaire abaissée de K, sur I; L, tombe entre O et L;. Le
point N étant symétrique de M par rapport & I, on a ON = OM,
XOL, N = <OLM = SKL, L. ]
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On constate que

0M  ON OM 0L  OM OL

0K 'Ok, 0L, OK ' 0L OK,
oM OL~L1L+ OM OLy+LyI, .
oL, OK 0L 0K,
_OM 0L OM 0L, OM (Jg,f;, VKL, LI KL
~ 01, OK " 0L, OK, ' OL \K,L, OF, XL OK

ce qui peut s'éerire, z désignant le nombre qui mesure les angles OL, N
et KL, L, :

k/k

Fig. 3

C(OK, s+y)+0(0Ky, 5—y)=C(0Ly, y) (0K, %) +C (0L, y) O (0K, )+
C(Ey Ly, 2) C(KLy, 2)
+C(0Ly,1 [——m e 7
0L & T 2 S(EL,, 2)
Faisons tendre OK vers zéro; OK, et OL, tendent alors aussi vers
zéro, ¢ tend vers }mw—y?'); par suite, I’expression entre crochets tend
(en vertu de 5.5) vers zéro. On obtient de la relation précédente 1'égalité
Ol@+y)+0(z—y) = 20(2)0(y)
quil fallait démontrer.

S(OKy, %) — S(ok,m)].

) ') Pour mettre cela en évidence il suffit de remarquer, que si I'on di‘vise 1o
triangle OM L, par la perpendiculaire PQ & OM au miliew P de OM, lo déficit du trian-

gle OPQ est plus petit que la moitié du déficit de OML,, les triangles OPQ et PQM
étant égaux.
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Si # =y < =« le raisonnement reste le méme, mais il faut rempla-
cer ON|OK, par 1, le point K, coincidant dans ce cas avec N.
Enfin, 8i @ >y, #+y = }= on a, d’aprés ce qui précede,

Pl | o%__1 on__ n_
O[T<m+y)] - 20( 2"1 ‘T)("( )2" - 7’)_0[2 gn] (m—y)]

pour tout » naturel. En faisant tendre n vers co, on arrive en vertu de la
continuité de' C(z) aun résultat demandé.

5.7. THEOREME 2. C(z) = cosz, §(2) = sinx.

En effet, C(2) et cosz satisfaisant pour 0 <z < im & 1'équation
fonctionnelle (y) et aux conditions C(0) = cos0, C(4zm) = cos(3m), il

vient d’aprés 1.2
E = E =
ol 5] =eosl )

pour tout couple d’entiers n et k& < 2" non négatifs. Puisque C(x) et
cosz sont continues, on a C(x) = cosz dans tout le domaine d’existence
de C(x). Par conséquent

S(z)=C0(3n—=z) = cos(n—z) = sinz.

6. Relations entre les éléments du triangle rectangle

6.4. TekorkME 3. Dans un triangle ABC rectangle en C les c6tés
BC =a, AC =1 et les angles XBAC =a, << ABC = f vérifieni les re-
lations

ch(a/h) = cosafsing, ch(b/h) = cospfsina

o h = 1jarche(l) est une constante délerminée par le choix du segment
unité.

Afin Q’établir ce théoréme, prenons sur le prolongement de AC un
segment OM et ensuite sur le prolongement de OB un segment BN assez
petit pour que le point B,, ol MN renconfre le prolongement de 4B,
satisfasge & la condition BB, < AB. L’angle AB,M étant plus grand
que <XB,BN = p, une demi-droite issue du point B; et faisant avec
B, A angle § passe par Pintérieur de I'angle AB; M et ne pouvant couper
1a droite BC rencontre par conséquent le segment CM au point intérieur
D. Prenons B, 4; = BA sur la demi-droite B; 4; le point A, se trouve
entre A et B. Une demi-droite issue du point A, et faisant avec 4,B;
l’angle ¢ passe par lintérieur du triangle AB, M, coupe done le segment
B, D au point intérieur C; et le segment BC au point intérieur D,. Le trian-
gle A,B,0; ainsi construit étant égal au triangle ABC, on a 4,0, = 40,
B0, = BO, ¥£4,0,B, = 47 Dumilien § de BB, abaissons la perpen-
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diculaire SK sur la droite BO et la perpendiculaire 8L sur la droite B,0;;

les angles By BN, BB;D et N étant aigus, le point K se trouve entre B

et N et le point L entre B, et . Les triangles rectangles BSK et B, SL

sont égaux, on en conclut que K, § et L sont en ligne droite. On obtient
ainsi des quadrilatéres trirectang-
les LECD et KLC,D; ayant des
angles aigus aux sommets D et
D,.

Abaissons enfin la perpendi-
culaire 4,F sur 40 (F tombe
entre A et () et considérons les
segments AF, CD, D,0,.

Ona AE-+E(=A4,D,+D 0;
les angles en K et ¢ étant droits,
il ¢’ensuit que 4,.D, > HO, par

y Suite D0, < AE. D’autre part,
TPangle FEA,C; est obtus, car
{EAIOI + {EAIA- + @:01‘413 =

=, tandis que X BA, A4 X0, A, B, = SBA A4 XBAA; < §o; il en
résulte que la longueur 4,0, est inférieure & la distance du point & de la
droite ¢y D, done, a fortiori, A,C; = AC < ED et AE < CD.

. Ainsi D,0, < AE < D d'ot D,0,/KL < AB|KL < OD|KL.

Or

Fig. 4

AE AE BB, AE BS 1

5= O(AA.l,a)——-———S(BS,ﬁ).

KL~ 44, KL 44,

Ensuite, en tenant compte de 4.5, on a

D,0, Lo, BO—BK
__KT_ ‘lp(KL, K.Dl) > ch 3 = Gh"*‘—-ib———-
et
0D LD BO+BB,+0D
L = y9(KL, LD) < ch T< ch———-—h .
Il résulte de ces relations que
a—BE  ((44,,q) a-+ BB;+-0D
ch h .
v S Rmms,p 7

Faisons tendre OM vers zéro; les longueurs 0D, BB,, A4,, BE,
BS tendent alors aussi vers zéro et de l'inégalité précédente on déduit

ch(a/h) = cosafsing, c.q.f. d.
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6.2. Menons dans un triangle ABC rectangle en ¢ la hauteur (D et
appliquons aux triangles ACD et BOD le théoréme 3. Bn éliminant CD,
AD, DB = 0—AD, SACD et {DOB = yn— XACOD des quatre équa-
tions ainsi obtenues on arrive & la formule °

ch(c/h) = ctga ctgp,
ce qui donne avec les formules

ch(a/h) = cosafsing, ch(b/h) = cosfBfsina

un systéme complet de relations indépendantes entre les éléments du
triangle rectangle.

6.3. Lorsque dans un triangle rectangle AB(C le e¢6té AC augmente
indéfiniment, le c6té BC restant fixe, ’angle BA( tend vers zéro, tandis
que I'angle ABC augmente. La mesure g de ’angle ABC tend donc vers
une limite w, qu'on calculera d’aprés le théoréme 3 au moyen de la for-
mule ch(a/h) = 1/sinw; on trouve

o = 2 arc tge~ ™ = IT(a)

c’est-a-dire on obtient la fonction de Lobatchevsky. Si l’on admet ’exis-
tence d’un angle qui aurait pour mesure le nombre I7(a), la formule pré-
cédente détermine 1’angle de parallélisme correspondant & la longueur a.

.
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