Sur la représentation conforme d’un domaine
multiplement connexe

par J. GORSKI (Krak6w)

Introduction. Soit F = E,+E, la frontiére d'un domaine double-
ment connexe D contenant le point z = oo. Je suppose qu’aucun des
continus F;, ¢ = 1,2, n'est dégénéré. Considérons les systémes de 2n
points queleonques de 1’ensemble F

1) O =0, G,

et gupposons que » de ces points, par exemple les points {y, ..., {,, appar-
tiennent & By et Ly, .0y Ln & By, Jo dirai que le systéme (1) défindt une
répartition restreinte de la masse unité sur E dans le rapport 1:1 (voir [4]).
Désignons par

(‘2) 7/(%): {"71; Nay «ovs Nns Mngly <o 0y 7]2%}

le 2n%2° gystéme de points emtrémauw de Densemble F correspondant
4 la distribution restreinte dans le rapport 1:1, c’est-d-dire un systéme
de pointg (1) tel qu’on ait

(3) [l m—mi= [] G-

I<i<k<2n 1<f <kin

<3 Cny Cn+17 L) Cﬂ‘n}

pour chaque systéme restreint ¢¢™ C K.
11 est connu [4] que la limite

(4) im [ [T gy ] = 0 (B, By),

=200 M gf<hgon

dite éoart de Densemble B existe et que v (B, E,) > 0. Formons la suite
de fonctions .

2
(5) UTe—n]"" = dula).
=1
F. Leja a posé la question suivante: La limite
(6) lim @,,,(2)

N—>00

existe-t-elle . pour znone ¥ ?
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Je vais donner la réponse affirmative a cette question—ainsi que
quelques applications de la fonetion limite.

Existence de la fonction limite. Désignons par 4 un ensemble
borélien queleconque et S0it g, = pr9,(4) la distribution de la masse
unité sur E définie par les formules
) (4) 0 si 4 ne contient aucun des points extrémaux (2),

Hand 2= k/2n si 4 contient k points extrémaux.

D’aprés (5) et (7) on a
n

1
10gPu(2) = 5 3 logls—ry| = [ log|a—C|dpan.
j=1 . E

Soit u la limite d’une suite partielle {u,,} convergente extraite de
la suite {,um} (voir [17). On a u(E,) = u(H,) = }. Pour chaque znone K
la limite

(8) Iiim log @y, (2) = f log Jz—¢|duLlog @ (2)
existe [1].
Désignons par u(z) la fonction
9) u(e) = [ logle—¢|™ du.
A

On a log®@(2) = —u(z).
On peut démontrer?) la formule (v(E, E,) > 0):

(1) log[1/o(Bs, Ea)) = [ [logle—¢[~ dudu < [ [log|e—L|~ dodo
EE BE

ot o est une distribution restreinte - quelconque de Ila masse
unité sur ¥ dans le rapport 1:1 (c’est--dire remplissant la condition

o(By) = o(Hy) = §).

La convergence de la suite {,u,,,} et en méme temps celle de la suite
{log @y, (2)} sera établie aprés la démonstration de certaines propriétés
de la fonction % (z) (voir remarque, p. 222).

Propriétés de la fonction u(2). Désignons par E, le noyau de la
masse dang la distribution u, c’est-i-dire I’ensemble qui contient tous
les points dont chaque entourage contient une masse positive. Il est clair
que B, est fermé. Il est aussi parfait, car dans le cas contraire

[[logle—:|™* duap
ER
serait égal & oo, en contradiction avee (10) et v(FE,, E,) > 0.
1) Je ne vais pas donner la démonstration de cette formule car elle est complé-
tement analogue & celle qui est donnée dans mon travail [2]. Voir aussi [1], p. 46.
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Je vais démontrer le théoréme suivant:

La fonction w(z) est égale o une constante K1 pour chaque point ze B, B,
et elle est égale & une constante K, lorsque ze¢ By I,.

Pour cela je démontrerai certaines propriétés de la fonction wu(z).

1. Soit e > 0 un nombre arbitraire. On ne peut pas avoir
w(z) <log[1/o(By, By)]—e  powr chaque z¢B,.
En effet, dans le cas contraire on aurait
[[1ogla—¢I™ dpdu < log[1v(By, By)|—e < log[1]v(Hy, )]
ik
en contradiction avec (10).
2. 11 existe done un point z¢E,, soit seB B, tel que

u(zy) = ¢ = log[1/v(Ey, K,)].
De la semi-continuité inférieure de la fonction w(2) il suit quwil existe
un entourage O(z) de 2z; tel qu'on ait w(z) = ¢ —e pour 260 (z,).

Il wexiste pas Vensemble F'CEy, de capacité > 0 tel que u(2) < ¢;—2¢
pour zel?).

En effet, dans le cas contraire désignons par ¢ = o(4) une distri-
bution de la masse sur F telle que ¢ = —u dans 0(z,) et

6(d) =0 si A-F=0 ou 4:0() =0,
o[0(2)] = —u[0(2)] = —m,
o(F) = p[0(2)] = m,
[ [logle—{[" dodo < oo.
EE
Une telle distribution o existe, car la capacité de l’ensemble I est > 0.

Considérons la distribution de la masse unité définie par la formule
p#tho, 12 h > 0. Daprés (10) on a

BE .

(11)  [[log o= d(p+ho)d(u+ho)— [ [logle—t| dudp 2 0.
LK

*) Lorsque la capacité d'un ensemble F est nulle on a u(F) == 0. Dans lo cas
contraire il existerait un point z,e¢F tel qu'on aurait u(2) = oo (voir [1]). Alors
E{ 1{ loglz—¢|~*dudu = co, en contradiction avec la. formule (10) et Pindgalité

v(E,, By) > 0.
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Dlautre part, cette différence est égale 3
20 fu (2)do+1? fflog le—¢|"tdoda
B

EE .
= Qh[ fﬂ (z)drﬂ—fﬂ (;f)da}-{-h2 ff loglz—:~tdodo
F

o) BE
< h2ff10g}3-51_1110(10'—271411,6,
Bk

elle est done << 0 pour & suffisaxoment petit, ce qui est pourtant impossi-
ble d’aprés (11).

3. Alors, on a presque partout dans F, (c’est-i-dire & 1’exception
d’'nn  ensemble de capacité nulle contenu dans E,)

u(z) = e 2 log [1/v(By, By)].

Désignons par K, la borne supérieure de u(z) dans B, E,. Pour chaque
e > 0 il existe un point z e B, B, tel que u(z) > K, —e. Alors u(e)>K,—s
presque partout dans Ey. Puisque ¢ est arbitrairement petit et u(z) < K,
dans BA B, on a u(z) = K; > log[1/v(E;, ;)] presque partout dans E\E,.

4. Lorsque K, = log[1/v(E,, E,)], on a u(z) = log[1/v(E;, By)] pres-
que partout dans E,.

En effet, on ne peut avoir constamment u(z) <log[1/v(B,, By)]—e
dans K, E, car on aurait

[u@)an <log[1fo(By, By))
K

en contradiction avec (10). Il existe donc un point ueHE, ol u(z) =
=log[1/v(E,, B,)]. 11 résulte de la semi-continuité inférieure de
la fonetion u(2) qu'il existe un voisinage O(2,) du point 2, tel que

u(z) > log[1/v(EBy, E;)]—e  pour ze0(z).

De méme que dans le N°2 on voit qu’il n’existe pas I’ensemble
GeE, de capacité > 0 dans lequel on aurait w(z) <<log[l/v(F, B;)]—2¢
Alors u(z) > log[1/v(Ey, B,)] presque partout dans E,. Puisque wu(z)
ne peut &tre > log[1/v(E, E,)] en aucun point e Bp ), (sinon on aurait

[[logle—cl" dudn > log [1/v(By, By)]
EE

en contradiction avec (10)) on a %(2) =log[1/v(E,, B,))] presque partout
dans E, E, . Il résulte du principe du maximum que u(z) < log[1/v(E,, E,)]
partout, done u(z) = log[1/v(¥y, B,)] presque partout dans F = B, -+ F,.
Dans ce cas la répartition de la masse unité sur B est libre (équilibre élec-
trostatique) et on a B, = B, u(z) =log[1/v(H,, E,)] pour chaque z¢E
(voir [17]).
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5. Lorsque I > log[1/v(By, Bp)], on @ u(#) = const <log{l1/v(F, By)]
presque partout dans B, B,.

En effet, il ne peut pas exister de point 2 eB, B, ol Pon aurait
w(zy) = 0y = log [1/v(Ey, Ba)], car dans le eas contraire on peut démon-
trer, comme dans le N°2, quion aurait wu(2) =6 >log[1/v(.E1,E,)]
presque partout dans Fp. Mais ceci est imposgible d*aprés Pinégalité
K, > log[1/v(Ey, By)] et (10).

Désignons par K, la borne supérieure de la fonction w(z) dans L, FH,.
On ne peut avoir K, = log[1/v(B, By)], car dans ce cas il existerait
un point 2,6 B, B, olt u(z,) = ¢ > logll o (By, By)]—e. Alors (voir N° 2)
on aurait u(z) = log[1/v(Hy, By)] presque partout dans Hy. Mais % (2) =
= I, > log [1/v(By, By)] sur B, donc

[ () du > log[1fv(Ey, By)]
B
en contradiction aveec (10).

On a done K, < log[1/v(E;, Be)]. On peut démontrer tout & fait
comme dans le X°3 que u(z) = K, < log[1/v(Ey, E,y)] presque partout
dans E,E,. )

6. On o B, = B E,. Dans lo cas contraire il exigterait un point
ze By tel que zononeE E,. D'aprds le principe du maximum u%(2) ne
peut stre > Ky, done u(z) < K;. Puisque B, est fermé, il existerait un
voisinage O(z,) du point 2z, dans lequel u(2) < K,. B, est un continu,
done la capacité de lensemble E, O(z) est > 0. On aurait u(2) < K,
pour ze B, 0(z). Mais ceci est impossible, car u(2) > K, presque partout
dans E, (voir [3]).

Remarque. La suite {y%] est convergente.

En effet, soient u; et uy deux limites partielles de la suite (ug).
Dlaprés (10), on aurait

[ [10gle—t17 duydpn ~ [ [ogle~C|™ dpadpy = 0.
: . BE i LR
En posant w = py-+7 on obtient

0 =2 [ [logle—t| ™ dpydr+ [ [logle—e|~" dvdr
EE e

> 2[Kyv(By)+Kav(By)]+ [ [ logle—¢|~ dvdr.
EE
Mais .7 (B,) = v(H,) = 0, done

[ [1oglz—t|"ariz <0,
EE

d'ot il résulte T = 0 (voir [1]).

i
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Construction de la fonction ¥(g). Considérons la suite de fonctions
an N
(12) Pon(z) = [ [ [a—r)]™  (n=1,2,...)
j=1

ol @, sont des nombres réels choisis de maniére qu’on ait en un point
arbitrairement fixé z, noneE

(13) ’ W, (20) > 0.

" La suite ¥,,(2) est convergente au point z, (d’aprés (13), (8) et la
remarque & la page 222) done la suite (12) est uniformément eonver-
gente dans chaque ensemble fermé contenu dans D. Désignons la fonction
limite par ¥(z).

Lorgque le point zeD déerit une courbe fermée gimple contenant
dans son intérieur l’ensemble E,, Hy étant situé & Dextérieur de cette
courbe, les fonctions (12) se multiplient par le facteur exp (2zin/2n) = —1.
De méme, quand le point ze D déerit une courbe contenant ’ensemble H,
(mais ne conténant pas F,), les fonctions (12) se multiplient par —1.
Ainsi lorsque z décrit une courbe fermée simple comtenant 1’ensemble
E = B,+E, dans son intérieur, les fonctions (12) restent invariables.

Les fonctions [Wp,(2)]* sont analytiques, uniformes, arbitrairement
prolongeables dans D, done la fonction limite

(14) )7

est analytique (le point oo exclu) et uniforme dans D. D’aprés (8) et les
propriétés 3, 4, B, le module [¥(2)|* de la fonction (14) tend vers des li-
mites constantes lorsque ze D tend vers un point zeH,,

[P(2)? - e 1 lorsque 2 —zeBy,

[P(e)* = ¢ K2 lorsque 2 —> 2 e BB,

Lorsque K; = K, = log[1/v(B, B,)] la fonction [¥(z)] donne
la représentation conforme du domaine D sur Pextérieur du cercle
jw| = ¢~ doublement couvert.

Lorsque K, # K, la fonction [¥(2)]* effectue la représentation con-
forme du domaine D, dont la frontiére est égale &4 K, sur une surface
riemannienne composée de lextérienr de deux cercles centrés de rayons
différents.

Remarque. Dans le cas o F est somme de m > 2 continus tous
les raisonnements peuvent étre facilement modifiés et on obtient des
résultats analogues.
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Sur la trigonométrie de Lobatchevsky

par S. STRASZEWICZ (Warszawa)

N. Lobatchevsky et J. Bolyai ont trouvé, comme on le saiti, les for-
mules de la trigonométrie hyperbolique en considérant la géométrie sur
Phorisphére. Une premiére démonstration planimétrique de ces formules
a été donnée par L. Gérard [1]. Aprds avoir établi les lemmes néeessai-
res concernant les triangles et les quadrilatéres du plan hyperbolique,
Gérard démontre le théoréme que le rapport AD|BC des cdtés d’un qua-
drilatére ABOD reetangle en A, B, ¢ tend vers la limite chAB/h (o &
dépend du choix de P'unité de longueur), lorsque AD tend vers zéro,
le c6té AB restant fixe. Il en déduit la relation qui existe entre les cotés
du triangle rectangle ef ensuite d’autres formules. Ses démonstrations
sont tout & fait élémentaires, cependant un peu longues et compliquées.
H, Liebmann [2] a donné une démonstration basée sur les propriétés
des arcs de Phorieycle, laissant d’ailleurs de c6té la question de 1’exi-
stence d’une mesure additive de ces arcs; on détermine d’abord la fone-
tion I7(x) de Lobatchevsky et on en déduit les formules trigonométri-
ques?). Deux autres méthodes ont été proposées par W. H. Young [4]
et par O. Perron [3]. Young montre d’abord (en utilisant en partie les
lemmes de Gérard) que les rapports des c6tés d’un triangle rectangle, dont
un des angles aigus reste fixe, tendent vers les fonctions trigomométri-
ques de cet angle lorsque les cotés du triangle diminuent vers zéro. Cette
démonstration, comme tout ce qui suit, est assez compliguée; on a re-
cours aux lemmes concernant la longueur des arcs de cercle du plan hy-
perbolique et & plusieurs théorémes d’analyse mathématique. Les démon-
strations de Perron sont beaucoup plus simples; son point de départ
est le méme que celui de Young, mais il ne considére que des figures rec-
tilignes; Perron admet l'existence de ’angle de parallélisme et n’arrive
aux formules de la trigomométrie qu’aprés avoir déterminé préalable-
ment la fonetion I7(x).

Il m’a paru désirable de trouver pour les théordmes de la trigono-
métrie hyperbolique des démonstrations plus simples et s*imposant d’une

1) Dans un livre tout récent de K. Borsuk et W. Szmielew sur les fondements
de la géomstrie [5] I'évaluation de la fonction II(z) est basée sur une théorie rigou-
reuse du horicycle faisant usage de la notion du déficit d’une figure plane.

Anales Polonici Mathematici IIT 15


GUEST




