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CoROLLATRE 1. 8¢ une fonction f(z) de la famille O s'annule pour
urie suite de points ay, ay, ... telle que

8

b

{1—lol}* = +oo

%
]
-

elle est identiquement nulle.

CoROLLAIRE II. Si wune suite de fonctions pour lesquelles on a Viné-
galité (10) comverge en ume infinité de poinils ayami au moins un point li-
mite intérieur au cercle unité, la suite converge presque uniformément dans
Vintérieur de ce cercle.
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Propriétés des points extrémaux des ensembles plans et
leur application a la représentation conforme

par F. Lusa (Rrakéw)

1. Introduction. Soit ¥ un ensemble fermé et borné de points du
plan, D un domaine quelconque contenant , p(2) une fonction holomorphe
dans D ne s’annulant pas dans ce domainel) et f(2) une fonction réelle,
définie et continue dans F.

Désignons par w(z, ) Iexpression

l2—¢l
Ip () p(2)] exp[f(2)+1(D)]’

par ™ un systéme de n-+1 points différents quelconques [y, C1y...5in
de E, par V(™ w) et 4;(¢™, w) les produits

w(z, ) =

(1) V™, 0) = (s &)y
I <kgn
(2) M, 0) =[ol 6, §=0,1,..,n
hd

et soit V,(E, ) la borne supérieure de V({™, »), lorsque les points
du systéme ™ varient arbitrairement dans E. D’autre part, soit

®) 2 — (rf", 2, ..., 2}

un systéme de points de F pour lequel

(4) V (@™, w) = V,(EB, w) = sup V™, w).
N L‘m)em

Tes indices inférieurs des points #{™ peuvent toujours &tre choisis de
maniére qu’on ait
(B) Ao(2™, o) < 4,@™, 0) < ... < do(a®, 0).

Les points du sytéme (3) remplissant les conditions (4) et (5) sont
dits points extrémauw de rang n de E par rapport 3 la fonetion w(z, {),
dite fonction générairice ou distance qénémlisée des points 2 et {.

1) La fonction p(#) peut 8tre multiforme lorsque D est multiplement connexe,
mais nous supposerons que son module |p(2)| est uniforme.
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‘Le produit V (™, o) a n(n+41)/2 facteurs. On sait [3] que la moy-
enne géométrique

[V (@™, o) PO+ pn=1,2,...
converge vers une limite non négative
®) lim [V (2™, o) PP = (B, )

N~>00
dite écart de L’ensemble B par rapport & la fonetion (2, {). Pareillement
la moyeine A,(z™, w)™, n =1,2,... converge vers la méme limite?)

imV 4, (5™, 0) = v(B, ).

n-—>00
Dans le cas ot w(z, () se réduit & la distance [z—(|, c’est-d-dire lorsque
p(2) =1 et f(2) =0, Vécart v(H, |2—C|) est appelé aussi diamétre trans-
fini ou eapacité de 1’ensemble E. Nous supposerons dans la suite que
(B, s—£]) > 0.
Désignons par L (2,

&™)y, j =0,1,...,n, les polynémes de Lagrange

L (g, c™)

::

(2GR y—Ch)

Te=0
ki

, 1, les fonetions

F=0,1,..,mn

liés au systéme ¢™, par &9 (z, ™), j =0,1,...
(1) (=, &) = I (2, ™) [p (&) o (2) T"exp [nf (£)],

et par
(8). &, (2, inf {max|®P (2, (M)},
tmeE  (f)
la borne inférieure du plus grand des modules |67 (2, c™)|, § =0,1,...,n,
lorsque, ze D et n étant fixes, le systéme (™ varie arbitrairement dans F.
D’autre part, formons les fonctions

9 -0z, ™),
correspondant au systdéme- extrémal (3) et désignons par B* I’ensemble
-des points d’accumulation de la suite triangulaire

‘T(l) k) ,'§1) ?

~’P33), -’1’.5?), ‘réz) s

B, w)= n=1,2,...

3 3
xf, mﬁ), mg&)’ mg”

?) La démonstration de ce fait dans le cas général (on la fonotion w est quel-
conque) n’est pas publide, mais on sait que lim }/ Ay (™, ) = u(E ).

n—>00
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I est clair que Pensemble E* est fermé et contenu dans E et que parmi
les fonetions (9) la condition (5) fait distinguer. &© (z, z™),

Nous aurons & nous appuyer sur les résultats suivants (ef. [1] et
[4]):

8i o(B, [2—{l) > 0, la suite |}/ B, (z, B, w)} converge en tout point
du domaine D
(10) By @, (s, B, ) = Gz, B, o),

‘N—>c0

zeD.

Pareillement la suite {VW@,TD‘W} converge dans D en dehors de ’en-
semble E* vers la méme limite

(11) EmY/ (00 (2, 2™)| =

N0

&(z, B, w), #eD—E*,
la convergence (11) étant uniforme dans le voisinage de tout pointze D—E".
La limite (2, B, w) sera dite fonction extrémale du domaine D_par
rapport & la fonction génératrice w(z, £). Le but de ce travail est d’exa-
miner certaines propriétés de 1’écart v(E, o), de 'ensemble E* et de la
fonetion extrémale @(z, B, o) et d’appliquer cette étude au probléme
de la représentation conforme des domaines plans.
Remarque. Soient m et M les bornes inférieure et supérieure de
f(2) et T et L celles de |p(z)| lorsque 2z varie dans E. Alors I > 0 et

=0 <=l

TR S <o) < Sy am

ce qui entrajne I'inégalité

v(B, L1

o{B, [2—£))
——L—ze‘z‘M_—*' = ’l)(E, w) X7 jpam

LZ e_zan
Par suite I’écart »(H, ) est positif, quels que. soient p(z) et f(z), lorsque
v(B, [2—Z|) est positif.
Remarquons encore que 8i p(z) =1 et f(2)
stante réelle quelconque, alors

o(B, o) = v(B, [z—C])[¢*.

=1, olt 4 est une con-

2. Quelques propriétés de ’écart et de la fonction extrémale.
L'écart o(B, w) dépend des fonctions p(z) et f(z) et sera désigné aussi
par v(E, p, f). Lorsque F varie en restant fe1mé et borné et les fonctions
p et f restent fixes, il résulte immédiatement de (4) et (6) que

v(B,p, /) <v(B,p,f) si FECE.

Faisons maintenant varier f sans changer F et p. Je dis que:

Annales Poloniel Mathematici IIT 21
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1. Lo fonctionnelle v(E,p,f) wvarie continuement avec f; elle déerott

(au sens large) lorsque f oroft?).
Démonstration. Il g'agit prouver qu'a cha.que &> 0 correspond
un nombre & > 0 tel que, si deux fonetions f(z) et F(2) satisfont dans B

5 linégalité |f—f| < 6, on aib
(12) “)(Eipi;)——/u(E7p1f)|<€‘

Soient #®™ = (29, @1, ..., @a} €6 T == {Zo, T, .., T} deux syste-
mes de points extrémaux de rang » de T respectivement par rapport

A w(z, ) et a(z, ), ou
_ _ |#—Zl
28 = T @ exo TR D)
Posons )
}j (7 () — 1 ()1
Si [f(z)—f(2)| < 6 dans B ot d > 0 est quelconque, on & |4f] < (n+1)4.

Mais, d_’aprés (4), on a

TE™, @) = VEe™, o) = V@™, w)e ™

done linégalité |f(2)—f(2)| < & entraine la suivante

VE™, @) > V@™, o)emr
dott 'on déduit: v(E,p, ) > v(E, p, fle~*. Pareillement, si f~fl<é
sur E on a o(E,p,f) > o(B,p,le™™ et par suite les quantités v =
=v(B,p,f) et % = (B, p,f) satisfont aux inégalités

—28

(e ¥ —1) < 5—0 < v(® 1),

d’ott Pon conelut que indgalité (12) est satisfaite lorsque [f—f| < & et o
est suffisamment petit.
Pour terminer la démonstration considérons l’indentitié

Af =3 1F (&) —

Foma 0

VL™, a) =V (™, 0)e™, ol

8i f > f en tout point de B, on a Af > 0 et par suite V (™, o) < V (™, w),
ce qui entraine l'inégalité o (B, ®) < v(E, o).

%) Cest-a-dire lorsque f(¢) ne diminue en ancun point de Z.
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La fonction extrémale @ (2, B, w) sera aussi désignée par Dz, E,p, ).
Elle jouit des propriétés smvantes

(13) P, B,p,f) > D, B 0 ) 8 B'CE 4);
(14) P, B,p,f) <® powr xE,
(15) @z, B,p,f) >1e™/|p(2) pour zeD,

ot l'on a posé l_mmlp( 2), m —rmn;f 2).

En effet, l’mégahté (13) résulte 1mméd1atement de (8) et (10). Pour
prouver (14) remplagons dans le systéme extrémal (3) le point ™ par
un point quelconque zeF et désignons le systéme obtenu par ™. D’apres
(4) on a

V(E™, 0) <V (@™, o)
et cette inégalité entraine immédiatement la suivante
|8 (2, a™)] < 7@, j=0,1,...
et comme, d’aprés (8),

s My

Dy(2, B, 0) < Y |(p(i) (2, 'T(ﬂ))l
=
on voit que @,(z, B, o) < (n+1)6®, zeB, ce qui entraine inégalité (14).
Soit £ = {&, &, ..., &} un systéme de points de E pour lequel

D, (2, B, ) = max | (z, &M)|. II résulte de la formule (7) que
@
max |89 (z, €M) > (max | Z9 (2, 'f(n))f) (™™
@ @ o)

et comme )JLU} ,E™) =1 on a, quel que soit 2,

F=0

max [LD (2, &™) > 1/(n+1)
)
et par suite @
P 1 1™
Yoz &, o) ¢
]/n-l—l |P z)}

ce qui entraine l'inégalité (15).

S0il 2, un point de 'ensemble E. Nous dirons que E jouit en z, de
la propriéié W, si & chaque ¢ > 0 correspond un nombre § > 0 tel que,
pour toute suite de polyndmes {P,(2)} de degré < =, uniformément bor-
nés dans ¥,

hm]/[P 2)| < 1-+e

7 ‘E-On ~supposxe que F’ est fermé, comme E, et que le diamdtre transfini v (F’,
le—{|) est positif, ce qui assure l'existence de la fonction extrémale @(z, F', w).
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dans le voisinage |z—2,| < 6. On sait que F jouit de la propriété W en
tout point d*un continu quelconque OC F et n’en jouit pas en des points
isolés de celui-ci.

Daprés (15) la fonction @(z, H, p,f) est positive en tout point du
domaine D et, les fonctions &9 (z,a™), n = 1,2, ... étant analytiques
dans D et la convergence (11) étant uniforme, il résulte de (11) que la
tonction log @ (z, B, p, f) est harmonique dang D—E*. Sur E* elle jouit
des propriétés suivantes:

1I. La fonction @z, H,p,[) reste bornée dans le voisinage de tout
point z,eB*, admet en z, lo valeur

Dz, B,p, 1) = e

et, si Pensemble B joust en 2z, de la propriété W, &(z, E,p, f) reste conti-
nue en ce point. ‘

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théors-
me IV que j'ai donnée dans mon travail [4].

Désignons par D, (E) le plus grand domaine non borné contenu dans
I'ensemble complémentaire de F et supposons que les fonctions p(z)
et f(z) soient constantes p(z) =1, f(2) = 0. Alors le domaine D est le
plan entier, la fonction log®(z, F, 1, 0) est harmonique partout en de-
hors de E* et s’annule sur E*. Comme

n
—pm
B0 (2, 2™) = n RS

@) __ (1)
#1 T0 L

la différence log®(z, B, 1, 0)—log|#| tend d’aprés (11) vers une limite
finie lorsque |¢| - co. D'autre part, on déduit du principe de maximum
que les points extrémanx sont situés sur la frontidre F du domaine D, (E)
et que B* couvre F tout entier ). Par conséquent [2] log®(z, E,1,0)
est la fonction de Green du domaine D (E) de pble & I’infini, En dehors
de ce domaine la fonction log®(z, #, 1, 0) est identiquement nulle.

3. Fonctions analytiques li€es & la fonction extrémale @ (2, B, o).
Soit IT le plan entier. La différence I7—E"* est une somme de domaines
disjoints dont un et un seul est non borné. Désignons ce dernier domaine
var Dy, = Do, (E") et les autres (’ils existent) par D, Dy, ...; on aura

O—E" = Dy+D+Dy+...

) Y 8 uw point z, de F n’appartenait pas & B* la fonetion log®(z, B, 1, 0) se-
rait harmonique en 2, et y atteindrait son minimum 0 — ce qui est impossible.
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Parcillement la différence D—BE* est une somme de domaines dont un
et un seul est contenu dans chaque Dj. Dégignons le domaine partiel
de D—E* contenu dans D par A; on aura

(16) D—F" = A+ A+ 4+ ...
Choisissons dans chaque domaine 4, un point fixe quelconque ay

et désignons par g,(2, dy), k = o00,1,2,..., la fonction analytique
définie dang 4 par la formule

(17) pale, 4z) = ¢V 00z, ™),
ot la branche du radical et le nombre réel ®, sont choisis de maniére que
la valeur de ¢,(z, 4;) au point 2 = a, soit positive ¢, (ag, 4z} > 0.

Il résulte de (11) que la suite (17) converge au point z = a, et que
la suite des modules |p,(2, 4;)] converge dans le domaine 4, vers
d(2, B, w), dolt Pon conclut que:

III. La swite (17), o k = oo, 1, 2, ... est fixé, converge dans le domaine
Ay vers une fonction

n=1,2,...

lime, (2, 4x) = @(z, dz)
N—r00

analytiqgue dans Ay de module
lp(2, 4e)| = P(2, B, 0), zedy,
la convergence élamt wniforme dans le voisinage de tout point zedy.
La fonetion ¢(2, 4;) sera aussi désignée, plus précisément, par
@(#, 4, pyf)y E=00,1,2,...
11 est clair que cette fonction peut é&re uniforme ou multiforme dans le
domaine A, mais son module est toujours uniforme.
La frontiére de I’ensemble ouveért (16) est la somme de la frontiére
F, de lensemble fermé E* et de la frontiére F, du domaine D. L'allure
des fonetions g(z, 4g), k = o0, 1,2, ... dans le voisinage de F, est ca-
ractérisée par le théoréme IT ef, dans le voisinage de Fy, par le suivant:
IV. Le produit @(z, Ag)p(2), o k= o0, 1,2,..., est prolongeable
analytiquement au domaine Dy, ¢t reste borné dans Dy 8t k 5 oo, tandis
que le produit @(2, 4,)p(2) prolongé & Dy, nest pas borné dans le v0isinage
du seul point z = oo et admet dans ce voisinage un développement de la
forme
(18) 7 (2, Ado)p(2) = V_1z—%—yo+ylz“1+yzz‘2+---7

ol le coefficient y_, est différent de zéro.
Démongtration. Pour simplifier Iéeriture désignons le systéme
extrémal (3) a® = {7y, @, ..., T,} et posons

(19) w (@) = |(@o—ty) (0 —12a) ... (g —a) "] (z0) €|
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D’aprés 1a formule (7) on a

n

oo =[] A2,
0k

k=1
done, d’aprés (17),

10

(21)  oulz, Alc)p(z) = we 7IL/(z’"'“'l)(z_mz)(z'“wn)a n=1,2,..

W@
ol @, est un nombre réel convenablement choisi et k == o0, 1,2, ...
Les membres gauches des identités (21) convergent dans le domaine
4y vers g(z, 4x) p(2) et les membres droits soni uniformément bornés
dans chaque domaine borné, car les termes de la suite {w(2™)} sont plus
grands qu'un nombre positif®). 11 s’ensuit que la fonction (2, dg)p(2)
se prolonge analytiquement au domaine D,D 4, car, quel que soit n
lt? membre droit de (21) est une fonetion analytique dans Dy. La fonc-y
tion prolongée @(z,di)p(2) reste bornée dans D, si k=1,2,..., car
les domaines D,, D,,... sont bornés. ’
) Soit B un nombre positif assez grand pour que le cercle |¢| < B con-
tienne l'ensemble E. Dans le domaine A, on a identiquement

22 q’"(zfdw)p(z)z 31:0,”_17( &y Xy Ty,
(22) - vy V-7 1-—;)...(1-?),

n=1,2,..

Le sgcond membre de cette identité est analytique et uniformément
borné dans le domaine D, et, comme il converge dans 4,CD,, la con-
vergence a lieu dans le domaine D, ce qui prouve que la fonction
@(#, A,)p (2) se prolonge au domaine D,,. D’autre part, quel que soit n,

le second membre de (22) est développabl i
e dang le domaine o
une série de la forme PP omaine [¢| > E en

(1) ")
m | Yo 2!
)’_"1‘1‘7-!——2;2— +.. ot ™ = -—-—-1” ,
w(w( ))

et comme la suite de ces séries converge uniformément dans le domaine

[2l > B vers g(z, 4,)p(2)/2, les suites a Efici
" es coeffic e
vers des limites déterminées’ weents Mﬂ } ronmergent

N—ro0

k= —1,0,1,...

8) Car w(z®) =} ™ . - [ —
(@) =V 4, o, w) [)Lll P (@) /@R > 16" Y 4, (a0, @) ot Y As (@, 0)
->v(E, w) > 0.
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et la fonection prolongée ¢(z, 4,)p(2) se développe en la série (18), ou
(23) Iyl = Hm[1/w(z™)].
N—+00

Le coefficient p_; est différent de zéro, car, d’aprés (2) et (19), on a

n
(24) w(@™) =Y 2@, o) ([ ] 1p (@)l =)™
k=1
et par suite
za’"’f/A;(}TW,J < w(a™) < LeM 7{/21_0(;%(") , 0),

ot I et I sont les bornes inférieure et supérienre de |p(2)], et m et M celles
de f(2) dans lensemble B.

Remarque 1. La fonction &(z, B, w) a été définie par la formule
(10) dans le domaine d’existence D de la fonction p(z). Convenons de dé-
signer par le symbole
(25) |9(2, B, 0)p(?)]
la fonction définie en dehors de D par la formule

(e, B, 0)p(@)| = lple, do)p(2)] s 2zeDy,
Grice & cette convention la fonction (25) est définie dans Je plan enfier

et il suit de ce qui précéde que son logarithme est une fonetion harmo-
nique en dehors de E*, admettant & Pinfini un péle simple, car

&z, B 2

(26) i 128 By 0)p (@)l

#00 |21

k=o00,1,2,...

= |yl

Remarque 2. 8i p(2) = 1 les domaines 4, et Dy sont identiques.
Si, de plus, f(2) = 0 et le domaine D, est simplement connexe, la fone-
tion w = ¢ (g, 4,,) effectue la représentation conforme de D, sur le cercle
jw| > 1 de maniére que les points z = oo et w = oo se correspondent,
car p(2, 4,,) est uniforme dans D, admet & linfini un pole simple et son
module tend vers 1 lorsque z tend vers la frontiére de D .

4. Nouvelles limites liées aux points extrémanx. Soit o™ =
= {a:o,ml, ...,mn} un systdme de points extrémaux de rang n de E.

Désignons par V(z™) le produit

(27) V(@) = s — 2kl
0Li <k
par v(x™) et %(2?™) les moyennes
Cp(a®) = [V@E®) e, e =1,2,..,

k=1

wi@®) = ([ [plad= )", n=1,2..
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et par P(z, ™) le polynéme
(28)

Je dis que:
V. Les moyennes w(z™) et v(z™)
minées .

(29)

Pz, ™) = (2—2) (2 —2,)... (2—@y).

convergent wvers des limiles déter-

lim % (2™) = w(H, w),

N—r00

lim o (a™) = v,(¥, 0).

N—>00

Pareillement la suite {W]L/'l—f(z, ™)} converge en tout point du plan Wappar-
tenant pas & Pensemble B*

(30) limy/|P(z, a™)] = P(e, H, v),

la convergence étant wniforme dans le voisinage de tout point n’appartenant
pas & B

Démonstration. D’aprés (23) la limite

Eliww‘”’) = w(H, w) = 1/ly_|
existe et il suit de (24) que u(a™) = w(2™):}/ As (2™, @), done la pre-
miére des limites (29) existe et on a
w(B, 0) =v(B, o)u(B, o).
Remarquons maintenant que, d’aprés (1) et (27),

n

V@) ([ ] 1p (@) o)™

k=0

(31) V(@™ o) =

d’olt Ton déduit la relation
V(@™) = [V (@™, )/ [g () PREED |y () o0 2/041)

dont .le second membre converge vers v(H, w)[u(H, w)]2; done la seconde
des limites (29) existe et on a

%(B, 0) =08, w)[u(E, v)]*
D’autre part, les formules (17) et (21) donnent
" I
VIP(e, o) = V109 (z, o) [p (2) |0 (a)
@ol 'on déduit Vexistence de la limite (30) et la relation

Ple, B, o) = [9(2, B, 0)p ()| w(B, o).
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Supposons maintenant que E soit la somme de deux ensembles dis-
joints fermés H, et B,
B = E,+E,

et que parmi les points extrémaux (26) p = u(n) points @, my, ..., 2,
soient situés sur By et les points @,.1, B,y ..., %, sur By, Posons n—y =
=9 =»(n) et désignons par F; la partie de E* située dans K,
i=1,2. Nous allons démontrer le théortme:

VI Les suites {u(n)/n} et {v(n)/n} convergent vers des lLimites @é-
terminées

(32) lim[u(n)/n] = o, (B, w) = a1,

r O

lim[y(n)/n] = ay(B, 0) = o

-0

ot ay 20,0, 20 € uta,=1. )
Démonstration. Le cas ol u(n) =0 ou »(n) =0 pour tout »

suffisamment grand n’exige pas de démonstration. Posons dans le cas

général

(33) on(®) =Vle—a)...(e—a)], n=1,2,..

(34) vn(@) = V1(E—,01) - (2— )]s

ot 80ib @, (2) = 1 si g = 0 et pu(2) = 1 si» = 0. D’aprés (28) on a igden~
tiquement en dehors de K

(35) [P (&) P [pn ()T = V[P (2, 2™)],

Si la suite g, = u(n)/n, n=1,2,... n’était pas convergente, ell'e
contiendrait deux suites partielles {sm,) et {uy} tendant vers deux li-
mites différentes o, - eb un, —>a 7 a. La suite {#a(2)} est unifor-
mément bornée dans tout domaine borné et, comme chaque ¢y (2) est le.
module d’une fonction analytique en dehors des points du systéme "f(")
situés dans B, chacune des suites {gm,(2)] eb {pn,(2)} contient e suite
partielle uniformément eonvergente®) en dehors de B I?areﬂlerx}ent
chacune des Suites {ym(2)} et {vn,(2)] contient une suite partielle unifor-
mément convergente en dehors de F;. En changeant convenablemerit
les suites {mj) ot {m;} on peut supposer l'existence en dehors de By,
des limites

n=1,2,...

n=1,2,...

lim‘f’m.(z) = p(2), Em?"nb(z) = @ (?)
Tomre0 —>C0

et, en dehors de By, des limites

limy,, (¢) = (2)

k—»00

li:ln"/’mk(z) = "P(z)y
Je—ro0

") La convergence est uniforme dans le voisinage de tout point non situé
dans E}.
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et, comme le second membre de (33) converge en dehors de B*, on a iden-
tiquement )

PRy = g(=) Plz)
et par suite

(36) a logg (2)—alogp(e) = (1—u)logy(z) —(1—a) logp(z).

Les fonetions logp(2) eb logp(2) sont harmoniques en dehors de
et admettent des péles d’ordre 1 & infini, done le premier membre de (36)
est une fonction harmonique en dehors de B} admettant & Dinfini un pdle
@’ordre @—a. D’autre part, le second membre de (36) est harmonique
en dehors de Ky et par suite il est harmonique sur 7. On en conclut que le
premier membre de (36) est harmonique dans le plan ouvert tout entier
et tend vers oo si @ > ¢ ou vers —oo 8i a < «. Mais cette conclusion
reste en contradiction avec le principe d’extremaum. Pav suite, on doit
avoir a = g, ee qui prouve que les limites (32) existent et o +a, = 1.

Remarquons que si « = g P’égalité (36) prend la forme

a[logp () —logp(2)] = (1—a)[logy(z) —logp(z)]
d’ol Ton conclut, par un raisonnement analogue au précédent, que les
fonctions ¢(2) et p(e) sont identiques. Pareillement lex fonotions w(2)
éit p(z) doivent étre identiques et par suite:
VII. Les sudtes (33) et (34) sont convergentes la premiére en dehors

de EY et la seconde en dehors de By et si Don pose

lim gy (2) = p(2), lim y,(2) = ()

N~>00

N=—»00

on a, en dehors de E*, la relation
9 ()" = P(z, B, o).

Les théorémes VI et VII peuvent &tre généralisés au cas ot F est
la somme. de p > 2 ensembles fermés disjoints

E =B +E+... 48,

et v(Ey, e—{) >0 powr k=1,2,...,p. Désignons par up == g (n),

k=1,2,...,p, le nombre des points extrémaux du systéme o® qui

sont situés sur E, et soient
rassly Bng_ypas ooy By k=1,2,...,p,

ol My = —1, fy = pytpy+... +py pour k=1,2,...,p, les points situés

sur Ej. Posons

.

g p— —
(rn,k(z) == V/l(z_mﬂ.k_]-g-l) (z"‘rnk_ﬁd) e (z_ nh)l ) b == Ly 2) o Py

si gy >0 et Pnx(?) =1 8 up = 0.
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Alors, comme dans le cas p = 2, les limites

Lm[ug(n)/n] = a, k=1,2,...,p,

existent et on a a,‘+'a2—|—...+a,, = 1. Pareillement en dehors de l'en-
gsemble By = H, E* la limite

lim(/'n,k(z) :‘/-‘k@'); E=1,2,...,p
N—ro0

existe et on & identiquement en dehors de E*
ri() g ()% () =P (2, B, 0).

Tes nombres o et les fonctions ¢p(2) dépendent manifestement de l'en-
semble & et de la fonetion génératrice w.

TFaisons varier la fonetion f(z) sans faire varier ’ensemble E et la
fonetion p(2). La position des points extrémaux (26) dans E dépend
évidemment de n et de f(2). Pour indiquer cette dépendance nous désig-
nerons le systéme x™ plus exactement par :

o™ = Lt o™ afnD)
Je dis que: ’
VIIL. Lorsqu'on ajoute & f(2) une constante quelcongue ¢ chaque
systéme emtremal o™ reste un systéme emtrémal w9,
Fn effet, désignons le produit V({™, w) par V({™,p,f). D'aprés
la formule (31) on a identiquement

V™, p, fe) = eV p, f)
ot si max V((™,p,f) = V(@™,p,f) on a
B
max V (¢, p, f4¢) = "™V (@™, p,f) = V(@™ p, f+c)
tweE

ce qui prouve notre thése.

5. Distribution des points extrémaux dans quelques cas parti-
culiers. Supposons que p(¢) =1, que E soit la somme d'un nombre

fini p continus disjoints Iy, Fy,..., Ty £ 3
(fig. 1) L
(37 B =V, fFt.. Ty

et que f(z) se réduise sur chaque
Fy 4 une constante A,

f(2) = 2 s

Une telle fonction sera dite fonction en escalier. Supposons encore que
chaque F, se réduise & la frontiére du domaine Dy (Fr).

>

Fig. 1

zelFy, k=1,2,...,p.
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Alors le domaine D est le plan entier, la fonetion
(38) log®(2, B, 1, )

est harmonique partout en dehors de H* et du point # = oo, reste conti-

nue dans E* et admet la valeur A, aux points de I’ensemble
Fo=FEF, Lk=1,2,...,p.

A Vinfini log®(2, B, 1, ) a un pole d’ordre 1. D’aprés (19) et (20)

S+ @) )

(39) w(@™) =V 4@, w)d*  ou  h, =
ki

et on a vu que les limites

(40) limb, =k, limw(@™) = o(H, 1, f)e"
N—00 lv00
existent et que
im Dz, B, 1, ) — 1 )
200 f#l ’D(Ealyf)eh

Nous allons examiner la répartition de Pensemble B* sur les conti-
nus Fy, Fy, ..., F,. Pour cela désignons par G(z, I') la fonction do Green
du domaine D (Fy) de péle & Pinfini. On a vu dans le numére 2 que
Gz, Fy) = log ®(z, Fy, 1, 0) doo il suit que ‘

10g¢(z: Iy, 1, f) = G (2, Fy)+ 2.

IX. 8 A <min(ly, s, ..., 4,) la partie B, de E est entidrement
couverte par E°, cest-d-dire Fy = Fy. Pareillement Ff = Fy s I <
< min (g, A3, ..., Ay) et By est situé sur la frontiére du domaine D (B)®).

. 'Démonstration. D’aprés (14) la fonction (38) satisfait sur F,
& 1’1néga11té log®@(z, B, 1,1) <1, et daprés (15) elle satisfait partout
3 la,‘sm‘vante: log®(z, B,1,f) > 4,. Si un point #, de F; n’appartenait
pas i F‘. la fonetion (38) serait harmonique en ce point et y atteindrait
son minimum = 1, sans é&tre constante dans le voisinage de z,, ce qui
reste en contradietion avec le principe du minimum. .

- Pour prouver que la fonetion (38) n’est pas constante dans le voi-
mpage de 2, désignons par 4 le domaine partiel de IT—T* contenant z,.
8i A est ?orné la frontiére de 4 contient des points appartenant & len-
semble Fy +Fy+...4+Fy et en ces points logd(z, B, 1,{) > 4, car alors
A <min(l,, Ay, ..., 4,). D’autre part, si 4 n'est pas borné la fonction
(38) n’est pas constante dans 4, car elle tend vers 1'infini avec 2

<.

®) 8ile continu F, ne se réduit i i
) pas & la frontidre du domaine D, (Fy), par exem-
ple &'il posséde des points intérieurs, le théoréme i % ool

k 3 é roste vrai lo ! b
son énoncé, F, par la frontidre de Do, (F,). reawon xemplace, dans
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X. Si pour toutes les valeurs de k > 1

(41) g > M+maxG(z, ), k=2,3,...,p,
26 Iy,
»
Vensemble B* se védwit & Fy et par suite Pensemble ) Fy est vide; si pour
o

au moins une valewr de k

(42) M < A +max@G(z, F)

zeFy,

¥
Pensemble Y Fy wlest pas vide.
k=2
Démonstration. 1° Supposons que les inégalités (41) soient sa-

»
tisfaites. Alors E*DF, d’aprés le théoréme IX. Posons EF; = A+B
. k=2

» »
olt A est Ia partie de Y Fx située dans le domaine Dy, (Fy) et B = 3 Fi—A.
Fo==2 k=2
La différence .
(43) 7(2) =log®(z, B,1,{)—G(z, F,)

est harmonique dans le domaine D, (F;)—A4, le point & l'infini y compris,
et continue sur la frontidre ;44 de ce domaine. Comme Fj = F* on
a 7(2) = A sur Fy. D’aprés (39) et (40) h, = 4, car A > A et par suite
h = 1,. D’autre part

v(E,1, ) =0, 1, = 1)(Flylz“a)ﬁnwII
done
1/[v(B, 1, f)e"] < ¢ fo(Fr, ]z —L])

et comme la valeur de r(z) & linfini

7(o0) = 1ogv

on a r(co) < Ay. . _
1] 'ensuit que Pensemble A doit &tre vide, car dans le cas contraire

on aurait sur la partie Fj de 4
r(2) = M—G(z, F1) = hp—max G(z, ) >4
2eFy
ce qui est impossible d’aprés le prineipe du minimum, vu 1’inéga].'ité
r(00) < 4. D'autre part, Tensemble B est aussi vide car, d’aprés le prin-
cipe du maximum, tous les points extrémaux sont situés sur F,. Par
suite B* se rédunit & F,.
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2° Supposons maintenant que ’inégalité (42) soit satisfaite pour
=« et soit 2 un point de F, en lequel G(zy, Fy) = max @(z, F,). Si

2aFa
n

I’ensemble ZF,: était vide on aurait identiquement
E=2

(D(zs-Ea ]7f) = @(z7 -Fu ],,f)

et comme log®(e, F'y,1,0) =G(2, Fy) et f(z) =2, sw F, on aurait
log®(z E, 1, f) = G(z, F,)+2, et 1a différence (43) se réduirait & la con-
stante 1;, ce qui est impossible car

r(2p) < A4, —G (%, 1) = }la——mf;\:xG(z, ) < 4.
Le théordme est donc démontré.

Supposons maintenant que 'ensemble (37) se réduise & la frontidre
du domaine D, (E) et désignons par G(z, B) la fonction de Green de ce
domaine de péle & linfini. On sait que Péquation G(z, B) = & ol g est
un nombre positif quelconque, définit une courbe I', composée d'un
seul ou de plusieurs contowrs €y, O, ..., C; ol 1 < ¢ < p tels que chaque
continu F, est situé dans Pintérieur de ’'un des contours 01, G,y .., G
et que chaque Cy contient dans son intérieur au moing un des conti-
nus By, Fy,..., Fy. Les intérieurs de C; et O, ot 4 k, sont toujours
disjoints. Si la constante u est suffisamment grande le nombre q est égal
a1 et si p est suffisamment petite on a q = p, et alors chaque Fy est
entouré par un et un seul des contours ¢, Ozy ..., Cp. Ceci posé nous
allons démontrer le théordme:

XT. 8¢ Vensemble B = F, +Fy+...+Fy se réduit & la frontiére du
domaine Dy, (E) et )y = min(k, 4, wevy Ap) alors & chaque & =2,3,...,p
correspond wn nombre uy, > 0 tel que si

X < -t
le continu Fy est entiérement couvert par Fy e par suite

(44) log®(z, B, 1,1) = A ze Ty,

Démonstration. On a vu que Fy = F,. Soit Ur un nombre po-
sitif tel que la courbe G (2, B) = py, contienne un contour C entourant
le continu Fy et n’entourant auncun des continus B, F,,..
Fy,. La différence ‘

R(z) = 10g¢(27 E, 11 f)'G(Z, E)
est harmonique dans le domaine D, (H), le point 2 = oo y compris, et
satisfait sur la frontidre & de ce domaine & Pinégalité B(2) > A, car d’aprés
(15) log@(2, B,1, f) > 4, sur E. Par suite E(2) > 4, dans D, (E) et

IOg@(L’,E,l,f) = sur Cr.

pour

-’Fk--lyFk+17'A-y
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Soit G le domaine limité par Oy et ;. Le log®(z, E, 1, f) est har-
monique dans Gy, continu sur la fermeture de ce domaine et admet sur
F% la valeur 1, et sur O, des valemrs > uy-+4; > 2 done

log®(z, E,1,f) > 4 dans Gy

Si un point 2z, de Fj n’appartenait pas 4 F il appartiendrait & G,
ce qui est impossible d’aprés le principe du minimum, car sur Fy on
alogd(z, B, 1,f) < A. Par suite chaque point de Fj est couvert par I

et égalité (44) est démontrée.

COROLLAIRE. 8¢ Uensemble B = Fy+Fy+ ... +F, se réduit & la ﬂ:on-
tidre du domaine Dy, (B), f(2) = 4, sur Fy pour k =1,2, ..., p et la diffé-

rence
-3 Ap)

est suffisamment petite, Vensemble B est entiérement cowvert par B et
log®(z, B,1,f) est égal & f(2) en tout point de E.

Soit F, la frontiére commune d’un domaine
borné simplement connexe G et du domaine non
borné D (F,), F; un ensemble fermé contenu dans
@ (fig. 2) et f(z) la fonction égale & A, sur Fy et
A 4, sur Fy, ol A, et 1, sont des constantes réelle‘s
quelconques. Il est clair que l'écart o(E,1,f), ou
E = F,+F, n'est pas plus petit que les écarts
v(Fy, 1, f) et v(Fy, 1, f). Je dis que: .

XII. 8 Ag> A, on-a v(B,1,f) > 0(F,,1,]) e si

do < X+ log(v/m),

max (i, Agy ...y Ap) —min(Ay, Ay, ..

fo

Fig. 2

(45)
o vy = v(Fy, |a—L]), i = 0,1, on a eussi v(E,1,f)>v(F,1,]).

Démonstration. Soit #™ = {ao,#,..., %) un systéme de points
extrémaux de rang n de E par rapport & o = |z—-C| exp[—7f(2)—f({)]
et 7™ = {ro, M, ..., 7a} un systéme de n = p+» points de B do(l}fl)liz.j
points n* = {ne, m, ..., 7} sont situés sur F, et les points #* ™ =

= {Nup1y -oor 7} S Fr. Il est clair que V@™, ) = V™, w). En
désignant par ¥V (9™) le produit
V('U(m) = 1= !
Ot <hgn
on a linédgalité
V(™)

V (2™, 0) >

(46) “ exp {nl(u+ 1) A+ val}’
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Supposons que les systémes 7% et 5~V soient extrémaux respecti-
vement sur F, et F, par rapport & la distance [¢—{| et que les nombres
4 et v croissent avec n de maniére que lorsque n - oo

un —>l—a, vin->a,
ol « est un nombre de lintervalle 0 < « < 1. Alors les moyennes
o = [V (AT, o) = [V pe,

convergent respectivement vers v, = v(Fo, [¢—{]) et o = v(F,, l2—¢1)
et la suite

wo=1,2,..

L(2) = l(e—m) (g —m)... (e = n, )0+

converge dans le domaine @ vers la’ constante v,, la convergence étant
uniforme dans le voisinage de tout point de @ (cf. [2]). Mais on a identi-
quement

V(™) = V (n®) V (@) . [t
n
ou I, = [k—I,LI“()]k)]w ~ 7, lorsque n — oo ef; d’apréy (46)

[V (@™, @) MO+ > o stDinm+D o0 vo=Dimin+D) p2utDojacatD) g=t

ou

w1 v
by = 2| =T 4
e N |
En faisant tendre n vers l'infini on en déduit Pinégalité

(47) (B, @) > of~"" o309 exp {—2[(1— a) 2o+ ak )
dont le second membre est égal &

('00/627'0) [(7}1/’”0)0 6“"/6“1]"

et comme o(Fy,1,f) =v,,67* ot lexpression entre parenthéses [ ]
surpagse 1 8i 4, > 1, et a est suffisamment petit on voit que v(H,1,f) >
>o(F,, 1,f) sl 4y > 4,. Le second membre de (47), ott Pon a remplacé
1—q par 8, prend la forme '

(21)€) [(vg fr,)> P et o,

ol ’expression entre parenthéses [ ] surpasse 1 pour § = 0 si A, satisfait
éJ_ l’méga,lit_:é‘ (45). Comme v(Fy, 1, f) = v,6*™ on apv(E,ﬂl, ) > EF, f ﬁ;)
si la condition (45) est remplie et par suite la thése est démon‘crée..7 ’
. Supposons maintenant que Z soit la somme de p-+1 continus dis-
Joints B = Fo+Fi+...+F,, constituant la frontiére dun domaine ‘
borné D(EB) dont la frontidre extérieure est F, et la frontiére intérieure
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est F = F,-+F,+...-+F, (fig. 3). Supposons encore que F; soit en méme
temps la frontiére du domaine D (H) et_que

f(#) =24 pour zely, k=0,1,...,p.

Formons la fonetion de Green G(z, Fy) du domaine D (E) de péle
& Dlinfini, la fonction @(z, F,1,f), et
posons

M, = maxlog®(z, F, 1, f)
zeFy

XITL. 1° 8i A <min(dy, Az, .00y Ap)
Vensemble B* se réduit & Fq et la fonction
log®(z, B,1,]) est égale & G(z, Fo)+1,
dans le domaine D (E) et & Ay en dehors
de ce domaine.

20 84 Ao > M, Pensemble Fy est vide
e &z, B,1,f)=0(2, F,1,])

3° 84 1, < M,, Densemble Fy nest pas vide.

2
4° 8@ Jg > min(dy, As, ..., &), Vensemble > Fy w'est pas vide.
k=1
Démonstration. 1° Soit 1, < min(dy, Az, ..., 4,). Alors

v () V™)
exp (€ -+ 1G]] expn(n+1)4]

V™, 0) =

et par suite
max V(t™, o) < max V(™) exp [ —n(n-+1)2].
C[’“EE ;‘”?GE
Mais, comme d’aprés le principe du maximum, max V(™) =

=max V({™), on a » el i
rtm g Iy
max V (™, 0) < max V(¢™)e D% — max T(¢®), w)
tm el e Fy tmgFy

et il est clair que

max V(™ w) = max V (™, w)

me B tme Fy
done les points extrémaux sonr situds sur F, et par suite E*CF,.

Dautre part, la fonetion Je~7/2, B, 1, f) est harmonique en dehors

de E* ot satisfait partout & 1. ité log®@(z, B,1,f) =14, et sur F,
A la suivante log @ (2, B, 1, f) < A, oL un point z, de F, n'appartenait pas
4 E* 1a fonction serait harmonique en z, et y atteindrait son minimum
sans 8tre constante dans le voisinage de z,, ce qui est impossible, done
E*DF, et par suite E* = F,.

Annales Polonici Mathematici TIT. 22
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Il en résulte que log®@ (2, B, 1, f) = A, sur Fo et en dehors du domaine
D, (B). La différence log® (2, B, 1, f) — 1, est égale & G(z, F,) dans D (F,),
car elle s’annule sur la frontidre de ce domaine et admet un péle 4 Pinfini,

2° Soit 4, > M,. Si I'ensemble F; n’était pas vide on aurait aux
points de Fy

Dz B, 1,f) = e > oMo z= Pz, I\ 1, f),
ce qui est impossible, car d’apreés (13) on a partout
¢(zi E’ 17/) (\’ ¢(ﬂ, Fl-l’f)

3° 8i 1, < M, Pensemble F; ne peut &tre vide, car dans le cas con-
traire on aurait partout @(z, E, 1, f) = &(z, F, 1, f) ef, si 2, est un point
de F, ot log®(zy, F, 1, f) = My, on a

log®(z, B, 1, 1) < ho < My =log B2y, F, 1, 1)
et les fonctions (2, B, 1,f) et $(z, F,1, f) ne sont pas identiques.

. . »
4° 8i 2y > min(d;, dg, ..., &), Pensemble > Fj n’est pas vide, car
k=1

d'aprés le théoréme IX lensemble F, est identique & F,, si 1, =
=min(de, 4y, ..., A).

6. Quelques applications. A. Soit ¥ la somme de p continus dis-
joints B = F,+Fy-+...+F, constituant la frontiére du domaine D, (B).
On sait que log®(z, B, 1, 0) est la fonction de Green du domaine D, (E)
de péle  Vinfini. Désignons par ¢ (2) la fonetion égale & 1 sur By, et & zéro
sur E—F. La différence

log®(z, B, 1, iry)—log &z, B, 1, 0),

clt 4 est un paramétre réel 0, est Harmonique dans D (H) le point
# = co y compris, s'annule sur H—F) et, si A est suffisamment petit, elle
est égale & 1 sur F. Par suite, lorsque A est suffisamment petit, Pexpres-
sion
110 26801, I

A Dz, B,1,0)
est la mesure harmonique du continu #, par rapport au domaine D (E).

Plug .généra,lement, soit f(z) une fonction réelle continue quelcon-
que définie sur E. Formons l’expression

1 og 2l B, 1, )
A bz, B, 1,0)

(48)

ol 1 esh un paramdtre réel 7= 0. Si, pour une valeur suffisamment petite
de 4, log®(2, B,1,3f) = 2f sur B (ce qui a toujours liew lorsque f(2)
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st une fonction en escalier), alors l'expression (48) est la solution du

probléme de Dirichlet pour le domaine D (E) et les données fron-
tiéres f(2). :

B. Considérons le cas particulier p = 2, B = F,+F, et désignons
par ¢(z, Dy, 1, Jp;) la fonction holomorphe dans le domaine D, (%) de
module @(z, E,1, Ap,). Par définition, ¢,(z) =1 smr F, et ¢(2) =0
sur F,. L’expression

wle) = [‘F(z: Dy, 1, Z‘}”1)]”;'
@2, D,y 1, 0)

est une fonetion holomorphe (en général multiforme) dans le domaine
doublement connexe D (F) contenant le point 2z = co. Le module de
p(2) est continu dans D (E)+F et il est égal a4 1 sur F,. 8i 2> 0 est
suffisamment petit, on a |y(2)] = e sur F,.

Lorsque z parcourt un contour C; entourant Fy et n’entourant pas
F,, p(2) se multiplie par un facteur é4e ol 0 < o < 1, eb par suite P (&)
se multiplie par @11 en résulte que, lorsque # parcourt un contour C,
entourant Fy, (2) se multiplie par e~*", d’oti I'on conclut que la fone-
tion w == y(z)'" effectue la représentation eonforme du domaine D (E)
sur une couronne circulaire.

C. Considérons le cas général ot B = F,+F,+...+F,. Soit 2™ =
= [efD, D, L, 2D} un systéme des points extrémaux du rang n
de F par rapport & la fonction o = [z—¢| exp[ —f(2)—F(2)] et uf™? le
nombre des points du systéme 2™ qui sont situés sur Fy, k =1,2,...,p.
On sait que la limite

i
m =% — = a(f), k=1,2,...,p,
ns>c N

existe et que les fonctionnelles o(f) satisfont aux relations

P
(49) 0<af) <1, D al)=1
1
Drautre part, il s’ensuit du théordme VILL que, si ¢ est une constante,

on a a(f+e) =a(f), k=1,2,...,p. .
Supposons que f(z) soit une fonetion en escalier. Nous écrirons

f= (11322’ srey )“p))

8 f(z) = A sur Fy, b =1,2,...,p. Les fonctionnelles a(f) sont alors
des fonctions de p variables A;, s, ..., 4, définies pour toutes les valeurs
réelles de ces variables. Désignons, comme plus haut, par G(z, Fy) la
fonction égale dans le domaine D, (Fy) & la fonction de Green de ce do-
maine de pole & linfini et égale & zéro en dehors de D, (Fy).
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XIV. Les fonctions ay(f),
sutvantes:

1° 8i, k btant five quelconque,

k=1,2,...,p, jouissent des propriétés

A g/’l,-——gﬁ}ltG(z,Fk) pour tout jFEk, ona of)=1,
> Ay +£1:a§('(z y By pour um j#k, ona af)y=0
2° Quelles que soient f = (A, dgy .oy ) € = (N, 25,..., 4) on
a Dinégalité
(80) }2 (=) [en(f) — au(H] < 0.

Démonstration. 1° 8i 4, < A;—max@(z, Fy) pour tout j =k,
Fy

il résulte du théoréme X que E* = B et par suite a,(f) = 1. Suppo-
sons qu’on ait
A > A,+max@G(z, F,),
i

ol a # & est fixe. 8i Pensemble Fj n’était pas vide, on aurait en tout
point z,e Fy .
Ay =1og D (2, B, 1, f) <log®(z, F,, 1, ),
car on a, quel que soit 2, P(z, E,1,f) g
log®(2, F, 1, f) = A+ G(z, F,), on aurait
< At @, Fo) < A+ max (2, F),
B
ce qui reste en contradiction avee 1’hypothése. Par suite 1’ensemble F},
est vide et a(f) = 0.

2° Roient #™” et ™) deux systémes de points extrémaux de B
correspondant respectivement & o = |¢—(|exp[—f(2)—F()] et o =
= ls—{] exp[—f'(2)—f'(¢)]. Alors

V(@™ o) = V(a)

@(z,]f’“,l,f) ety comme

) exp[—n 3 Az (n N

> V(@™ ") exp[—n Y heuln, 1)),
=V @™ exp[—n3 2sm(n, ')
>V (@™7) exp|—n T pmin, 1))
oll la somme 3 est dtendue aux valeurs 1,2, ...y p de k. Puisque

[V(a:(""’), lo)]zln(”+])~>v(E, ),
on &

v(B, o) = 0,(E, o) exp[— 23 han(f)] = vo(E, o) exp| —2 Y a(f)],
P, @) = (B, of) exp[ -2 FEerlf)] > (B, ) exp[~2 Tk

V(@™ o)

[V (&™) I o 0 (B, @)
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d’ott Pon déduit les relations

_ 1 2o (E , w)
(51) gzkuk =5 le S0
1 v(E, o)

»
(Ao (') < log <Z o~ o) (1),

52 Ptk
(52) 2 v(E, o) =4

e

k:

I
—~

dont la derniére entraine (50).
Remarque, Dans le cas p = 2 on a B = Fi+F, o (f) = 1—ay(f)
et linégalité (50) se réduit, dans ’hypothése 1; = 21 & la suivante
(B—2) [ax(f)—aa(f)] < O.

T1 s'ensuit que lorsque f = (4, 4;) croit sur F, sans varier sur F,, la fon-
ctionnelle a,(f) décroit (au sens large) et on a

ap(f) =1 s < i—maxG(z, F),
Pt

a(f) =0 si 2> A+maxG(z, ).
Fy » -

De (51) on tire

1 E,1, $
(a=iea(l) = —ht 5 1 2B, 1, 1)

v(#,1,1)

et on a vu que la fonctionnele (¥, 1, f} = ¢(F, ) est continue par rapport
& f, done, si v,(E,1,f) =0v,(B, »w) Dest aussi, la fonctionnelle a,(f)
varie continuement avec f-

Retournens au cas général olt B = Fy+F,+...+F,. On a vu qu'éa
toute fonction f = (A, g, -.., Ap) correspond un systeme de p fonction-
nelles &, (f), as(f), ---, ap(f) remplissant les conditions (49). Supposons
que, inversement, & tout systéme de p nombres ay, g, ..., @y TeMPIis-
sant les conditions (49), corresponde une fonetion f = Zl,/la, ey Ap)
telle que « = ag(f), k=1,2,...,p %).

Considérons le systéme o;(0), a;(0),..:,
si 4> 0 est suffisamment petit, le systéme

@ (0) 44, a3(0)—2, az(0), ..., 4p(0)
..., lp) ume fonction en esca-

0,(0) et remarquons que,

remplit les conditions (49). Soit g = (L, &,
lier, définie sur ¥ de maniére que

alg) = @ (0)+2,  ax(g) = 02(0)—4,
Formons la fonction
F(z) = [p(2, D

9) L'existence d’une telle fonction f sera examinée dans un autre travail.

aplg)y = ax(0), Kk =3,4,...,p.

1, 9)/e(2, Dy, 1, 0)]1/;' ot Dy = Dy(H).
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Elle est holomorphe dans le domaine D, le point 2 = co y ecompris,
continue dans D+ et son module sur le continu F, est égal & ¢4 car

@, Doy 1,00 = €%  |o(2, Do, 1,0)| =1  si

D’aprés ce qui préecéde, lorsque z parcourt une fois un contour C)C.D,

entourant le continu Fy et n’enfourant aucun des continus Fy, i ;ékw
Pargument de ¢(2, Dy, 1, g) croit de.2may(g) et celui de ¢(2, D, 1, 0;
augmente de 2may(0). Par suite, lorsque z parcout Oy, 'argument de F(2)

ZEFk.

1° augmente de 2z si &k =1,

2° diminue de 2x sik =2,

3° ne change pas si k= 3,4,...,p.
Il s’ensuit que la fonction w = F'(z) est uniforme et univalente dans le
domaine D, (E) et représente ce domaine sur une couronne circulaire
r < |w| < B pourvue de p—2 coupures situées sur des circonférences
concentriques (une telle couronne est dite domaine canonique de Koebe).
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Remarks on the stability problem for parabolic equations
by W. Mrax (Krakéw)*

The problem of the stability of solutions of parabolic equations
has been investigated by Bellman [1], Prodi [4] and Narasimhan [3].

In the first part of this paper our considerations are based on the
generalized Westphal-Prodi theorem given in [2]. In the second part
we discuss the stability problem for systems of purely non-linear equa-
tions of parabolic type. We apply a theorem concerning the evaluation
of solutions of parabolic equations given by J. Szarski in [5].

Part I 1. Suppose G is an open and bounded region lying in the
space E™ of points (21, ..., Tm). Denote by B the Cartesian product of
@ and the interval (0, o), B = @x (0, oc). We denote the boundary
of @ by I B denotes the closure of B.

Suppose the sequence of functions g (@, 1)y eeny Un (2, T) 18 & solu-
tion of the parabolic system?)
02 02, 2

(1) ) (s=1,2,...,0).

at

We say that u = (U, ..., Up) i & stable solution of (1) if for every
&> 0 there exists such &> 0 that for every solution v = (vy, .-, Vn)
of (1) such that w;(w,1) = vi(x, 1) for (z,t)el'x{0,00) (i=1,...,7m)
and |ug(z, 0)—o; (2, 0)| < 8 (i = 1,...,m) we have the inequalities
Jug (@, §)—vi(a, O <&, (2, tyeB (i =1,...,7).

Now we investigate systems of the form

=F | x,t,21 cnesfny =
s s vy Ry h e (3] awi axiawk

0%

(2) py = Ly[s]+fal@s by 21y ooy 2n) (s = 1,2, .05 0),
where L, is the elliptic differential operator of the form
L[0] = Zm a5 () A
s o ik 61'46.'1“1‘ ’

f k=1

* T wish to express here my thanks to J. Szarski for reading the manuseript of
this paper and for his valuable remarks.

1) On the definition of the parabolic system see [2] and [5]. Our systems are
normal parabolic systems.
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