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Or, on prouve aisément que lorsque f(z) est un polynéme aux coeffi-

clents entiers, d’un degré n avbitraire,
fl@) = aomn+axmn~1+“2mn—z+- ey By,

et si F(0)=0 (mod 9) et f(3)=0 (mod 9), alors f(6)=0 (mod 9).

Démonstration. Si 7(0)=0 (mod 9) et f(3)=0 (mod 9), alors
@, =0 (mod 9) et 3a, =0 (mod 9); il &ensuit que 6a,_,==0 (mod 9),
done 6a,_,-+a,=0 (mod 9), et puisque f(6)=6a,_;-+a, (mod 9), alors
7(6)=0 (mod 9), c. q.f. d. :

5. Nous examinerons enfin le cas m=10. On prouve aisément que
a*==g (mod 10) quel que soit le nombre entier z. Il suffit done d’examiner

les polynémes de quatridme degré, comme c’etait le cas pour le module 8. -

Nous allons démontrer que & f(x)= aa'+ba'+ea’+dvt+e e F(2)=0
(mod 10) et f(B)=0 (mod 10), alors f(0)==0 (mod 10) et f(7)=0 (mod 10).
Démonstration. Si f(2)=f(5)=0 (mod 10), alors
16a-+8b-+4¢+2d -6 = 0 (mod 10)
et

625a+125b--2b¢+5d-+¢€ = 0 (mod 10),
done

6a+8b+4c+2d+e="0(mod 10) et Ba-+5b+5c+Bd+e= (mod 10).

Bn multipliant la premiére de ces congruences par 5 et la seconde
par 4, on obtient 5e=0 (mod 10) et 4e=0 (mod 10), done e=0 (mod 10),
c'est-a-dire f(0)=0 (mod 10). Aprés l'addition de deux congruences on
obtient a--3b-9¢-+7d-+2¢=0 (mod 10) ou, puisque e=0{mod 10), on
obtient a4-3b--9¢+7d+e=0 (mod 10). Puisque toutefois f(7)=:a-43b-+
+9¢+7d+¢ (mod 10), on a f(7)=0 (mod 10), c. q.£. d.

Remarque. Selon le théoréme de Rédei, pour chaque nombre natu-
rel m>1 et pour chaque nombre entier z on a ™ =4"""™ (mod m), olt ¢
est la fonction de Gauss. Il en résulte que dans les congruences modulo m,
tout polynéme f(x) peut étre substitué par un polynéme g(x) de degré
<m, tel que f(x)=g¢g(z) (mod m), pour chaque w.

Le théoréme de Rédei ne donne pas toujours la réduction optimale
du degré du polyndme, ce qu’on voit p. ex. lorsque m==6. Selon le théo-
réme de Rédei, on obtient #®=x* (mod 6) pour # entiers, tandis que nous
avons ’=w (mod 6).
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Sur une solution de I'équation da mouvement
permanent du fluide visqueux

par J. WoLsEA (Warszawa)

1. Introduction. Dans I’hydrodynamique dun fluide parfait
on déduit une équation dite 1’équation de Helmholtz

(1) AW |dt = (WP )v

ol W=rotw, et v exprime la vitesse du fluide. I’équation (1) illustre les
deux théordmes de Helmholtz. L’équation du mouvement du fluide
visqueux a la forme

(@) aw [dt = (WV yo+r AW

ol » est le coefficient de viscosité cinématique. I’équation (2) est appelée
I’équation de Helmholtz généralisée.

L'équation (2) devient plus simple, quand il g'agit du mouvement
plan, puisque alors v,=0, et v;,v, ne dépendent pas de la coordonné =z.
Dans ce cas l'équation de continuité a la forme 0v,/0x+0v,[0y=0 ce
qui permet d’introdnire la fonction, dite fonction du courant, définie par
les égalités v,=0¥/dy, v,=—0¥[0n. La composante W, du vecteur W
west pas nulle et ’exprime comme il suit

W, = Ov, |02 —0v, [0y = —AF
donc dans ce cas 1’équation (2) devient

¥ 9
@) 04w | 0¥ 0A¥ 0¥ 0A¥ .,y

ot + dy Oz ox Oy
Dautre part, si le mouvement du fluide est permanent, la fonc-
tion ¥ ne dépend que de z et y et 'équation (3) aura la forme

q
@ OF o4¥ O¥ AW iy

oy 0w dw Oy
Hamel [1], Oseen [2], Rosenblatt [3] g’occupaient de 1’équation. (4),

en donnant quelques solutions singuliéres.
Iréquation (4) est une équation différentielle non-linéaire, du type

elliptique. Ce type d’équations a ét6 4tudié récemment dans le cas liné-
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aire, & aide d’une méthode nouvelle par J. N. Vécoua dans une momno-
graphie [4]. La méthode de Vécoua ne peut pas étre appliquée directe-
ment & 'équation (4). Dans notre travail nous ne faisons usage que du
changement de variables de J. N. Vécoua.

2. Solution du probléme. Pour résoudre I’équation (4) intro-
duisons les nouvelles variables
(5) p=wtty, {=z—iy
qui prennent les valeurs complexes conjuguées, si x et y sont réelles.
D’aprés (5) nous avons évidemment
1 1 .

(6) p=g(etl), Y= (e—0).

Si dans la fonetion analytique F des deux variables « et y, nous sub-
stituons les expressions (6) — la nouvelle fonction holomorphe f(z,¢)
représente un prolongement de la fonetion F(x,y) dans 1’éspace des

variables complexes. Bvidemment f(z,¢)=F((2-+£)/2, (2—)/24).
Introduisons maintenant les opérateurs
o 1(a .90 0 1
@ %=1l w) %5l )
remplissant les conditions suivantes
ap 0(1 0‘1 010
(8) 0z”(6§“) P (02,,) (p,g=0,1,2,...)

De cette maniére on a défini les opérateurs

or+e 1 0 ALY L0\
(9) W.=—2‘m( )(‘(3—3'}‘+7"éy) (7),4=071727~-)‘

0z 1517
En particulier il en résulte 46°/020f=0"/0a"+0%|0y =4 et

A 64 az 62 2

(10) 1/6 020 (c’)wz T ayz) =44.

Les opérateurs 0/0z et 0/0, peuvent &tre appligués & chague fonetion
dérivable des variables et y. Pourtant les expressions df/de et df/d:
sont identiques aux dérivées partielles de la fonction f(z,{) seulement
dans le cas, ol la fonction f est holomorphe par rapport & z et ¢. Bn gub-
‘stituant les expressions (7)-(10) dans I’équation (4), nous obtenons

dp i g f)aqz i 0 B%
11 - .. e
(1) 0208 2 dr 0200 + 2

icm
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ol ¢(2,0)="Y((2+¢)/2, (2—1)/2i). L’équation (11) représente la forme
complexe de Péquation (4). D’aprés (7), (8), (9) nous avons 8%p 20
=0%[0t0z et I’équation (11) peut étre écrite sous la forme
64 2 12 2
v U [Bw/zf’z] ) O [op/otT _
020t oL azz

oL 'on a posé A=1i/4v, ou bien sous la forme

4
=0

ol 2, et {, sont les points fixes dans le plan de la variable complexe. Si
la fonction ¢(z,{) satisfait & 1’équation (12), elle satisfera & 1’équation
transformée de la forme

o[ 2EN e

P s . ¢
18 pe0—1f <z—t)[igt’fl] w1 f(¢
2 o

ol g(2,¢) est la solution holomorphe de I'équation 8%p/92%0:%=0 et
 ‘s'exprime sous la forme suivante

(14) @0 (2,0) = 2P (£)+{ Dy (2) + P (£) +Ds (2)

ot &,,®d,,D,,D, sont les fonctions holomorphes arbitrairement choisies
dans le domaine [z—zo|<a, |£—Eol<a.

Nous allons résoudre maintenant 1’équation intégrale (13). D’abord
nous posons

@0 OuEnl) 000 _yiae.

=0(2
0z 0¢ o 0z
Si la fonetion ¢(2,£) satisfait & 1’équation. (13) — les fometions ¢(z,{),
w(2,8), v(#,C), w(#,l) satisferont au systéme de quatre équations inté-
grales non-linéaires -

(15) 2,),

7 4
P(2,5) = po(2,8) 44 f (z—1) [ (s, ¢) Pdt—2 f (¢—7)[o(e,7)Fdr,

-Hf[u O di— zzj —v)o(z,7)w(z,7)d7,
v(2,8) =v(2,¢)+24 f (s—tyu(t, ) w(t, ) di—2 f [v(z,7) v,
: &o

1
w(z,0) =wo(z,c)+2zfu(t,ow(t,odt—%fv(m)w(m)dr
z o
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ol l'on a posé

dgolz, ¢ o Oge(2,0)
uo(z,c)z q)o;z Lj)y 170(2',4.) Z‘(Z’%C_"v

(]7) 15 s 2 I
duy(2,)  Onglz,l) gz, 0)
W) = = Ty T Taear

Réeiproquement, si les fonetions w(z,¢), v(2,8), u(2,{), ¢(2,¢) sabis-
font au systéme (16) il en résulte que les égalités (15) sont vraies et la
fonction ¢(2,l) satisfait & D'équation (13) et & 1’équation proposée (4).

Appliquons la méthode des approximations succéssives au systéme
(16). Formons donc quatre suites infinies de fonctions

oy F1y Tay «ovy Pay ooy

Ugy Uyy Uy «oey Upy -ony

(18)

Yoy V1y UVay cevy Uny ooy

Wy Wiy Way «eey Wy, ..

“définies par les relations de recurrence

Pna(2,0) = go(2,) +;Lf 2—t) [t (2, &) Pl — zf —7) [ (2,7) PPt
U1 (2,0) = U (2,0) +,1j[un O)Pdt— 2/1[5 7) 0 (2,7) Wy (2, 7) dv
(19)
Vnsa (2,€) =vo<z,c)+2zf(z——t)un<t,:)wn<t,:)dt~zf[mz,r)}"dr,
4 4]

2 ¢
W1 (2,8) = 10(2,0)+22 [y (8,£)10,, (8, £) A —24 [0, (2, T (2, 7) dv
- 20 Zo

la fonction initiale py(2,¢) étant holomorphe par rapport a 2 et ¢, définie
par (14). Les fonctions u,(z,L), v(2,{), we(2,L) sont déterminées par les
formules (17). Nous allons montrer d’abord, que 1’on peut former les
suites (18), sous la condition, que les modules de |z—zy| et |{—&,| sont
suffisamment petits. Soit 4 la plus grande des bornes supérieures des
modules des fonetions g,,u,,vy,%,:
(20) ol <4, lul<4, |ol<4d, |wf<4
dans le domaine [z—z)|<a, |{—{)|<a.

Supposons, que les fonctions gy, u,,v,,w, satisfont & la condition
(21) lpnl < B, |un| < B,

fon] < B, lwn| < B

icm
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ol la constante positive B, plus grande que A est fixée arbitrairement.
Cherchons une telle condition pour @, pour que les fonetions Pni1y
Vpt1;Wp 1 Satisfassent aux inégalités (21).
avons

Uny1y
D’aprés (19) et (20) nous

[@nsal < A‘HA]Bzazy

| g1| < A-+|A| BPa® 1| Bla,

[nsa] < A+(2] B*a®+|2| B’a,

[ Wy 1] < A-+2]3{B%a.
Il en résulte, que si a vérifie les inégalités

BTYB— AP,

o<a<) L1 1 (1+4“(B"A))1/2
2 "2 [ B® !
(B—4)(4[2]B*™
les fonctions g1, %ni1,Vnys,Wayy Satisfont aux conditions (21) et alors
les suities des fonetions successives sont définies. Nous allons démontrer
maintenant, que les suites (18) sont convergentes, et que les fonctions
limites donnent la solution du probléme. D’aprés (19) nous avons

2
Prir—Pn= 4 [ (2—1) (=) (U +2tp_y) d—

2

4
=2 [(E=7)(v,
1}

'—"vn—-l) (’Dn +vn—l) d‘b‘,

2
u’n+l"’unzlf (un““un—l)(uﬂ‘{"un—l)dt_

2

[4
—22 f (& =) [0 (B — V1) Vs (10, —10_1) ]I,

Dy — Uy = zaf (2—1) [, (1,

Zo

_’lf

z

7'0n—|-l—wfn= 21f[wn(un'_un-—l)‘f‘un—l(wn““ww—l)df’—
2

1
—2A [ [oon
o

— U1 )—}—’LL,,_ (w ”_wn—l)]dt—
/Un +’Uﬂ.—1)d‘t’

n—Vn_1)

Vn _':Un—l) +,Un-1 (wn'—wn—l)]dr .

Annales Polonici Mothematici ITL. 2
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Draprés (20), (21) et (15) il résulte

— t—tof? [le—z] +12 | T
I — ol < |24 - P) : A4 s : o <IAAT S H‘“gl“]“

Ty ,
2 21

—3 B
=l < 2AAPA%(A 1 B) LEHITEZLIT

lps — o] < 2°2P 4% 4 + B)B

Uz—‘zol_‘t[.f—CdF
4!

ol en général
oIn—-1)7m+1 2pna1 LB =20+ 5| T
(Pnss =l < 2R AL B) A S S
Llexpression [|z—zy| 4] —E5o| "2 /(0 42)! est le terme du developpement
en série de la fonetion exP (e —zy| 4-1{—(of) convergente pour toute va-
leur de |z—zy|4-|;—£,|. Nous pouvons tirer de ce qui préeéde la conclu-

00
sion suivante: La série Z(«p,, +1—@y) est uniformement convergente, et
n=0

la suite {(pn} est convergente. De la méme fagon nous pouvons montrer
la convergence des séries

0 0 oo

2 (“n-yl“%z): 2( 2 (Wn-i-l—‘wn)

N==0 n=0 Ne=0
et des suites: {u,}, {v,}, {w,}]. Les fonctions limites

Vpg1 =)y

’U(z,C) :—"Hm”n(zag)}
w(z,{) =limw,(z,{)

®(2,0) = Hm g, (2, ),

u(2,4) = lim u, (¢, ),
donnent la golution du systéme (16). La preuve que la solution précé-
dente du systéme (16) est unigue, sera la méme, que dans la méthode
des approximations successives en général. La fonction ®(2,0) satisfai-
sant au systéme (16) satisfait de méme aux équations (13), (12) et (11).
La fonetion ¥(z,y)=p(e,t) donne la solution de Péquation proposée.
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Some properties of plane sets with positive
transfinite diameter

by A. SzYBIAK (Krakéw)

The main object of this work is to strenghten Kellog’s lemma, which
states that if the boundary of the domain containing oo has the positive
transfinite diameter [1], then there exists on this boundary a point which
is regular for its Green’s function. The first part contains some theorems
from the general theory of the integral. The theorems in the second part
are not new, but the method of the proofs seems to be new. It is shown
that a Green’s function constructed by the extreme points-method [5]
is equal to that constructed by Frostman’s “masse du balayage” [2].
The third part considers the so called “polynomial condition?”’ ([4], [6])
and, as its consequence, the above lemma of Kellog.

I. The following two theorems are given without proof. The proofs
are to be found in Frostman’s paper [2].

Let X be any set in the Cartesian space, X denote the elass of Borel
sets. Let {u,} be a sequence of measures on (. Let {f4} be a sequence of
continuous functions converging to any function f. Then we have

TemorEM 1. If the set {p,(X)} is bounded, there exists a subset {#ona),
convergingl) to some measure pu.

THEOREM 2. If the sequences {u,} and {f,} are uniformly bounded
on X, po—>py fo—>f uniformly, then

(1) im | f,du,= | fdu.
I [1ti=

I shall prove

THEOREM 3. If the functions f, are lower uniformly bounded on X,
fn2 M, continuous, and for every >0 there exists a set e=e, such that

(i) ple)=limu,(e)<e and

N0

(i) all [ful, except a finite number, are uniformly bounded on X—e,

then

() tm [ fudp> [ fau.

n—rco X X

1) For the definition of this convergence cf. [2].
2%
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