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Comme #>1, il ne nous reste qu’ad examiner le cas y=2, a==1, t=3.
Dans ce cas (1) donne #F—2°=1, d’olt 2°=9 et vu que 2>1, on trouve
z=3, #=2.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
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Sur les congruences aux racines données *

par M. M. CHOTNACKA-PNIEWSKA (Warszawa)

I1 est connu que pour chaque suite finie de nombres réels ou com-
plexes &;,%,,...,a il existe un polynéme f(x), dont les racines sont seule-
ment les nombres z,%,...,%. On pose la question: lorsque m est un
module donné, et Xy, @y ,..., o, un systéme fini arbitraire de vestes différents
modulo m, cest-a-dire de nombres de la suite 0,1,2,...,m—1, existe-i-il
toujours un polyndéme f(x) aux coefficients entiers, pour lequel les racines
de la congruence f(x)=0 (modm) seraient seulement les nombres @,,o,
«.y iy €t les mombres congrus avec ces nombres modulo m?

On examine différents cas de module m: m premier et m composé.
I Siom est un nombre premier, alors la réponse & la question ci-
-dessus est positive et le polyndme cherché sera
fl@) = (z—a) (@—a).. (B—m) .
En effet, les racines de la congruence
(@) = (@—3,) (@—2y)...(x—2) = 0 (mod m)
sont seulement les nombres congrus modulo m avec un duelconque des
nombres entiers z,u,,...,4;. Pour obtenir, notamment,
(@ —ay) (2 —ay). . . (6 —2) = 0 (mod m),
il faut que z=w; (modm) pour un ¢ de la suite 0,1,...,%.

IL Si m est un nombre composé, le probléme n’est pas si simple.

1. Soit m=4. Les restes de ce module forment lo suite 0,1,2,3. On
vérifie que pour chaque suite @y,%y,... Ty, 0% k<4 et By, 2,,...,0; sont des
nombres différents de la suite 0,1,2,3 4l existe un polyndme f(x) du degré
<8 aux coefficients entiers, powr lequel les racines de la congruence f(x)
=0 (mod 4) sont les nombres @,,@s,...,%;, €t uniquement ces nombres,
ainsi que leurs nombres congrus modulo 4.

* Communication presentée le 20 juin 1952 & la Societé Polonaise de Mathé-
matiques, Section de Varsovie.
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Démonstration. Soit ml,q:z, i, une suite finie arbitraire des
restes modulo 4. Alors ’

(a) lorsque k=1, le polynéme cherché est (ce quon peut aisément
prouver) f(z)=x—x; )

(b) lorsque k=2, pour z, =0, £,=1, ou 2,=0, 1,=3, on z;=1, 2y =2,
ou enfin #;=2, x,=3, le polyndme exigé sera f(v)=(#—m)(x—ax,).

Si, par contre, #=0, =2, on peut admettre f(z)=2, ainsi que,
lorsque #;=1, @,==3, on peut admettre f(x)=2(x—1);

(¢) lorsque k=3, on obtient f(z)=(—,)(2—a,)(#—ay), notamment
lorsque #;=0, @,=1, 23=3, on peut admettre f(z)=wx(2*~1); et pour
w =1, &=2, x,=3, on peut admettre f(z)=(s"—1)(@—2);

- (d) lorsque k=4, le polyndéme cherché est f(x) =g (x—1)(x—2)(r—3).

Ainsi la réponse au probléme posé, dans le cas du module composé
m=4 est positive, comme dans le cas du module premier.

2. Soit m=6. On constate ici que toute congruence f(z)=0 (mod 6),
oll f(#) est un polynome aux coefficients entiers, est éqmvmlen‘re a la
congruence g(z)==0 (mod 6), ol g(») est un polynéme aux coefficients
entiers du deuxiéme degré tout au plus. Cela s'ensuit du fait que
=z (mod 6) pour chaque nombre entier #. En effet, x*=x (mod 6) signific
que (#—1)@(x+1)=0 (mod 6). Or, si & est nombre entier, (x—1),,(x41)
sont trois nmombres entiers successifs. Parmi ces nombres an moing un
est toujours pair, c’est-d-dire divisible par 2, et un parmi ces nombres
est divisible par 3, leur produit sera done d1v151b1e par 6. Il suffit alors
pour un module 6 d’examiner des polyndémes aux coefficients entiers du
deuxiéme degré tout au plus. On y peut prouver que lorsque f(z) est
justement un tel polynéme et si f(1)=0 (mod 6) ainsi que £(2)==0 (mod 6),
alors on a aussi f(4)=0 (mod 6) et #(5)=0 (mod 6). Il s’ensuit qu’il
nwexiste pas de polyndme aux coefficients entiers pour lequel la congruence
f(@)=0 (mod 6) eurait seulement des racines 1 et 2.

Démonstration. Supposons que f(n) =ar?-tbstc Si f(1)
=0 (mod 6) et f(2)=0(mod6), on a @-4b-re=0 0 (mod 6) ainsi que
4a-+2b+4-0=0 (mod 6). Done, aprés soustraction des deux dernidéres con-
gruences, il résulte 3a-+bh=0 (mod 6), donc 6a+4-2b=0 (mod 6), et 2b
=0 (mod 6), et —2b=0 (mod 6).

Vu que a-b4e=0(mod6) et —2b=0 (mod 6), il résulte, aprés
addition, a—b-+e=0(mod 6), dont il s’ensuit que f(—1)==0 (mod 6).
Puisque ' 83==—1 (mod 6), on trouve 1(6)==0 (mod 6). Pulsque —20
=0(mod 6), on a —4b=0 (mod 6), et vu que 4a-+2b-4-0==0 (mod. 6),
il résulte que 4a—2b+0=0 (mod 6), ce qui signifie que f(—2)==0 (mod 6).
Mais 4=—2 (mod 6), donc aussi f(4)=0(mod 6). Tl s’ensuit que les
nombres 5 et 4 sont des racines de congruence f(x)=0 (mod 6), c. q. . d.
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D’une maniére analogue on peut démontrer que lorsque f(x)=aa®+
b0 et 6]f(0) ainsi que 6|f(1), alors aussi 6]f(3) et 6|f(4

Démonstration. Il s'ensuit de 6|f(0) et 6|f(1) que ¢=0 (mod 6)
aingi que a-+b=0 (mod 6), donc 3(a+b)=0 (mod 6) et 4(a+b)=0 (mod 6).
Mais, vu que 6l¢, on a f(3)=9a+3b+c=3(a-+b) (mod 6), c’est-a-dire
7(3)=0 (mod 6) ainsi que f(4)=164-+4b+c=4(a-+b) (mod 6), ¢’est-a-dire
7(4)==0 (mod 6), c. q. f. d.

On a prouvé done, gu’il n’existe pas un tel polynéme f(x) aux coeffi-
cients entiers, pour lequel la congruence f(x)=0 (mod 6) aurait seulement
des racines 0 et 1. ’

On peut enfin démontrer que la congruence du deuxiéme degré, aux

" racines 2 et 3 a aussi les racines 0 et 5.

Démonstration. Soit f(z)=ar’+bz+ec. Vu que 6]f(2) et 6[f(3),
on obtient 4a-+2b-4-c=0 (mod 6) et 9a+3b+c¢=0 (mod 6), ca veut dire
3a-+3b+¢=0 (mod 6); d’ot —a-+4b=0 (mod 6). Vu dque 6|4a-+2b+-¢,
on a 6|8a-+4b-2¢, done 2a+4b+420=0 (mod 6) et 3a+3b+4c=0 (mod 6).
Done, aprés avoir soustrait —a-+b-+c¢=0 (mod 6), et ayant pris en con-
sidération que —a-+b=0 (mod 6), on obtient ¢=0 (mod 6), ce qui prouve
que f(0)=0 (mod 6).

Puisque —a-+b=0(mod 6), on a a—b=0(mod 6), d’ol, vu que
¢=0 (mod 6), on trouve a—b-c¢=0 (mod 6). Or celd signifie que f(—
=0 (mod 6), ¢’est-a-dire f(5)=0 (mod 6), c. q. f. d.

3. Soit m=8. ('est un cas olt on peut se servir de lidentité o*
=o* (mod 8). En effet, on a o°—a’=a"(4—1), et = étant pair, le premier
de ces facteurs est divisible par 8, tandis que pour z impair — le second
est divisible par 8. Grice i cette identité, le module étant 8, il suffit
d’examiner les polynémes de quatriéme degré tout au plus. Mads si f(x)
=au®+ba’ +-et+dr+e et f(4)=f(6)=0 (mod 8), on peut démontrer
qu’en ce cas-la f(0)=0(mod 8) et f(2 0 (mod 8). .

Démonstration, Si f(4)=f(6)=0 (mod 8), alors 4d-+e=0 (mod 8)
ot 4¢-+6d+e=0 (mod 8), donc 4¢-+2d=0 (mod 8), et évidemment 8c+
+4d==0 (mod 8), @0l il ’ensuit que 4d=0 (mod 8) et =0 (mod 8). Cela
prouve que f(0)=0(mod 8) et, lorsque 4e¢+6d+e=0 (mod 8) et 4d
=0 (mod 8), on obtient 4c¢+2d-+e=0 (mod 8). Puisque f(2)=4c+2d+
¢ (mod 8) on a f(2)=0 (mod 8).

4. BExaminons maintenant le cas m=9. On peut vérifier, que dans
le cag de chaque » entier on obtient 2*=a* (mod 9). La réduction du dengé
du polyndme f(x) est évidemment peu importante vu qu’on devrait
examiner des polvnomes de septiéme degré. En quelques cas ¢’est méme

superflu.
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Or, on prouve aisément que lorsque f(z) est un polynéme aux coeffi-

clents entiers, d’un degré n avbitraire,
fl@) = aomn+axmn~1+“2mn—z+- ey By,

et si F(0)=0 (mod 9) et f(3)=0 (mod 9), alors f(6)=0 (mod 9).

Démonstration. Si 7(0)=0 (mod 9) et f(3)=0 (mod 9), alors
@, =0 (mod 9) et 3a, =0 (mod 9); il &ensuit que 6a,_,==0 (mod 9),
done 6a,_,-+a,=0 (mod 9), et puisque f(6)=6a,_;-+a, (mod 9), alors
7(6)=0 (mod 9), c. q.f. d. :

5. Nous examinerons enfin le cas m=10. On prouve aisément que
a*==g (mod 10) quel que soit le nombre entier z. Il suffit done d’examiner

les polynémes de quatridme degré, comme c’etait le cas pour le module 8. -

Nous allons démontrer que & f(x)= aa'+ba'+ea’+dvt+e e F(2)=0
(mod 10) et f(B)=0 (mod 10), alors f(0)==0 (mod 10) et f(7)=0 (mod 10).
Démonstration. Si f(2)=f(5)=0 (mod 10), alors
16a-+8b-+4¢+2d -6 = 0 (mod 10)
et

625a+125b--2b¢+5d-+¢€ = 0 (mod 10),
done

6a+8b+4c+2d+e="0(mod 10) et Ba-+5b+5c+Bd+e= (mod 10).

Bn multipliant la premiére de ces congruences par 5 et la seconde
par 4, on obtient 5e=0 (mod 10) et 4e=0 (mod 10), done e=0 (mod 10),
c'est-a-dire f(0)=0 (mod 10). Aprés l'addition de deux congruences on
obtient a--3b-9¢-+7d-+2¢=0 (mod 10) ou, puisque e=0{mod 10), on
obtient a4-3b--9¢+7d+e=0 (mod 10). Puisque toutefois f(7)=:a-43b-+
+9¢+7d+¢ (mod 10), on a f(7)=0 (mod 10), c. q.£. d.

Remarque. Selon le théoréme de Rédei, pour chaque nombre natu-
rel m>1 et pour chaque nombre entier z on a ™ =4"""™ (mod m), olt ¢
est la fonction de Gauss. Il en résulte que dans les congruences modulo m,
tout polynéme f(x) peut étre substitué par un polynéme g(x) de degré
<m, tel que f(x)=g¢g(z) (mod m), pour chaque w.

Le théoréme de Rédei ne donne pas toujours la réduction optimale
du degré du polyndme, ce qu’on voit p. ex. lorsque m==6. Selon le théo-
réme de Rédei, on obtient #®=x* (mod 6) pour # entiers, tandis que nous
avons ’=w (mod 6).
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Sur une solution de I'équation da mouvement
permanent du fluide visqueux

par J. WoLsEA (Warszawa)

1. Introduction. Dans I’hydrodynamique dun fluide parfait
on déduit une équation dite 1’équation de Helmholtz

(1) AW |dt = (WP )v

ol W=rotw, et v exprime la vitesse du fluide. I’équation (1) illustre les
deux théordmes de Helmholtz. L’équation du mouvement du fluide
visqueux a la forme

(@) aw [dt = (WV yo+r AW

ol » est le coefficient de viscosité cinématique. I’équation (2) est appelée
I’équation de Helmholtz généralisée.

L'équation (2) devient plus simple, quand il g'agit du mouvement
plan, puisque alors v,=0, et v;,v, ne dépendent pas de la coordonné =z.
Dans ce cas l'équation de continuité a la forme 0v,/0x+0v,[0y=0 ce
qui permet d’introdnire la fonction, dite fonction du courant, définie par
les égalités v,=0¥/dy, v,=—0¥[0n. La composante W, du vecteur W
west pas nulle et ’exprime comme il suit

W, = Ov, |02 —0v, [0y = —AF
donc dans ce cas 1’équation (2) devient

¥ 9
@) 04w | 0¥ 0A¥ 0¥ 0A¥ .,y

ot + dy Oz ox Oy
Dautre part, si le mouvement du fluide est permanent, la fonc-
tion ¥ ne dépend que de z et y et 'équation (3) aura la forme

q
@ OF o4¥ O¥ AW iy

oy 0w dw Oy
Hamel [1], Oseen [2], Rosenblatt [3] g’occupaient de 1’équation. (4),

en donnant quelques solutions singuliéres.
Iréquation (4) est une équation différentielle non-linéaire, du type

elliptique. Ce type d’équations a ét6 4tudié récemment dans le cas liné-
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