6 A. Schinzel

11 en. résulte que 'équation (1) n’a pas de solution en nombres natu-
rels ,y,2,t superieurs & 1 et autres que 3,2,2,3, ol ¥ est une puissance
du nombre 2 4 l’exposant naturel. Bn effet si x,2°,2,1 serait une telle
solution, #,2,z,is serait évidemment une solution de l’équation (1) en
nombres naturels >1 et §’il était £=3, y=2, 2=2, {s=3, on aurait ou
bien s=1, ce qui donne la solution 3,2,2,3, ou bien t=1, ce qui est im-
possible.

Supposons maintenant que x,y,2,f est une solution de Péquation
(1) en nombres naturels >1 autre que 3,2,2,3 et quon a la formule (3).
On a done

(4) ¥ 41 = (y+1),

d’otl, d'aprés 2>1, on trouve t>#, donc t—1>2. Le nombre y ne pouvant
pas, comme nous le savons, étre une puissance du nombre 2, et vu y>1,
il existe un diviseur premier p de y. Soit s 'exposant de la plus grande
puissance de p qui divise y, et s50it ¢ une racine primitive pour le module
p%. Comme, d’aprés ply, on a (y-+1,p%) =1, il existe un nombre naturel ¢
tel que g'=y-+1 (modp®), d'ot, d’aprés p’ly, on a gi=1 (mods®). il
était  g'=1(modp*™'), alors daprés t>1, d'oit g'=y-+1 (modp*H),
on aurait y=0 (modp®*'), done p°t'ly, contrairement & la définition
du nombre s. On a done g*=1 (modp®) et gis=1 (modp**Y). Or, ¢ étant
une racine primitive pour le module p¥ g est de méme une racine pri-
mitive pour le module p°, done d’aprés g*=1 (modyp®), on a (%)), et
comme g's£1 (modp™*Y), on n'a pas @(p)i. On a done PP Hp—1)¢
et on n’a pas p*(p—1)li, d'on il résulte qu’on n'a pas p°li.

D’qutre part, d’aprés ¢'=y-+1 (modp™), (4) et p°ly, on a g = (y 1y
=1 (modp*), dou p™*(p—1)liz, donce se=up®"), ot w est un nombre
naturel. Or comme p*~*|i’ et comme on n'a pas p°ld, on a i=vp*L, oft
(v,p)=1. On a donc ve=p"""Yy et, d’aprés (v,p)=1, on trouve p*“Ve
Or, nous avons trouvé précédemment t—1>2: on a done pl-99p=
>es+1>2+1, ce qui est incompatible avec pt—Y7z,

Le théoréme se trouve aingi démontré.
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Sur Péquation #*—y'=a!, out [p—y|=a

par A. RorxiEwioz (Warszawa)

Le but de cette note est de démontrer le théoréme suivanst
TukorEME. Léguation

(1) -y =d
o o est un nombre naturel, Wwa pas en nombres naturels z,Y,2,t plus grands
que 1, d'autres solutions que =3, y=2, z=2, =3, si

2) : le—yl=a, e (z,y)=1.

~ Pour d—_-1 nous en obtenons le théoréme de R. Hampel.

Démonstration. M. M. Birkhoff et Vandiver ont démontré le thé-
oréme T suivant (cf. [1] et [2], p. 388):

T. 8i a,b et n sont des nombres naturels, a>b, (@,b)=1, et n>>2, le nom-
bre a"—b" a au moins un diviseur premier p tel que pla”—b" et quon n'a
pas pla*—b* pour k=1,2,...,n—1, sauf le cas ot a=2, b=1, n="61).

Supposons maintenant que «,y,2,¢ sont des nombres naturels >1,
differents de 3,2,2,3 respectivement, ¢ — un nombre naturel, et gu’on
a les formules (1) et (2). D’aprés (2) on a & —y=-a, donc

(3) r=y-+ta
et d’aprés (1) et (3) on trouve
(4) ¥'+d = (y+ay.

D’aprés (3) et (#,y)=1 on a (y,a)=1 et d’aprds le théoréme T le nombre
y*—a" powr i>1 a un divisewr premier p tel que piy¥—a* et qu'on
w’a pas ply*—a* pour k=1,2,...,2t—1, sauf le cas ol y=2, a=1, {=3
i y>a eb le cas =2, y=1, =3 si y<<a. On n’a done pas ply'—a’ et,
comme (' —a’) (' +-a') =y*—a?, on trouve ply--al.

D’aprés (4) on a done ply+-a d’ot ply’ —a?, contrairement &
b 2—1, s >

poonjy* —a pouwr k==1,2,...,

) Je donnerai ailleurs une démonstration élémentaire du théordme T.
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Comme #>1, il ne nous reste qu’ad examiner le cas y=2, a==1, t=3.
Dans ce cas (1) donne #F—2°=1, d’olt 2°=9 et vu que 2>1, on trouve
z=3, #=2.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
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Sur les congruences aux racines données *

par M. M. CHOTNACKA-PNIEWSKA (Warszawa)

I1 est connu que pour chaque suite finie de nombres réels ou com-
plexes &;,%,,...,a il existe un polynéme f(x), dont les racines sont seule-
ment les nombres z,%,...,%. On pose la question: lorsque m est un
module donné, et Xy, @y ,..., o, un systéme fini arbitraire de vestes différents
modulo m, cest-a-dire de nombres de la suite 0,1,2,...,m—1, existe-i-il
toujours un polyndéme f(x) aux coefficients entiers, pour lequel les racines
de la congruence f(x)=0 (modm) seraient seulement les nombres @,,o,
«.y iy €t les mombres congrus avec ces nombres modulo m?

On examine différents cas de module m: m premier et m composé.
I Siom est un nombre premier, alors la réponse & la question ci-
-dessus est positive et le polyndme cherché sera
fl@) = (z—a) (@—a).. (B—m) .
En effet, les racines de la congruence
(@) = (@—3,) (@—2y)...(x—2) = 0 (mod m)
sont seulement les nombres congrus modulo m avec un duelconque des
nombres entiers z,u,,...,4;. Pour obtenir, notamment,
(@ —ay) (2 —ay). . . (6 —2) = 0 (mod m),
il faut que z=w; (modm) pour un ¢ de la suite 0,1,...,%.

IL Si m est un nombre composé, le probléme n’est pas si simple.

1. Soit m=4. Les restes de ce module forment lo suite 0,1,2,3. On
vérifie que pour chaque suite @y,%y,... Ty, 0% k<4 et By, 2,,...,0; sont des
nombres différents de la suite 0,1,2,3 4l existe un polyndme f(x) du degré
<8 aux coefficients entiers, powr lequel les racines de la congruence f(x)
=0 (mod 4) sont les nombres @,,@s,...,%;, €t uniquement ces nombres,
ainsi que leurs nombres congrus modulo 4.

* Communication presentée le 20 juin 1952 & la Societé Polonaise de Mathé-
matiques, Section de Varsovie.
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