Sur le probléme de Fourier généralisé

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

Soit un domaine borne Q dans lespace euclidien & 7 dimensions,
limité par I’hypersurface fermée S. Dans cette note nous allons résoudre
le probléme de la recherche d’une fonetion u(4,t), qui en tout point
intérieur A4 (#;,%s,...,2,) du domaine Q et pour ¢>0 dans lintervalle
(0,7) vérifie Péquation de conductibilité généralisée

(1) Ful00—0ulot=F(4,t,u)

s

i
—

v

et en tout point P de la surface 8 vérifie la condition limite
@) (dotfdng) =@ (P, 1, up)
pour 0<i<<T. En outre on pose la condition initiale

(3) u(A,t)thO; Ael.
Le probléme cité était traité par M. Czyzykowski [1] dans le cas F=0
selon la méthode classique des approximations successives, sous la suppo-

sition que la fonction &(P,t,u) vérifie la condition de Lipschitz par
rapport & la variable u.

‘ Dans- ce travail nous' allons présenter la solution du probléme, ex-
primé par les équations (1) et (2), sous les suppositions plus générales

c.oncernaxnt les fonctions F et @. Nous admettons notamment les suppo-
sitions suivantes:

I. La fonction donnée F(4,t,u) est déterminde dans la région fermée

(4) 4eQ+8, 0<i<T, |u <R,
elle vérifie la condition d’Holder par rapport aux variables 4,u:
(A by u)—F (A8, )| < R[4 g, [u—ay[#)

(0<u<1) et est continue par rapport a lo variable t.
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II. La fonction donnée @ (P,t,u) est déterminée dans la région fermée

PeS, 0<t<T, |u<R

et n'est que continue dans cette région.

ITI. La surface S vérifie les conditions connues de Liapounoff.

Le probléme étant irrésoluble, sous ces suppositions, selon la mé-
thode classique, nous allons le résoudre par l'application du théoreme
topologique de J. Schauder [4]:

»Toute transformation continue dun ensemble convexe, borné,
fermé et contenu dans un espace linéaire, normé et complet, en un sous-
-ensemble compact a, au moins un point invariant’.

Considérons done l’équation intégrale

|2
-

:
—]—!Lf%};exp [—-%—)—]d%dr

ol r4p désigne la distance des points A4, B, la premiére intégrale est
analogue au potentiel de la charge spatiale et la seconde intégrale est
analogue au potentiel de la couche simple; ¢(Q,7) désigne une fonction
continue indéterminée. Dans 1’équation (5) on a conservé les signes de
Yintégrale de volume et de surface comme dans l’espace & trois dimen-
sions.

Si la fonection u(4,t) vérifie 1’équation (5), alors elle admet les
dérivées premiéres & intérieur de la région [2,(0,7)] et par conséquent
la fonetion F,(B)=F[B,r,u(B,)] vérifie la condition d’'Holder dans tout
domaine fermé €, situé & lintérieur du domaine Q. Il en résulte, d’aprés
les propriétés connues des intégrales (5), que la fonetion u(4,t) qui vé-
rifie I'équation (5), vérifie de méme 1’équation différentielle (1) en tout
point 4 & Dintérieur du domaine 2 et pour ¢ & l’intérieur de l'intervalle
(0,7). Cette fonction vérifie aussi la condition initiale (3).

Nous profiterons maintenant de l'indétermination de la fonetion
@(P,t) sur la surface S et nous déterminerons cette fonction de facon
que la condition limite (2) soit satisfaite.

En demandant que la somme des intégrales (4) satisfasse & la con-
dition (2) en tout point P de la surface S et en s’appuyant sur la pro-
priété de la dérivée suivant la normale intérieur de l’intégrale de surface
(5), on arrive & une seeonde équation intégrale suivante:

"z
(5) (4 e Lo
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6 (dnp) ffffoPB Coi/z? ['—1(:%22) ]F[B,r,u(B,r)]dQBdr_
(P, t)+ fff’?@ 00:/”1:? ex [__ 4(2%7)](];({)71)6?0@6[1
ﬁqs[P " lffffF[B )Ty unf ,7)1 exi)[— 4(i§f1)]d93d1+
’ )2 Xl)[——;%%)—]da@df]

olt ’on a posé Z:l/(Z]/ ;)"; vpp Aésigne 'angle que fait le vecteur PB avec
1a normale intérieure aun point P. Notre probléme est done amené i la
résolution du systéme de deux équations intégrales (5) et (6) & deux
fonetions inconnues «(4,t) et ¢ (P,t), la premiére dans la région [2,(0,7)]
et la seconde dans la région [S,(0,7)].

Terivons les équations (5) et (6) sous la forme

(7 u(d,t) —szffzv A,B,t—7 )F[B 7,u(B,7)]dRg dv -+
+fffN(A,Q,t—nw(cz,r)da@dr,
08
t .
o(Pyt) =1 [[[N"(P,Q,t—7)¢(Q,7) dogdr—
08

13
— 2 [[[[¥*(P,B,i—0) P(B,7,u(B,)|dQpdr —
t
——21@{P,t,/1ffffN(P,B,t~—r)F[B,r,u(B,r)]d.QBdr~|—
. 0

12
+ [[[¥(2,0,1—7)¢(Q,7)doq )
[

on I'on a posé. pour abréger
N(4,B,t) = (1/t"") exp[ —rkp/4t],

(8)
N*(P,B,t) = (rpp cosvpp [i"*+Y)exp [ —rdp [41].
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Pour démontrer I'existence d’une solution du systéme (7), counsi-
dérons P’espace fonctionel 4 composé de tous les couples [u(4,t),¢(P,t)]
de fonctions réelles continues: u(A4,t) définie dans la région fermée [248,
(0,T)] et ¢(P,t) détinie dans la région fermée [§, (0,7T)]. Cet espace sera
complet, linéaire et normé, si nous adoptons la définition connue suivante
de la distance

(9) 8(U, V) =suplu(4,t)—u*(4,1)|+suple(P,t) —¢"(P,1)|
de deux points
Ulu(d,0); ¢(P,0)],  V[u'(4,1); ¢"(P,1)]
et des opérations linéaires
(10 [wpl+l " = [ut’, o4¢"],  ylu,0]= [yu,vel,

y étant réel.
Remamquons maintenant qu'on a (n>3)

(11) szffN (4,B,t—1) dQBdf_szf dﬁf f -2l =2 gy

"'A

<rury =) [ g orar(y ) f

- 2“*3,11”(—’93 - 1) wplt = I*[2(n—2)

pour tout point 4 eQ-+8, L désignant le diamétre du domaine 2; nous
supposons qu’on a

(12) MpI?j2(n—2) <R,
Mp désignant la borne supérieure de la fonction |F(A,t,u)] dans la ré-
gion (4).

Considérons maintenant dans l’espace 4 un ensemble F, composé
de tous les points U[u(4,?); o(P,?)] qui satisfont aux inégalités

(13) lw(4,0)| <R, |p(P,t)] <RBjs—MUpl?[25(n—2),
s désignant la borne supérieure de l’intégrale

(14) fffl\'(P,Q,t—r)do'Qh:z ff %2[ fqn/z—z -qu] <s
08

Bolat

dans la région [S; (0,T')], cette borne tend vers zéro sile diamétre L tend
vers zéro.

Annales Polonici Mathematici IXI, 9
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L’ensemble E est évidemment conveze; en effet, si deux points
U(u,p) et U (u",p") appartiennent & 'ensemble B, alors tous les points
A—p)U+yT* (0 <y<1) du segment rectiligne, joignant ces points, appar-
tiennent aussi & lensemble E.

En tenant compte des équations intégrales (7), transformons l'en-

semble E & Paide des relations

¢
(15)  w(d,t)= _AffffN(A,B,t—r)F[B,z,u(.B,-r)]dQBdr—(—
8"

7)dogdr,

+fffN (4,9,t—1)¢
:/1ofzjN*(P,Q,z—f)q,;(Q,r)danzf—
——7?ftfffN*(P,B,t—r)F[B,r,u(B,r)]leBdr—
278
—9/1di{P,t,;{‘ffgffN(P,B,t——r)F[B,r,u(B,-n)]d.QBerr

+fijPQ -y T)daqdr}

Nous démontrerons, que les relations (15) font correspondre & tout
point (#,p) de Pensemble F un point déterminé (v,y) de l’espace A.

Dans ce but rappelons d’abord quelques propriétés concernant 1’équa-
tion intégrale linéaire

i
(16) p(P,0) =4 [[[ N*(P,Q,t—7)p(Q,7)doqdr+](P,1)
0 s

ol f(P,t) est une fonction continue déterminée dans la région [8,(0,T)].
L’équation intégrale (16), concernmant le probléme linéaire de Fourier,
était étudiée par lauteur dans le travail [2].

Remarquons donc que 1’équation (16) est équivalente & 1’éguation
itérée

14
(17) y(@,0) =2 [ [ [ M(P,4;Q,7)(Q,7)dogdr+f(P,1)
. 08
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ol I'on a désigné

i
M(P,4; Qo) = [ [[ NP, 1,t—0) N*(I1,Q,t—7) Ao ydc,
IS

(17’) ’ un t
LBt =HP,0)+2 [ [ [ N(P,Q,t—0){(Q,7)dogdr.
08

Par la méthode, exposée dans le travail {2], on obtient une limi-
tation suivante aux faibles singularités séparées du noyau M:

C 1

(t_T)lnah '726(1—26)71—2

(18) M (P,t; Q,7)]| <
ol A<1 est Pexposant positif d’Holder dans la condition de Liapounoff,
6 est une constante positive, inférieure & Punité, arbitrairement fixée,

C est une constante positive dépendant de la surface § et de la constante 6
choisie.

La solution unique de 1’équation intégrale (17) a la forme

i
(19) p(P,1) =2 [[ [ MU(P,1; Q,1)1,(Q,7) dogdr+1(P,1)
08

ou le noyau résolvant MM du noyau M est la somme dune série

(20) M(P,t; Q,7) = z_,l"“M (Pt €,7)  (Mo=DM).
D’aprés la limitation (18) et la relation de réeurrence
(21)  M(Pt;Q,7) fffMPt 0,5, 1, B; Q,7)dondp

les termes de la série (20) sont bornés & partir d’un certain indice a, et
ils vérifient les inégalités suivantes [3]:

1 [T (Oh) =)™
22 M, ., (P,t; —
(22) [ M (P, ;9,7) < oh g oI (+0h)
(»=1,2,...), g et g, étant les bornes supérieures des expressions
Cdo,
(23) Mao<95 ff ,’,.,..(1_23?;,_2 <gl

La présence du facteur I'(»62) au dénominateur de la limitation (22)
assure la convergence absolue et uniforme de la série (20), & partir de I’in-
9*
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dice aq, quel que soit 7 et quelque grand que soit Dintervalle (0,T) de la va-
riable 1.

Daprés la formule
de léquation intégrale

7'), nous pouvons éerire la solution unique (19)
7) sous la forme

(17
a
t
(24) p(P,t) =2 [ [ [ RUP,; Q,0)}(Q,7) doqdr+f(P,1)
[
Q)

(
ol 'on a posé

(25) N(P,t;Q,7) = 2TM(P,1; er)+N*(PvQ§t*T)+
t

1 [ [ [ PP 01,0 N(IT,Q, ¢ —v)do g dl -
T 8
(m .
En nous basant sur les propriétés citées de l’équation (16), nous

pouvons affirmer que la seconde relation intégrale (15) est équivalente
4 la relation

»(P,1) ——lfff%P,t,Qf
R (Q)

ou H est le résultat d’une opération fonctionelle sur les fonctions u et ¢,
déterminée par la formule

t .
H(P,t;u,¢)=—2 [[[[ N*(P,B,t—{)F[B,{,u(B,
0 Q

(26) (@,7; 1t,tp)danr+H(P T3U, @)

(27) £)1aQgal—

17
—210{P,1,2 [[[[ N(P,B,i—0)P[B,¢,u(B,)]1d2pdl+
0 Q2

+ [ 3BT t—0p 0T, 0 o ).
0

Nous en concluons, remarque faite des inégalités (13), que les rela-
tions (15) font correspondre & tout point (u,p) de I’ensemble E un point
déterminé (v, ) de espace A. Cherchons la condition pour que I’ensemble
E' de tous les points (v,y), correspondant aux points de lensemble H,
fasse partie de cet ensemble. Pour trouver la limitation de la fonetion |yp|,
rem&rquons qu'on &

(28) Pffffzv (P, B,t— r)cmEdr\ 2"+2;fﬂ —05{2”[ f g”‘/z ‘qdq]

E

L
< 2mt 2}J‘( —|—l) f 0 dr = 4nL

icm
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et ensuite désignons par s* la borne supérieure de l'intégrale & la droite
dans linégalité

i oo
* d
@9 |1 [ [ [ 3@ t—mdogir| <2+ur f [E==1l) (Petag)<s”
08 ;Qm
ou » désigne le coefficient dans l'inégalité
(29") leosvpg|<x7he (0<h < 1)

régultant de la condition de Liapounoff. La borne s*, de méme que ¢
tend vers zéro avec L.

Les limitations (14), (28), (29) nous apprennent que les intégrales
correspondant restent bornées si t—oco. Pour les cas ol ¢ tend vers 7610,
on peut obtenir une autre limitation, qui montre que ces intégrales tendent
vers zéro avec {. Nous obtenons notamment

‘szfzv P,Qt—7 doodr‘<lt fff Xp[égrfi)]daqdr
(lO'Q

— gl g f f o f ey,
N Pd“

Bn choisissant a=0-1h, ol @ est une constante positive arbitraire,
inférieure 3 l'unité, nous aurons une autre limitation

* PQ
n/2+1+a

’lftff N(P,Q,t—v)dog dTI < eonst 1™,
[

Draprds Pinégalité (28), le résultat de Popération (27) sur les points
(u,p) de Vensemble E, vérifie Tinégalité

(30) |H (P, t;10,9)| <4FnLMp+2A M,

My et M, désignant les bornes supérieures des fonctions |F| et |@|. Cher-
chons maintenant la limitation de Pintégrale dans la relation (26). D’apres
les égalités (20), (21) et les inégalités (18), (22), nous avons

ap—1

P50, < D)

a=1

¢, 1
(i7" 'rn “I—a[i—20)k+1] +-

(31)

12,02 [g.I"(0h) 1(Jt—f)'"‘]” 2

2ap
+g% + o o
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d’ol résulte la limitation

14 L P "
(32) 4 M(P, 130, 7)| dog d ERUYEACON S
offsfl (P,43Q,7)ldog Téngr(yeh)(whH)t
@ -

quel que soit t; K, K’ désignent les constantes positives déterminées
qui ne dépendent que de la surface §. Pour trouver la limitation de l’ini
tégrale qui figure dans expression (25) nous appliquerons la méthode
indiquée dans notre travail [2], en décomposant lintervalle d’intégra-
tion (v,f) en deux intervalles (z,(r+1)/2), ((z+1)/2,t) et nous aurons la
limitation

6h4-1
PO L R

WPl 2
1 U o const 1

t
1
33 N B
69 |, e |- <

ol p, ¢ sont les constantes positives vérifiant les inégalités p<1, g<n—1.
En .s’a.ppuyant sur Pinégalité (33) nous aurons pour lintégrale dans

Pexpression (25) ume limitation de la méme forme que (32) et nous e1-1

déduirons la limitation suivante: 7

N t
(34) afff [R(P,1;Q,7)| dogdr
[

Lo ATen)Y ’
< K, Tl pohd2 )y prreh)e
‘g ST eony | Tl =Y

éi_},l K{lgrf étant les constantes positives déterminées, ne dépendant que
e la surface S. Nous en concluons que les résultats de I’ rati
vérifient 1’inégalité epémion 260

(35) [w(P, )| <A LM 420 M ) [1+P(1)].

En remarquant encore, d’aprés la su iti
: s la supposition (12) et (13) que 1
fonetion v(4,t) vérifie Ia condition ) 1) aue

(36) [v(4,)|<R

nous pouvons affirmer que tout point (v,7), transformé du point (u,p) -

appartiendra 4 Pensemble F, si les bornes supéri S

r si le s supérieures My et M, des
fonctions F et & vérifient la condition suivante: ! °
(37) (42" nLMp+20M ) [1+¥(T)1< R[s— My L*[25 (n—2).

. Nogs démontrerons que la transformation fonctionelle, définie par
es relations (15) et (26), est continue dans Iensemble E. Soit done une

icm
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suite de points { Up(tm,¢m)} de Pensemble E tendant vers le point U(u,¢)
de cet ensemble, on a done

(U, U)—0

§i m—-oo, par conséquent d’aprés la définition (9) de la distance, les suites
de fonctions Ju,(4,1)} et {¢m(P,1)} convergent uniformément resp. vers
les fonctions u(4,t) et ¢(P,#). Nous démontrerons quela suite { Vs, (v vn)}
de points transformés des points U (U, @) tend vers le point V(v,yp)
qui correspond au point limite U(u,p) par les relations (15) et (26).

Titudions done les différences v,—v et w,—yp. Nous avons, d’aprés
les limitations (11) et (14),

2
|/U'm-",ul < 2({,1._2)

il en résulte immédiatement que la différence v,,—v tend uniformément
vers zéro, si m->oco. D'aprés la relation (26) et la limitation (34) nous
avons ensuite

sup lF(B,T,um)-—F(B,"E,’Il/)!-|—S'S11p|q?m—-—(p{;

(39) [9m— vl < [¥(T) 1] sup \H (Bt U o) —E (P, 0,9)

Nous en concluons, en tenant compte de T'expression (27) et de la
limitation. (28), que la différence (39) tend aussi uniformément vers zéro
et par conséquent la transformation (15) de l’ensemble E en ensemble B’

est continue.
1] reste & étudier une question plus difficile si V’ensemble transformé

B est compact. Remarquons d’abord que les fonetions v(4,t), p(P,t),
composantes des points de P’ensemble E’, sont équibornées, puisque E'CE.
Nous allons démontrer que ces fonctions sont équicontinues. Dans ce bub
nous démontrerons que toutes les intégrales dans les relations (15) sont
des fonctions équicontinues. Il suffit de prouver cette propriété pour les

trois intégrales

12
J(P,1) =lffffN'(P,B,t——r)F[B,r,u(B,r)]dQBdr,
0 Q ’
£
40) T4, =2 [[[ N(A,B,t—0)g(@;7)doedr,
0S8

|2
TPty =1 [ [ [ N*(P,B,t—7)(@,7)dadr,
08

sachant que u(B,7), ¢(@,7), ¥(@,7) forment les familles de fonections
continues, vérifiant les inégalités :

(41) 9] < Rjs—Mpl?[2s(n—2) = M; ol < M.

lu|<R;
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Considérons lintégrale J,(4,?) et étudions d’abord sa continuité
par rapport & la variable ¢. Rerivons done

t
(42) Jy(P,t)—Jy(P,ty) =4 [[ [[ N*(P,B,t—7)F[B,7,u(B,7)]dQpdv+
1 Q2

3}
+4 [[[[ I¥*(P,B,t—7)—N"(P, B, —7)1F[B,7, u(B,7)]dsdx

(ty<<t). Bn faisant le changement de la variable d’intégration, nous obte-
nons pour la premiére intégrale (42) la limitation suivante:

t ,,
{xfff N*(P,B,i—7)F- dQpdv

4V
< P (f—t) M p f f f 425

W= 1+ a
En demandant qu’on ait »—1-+2a<n, on pose «=0/2, ol ¢ est une
valeur positive choisie quelcongue, inférieure 4 1’unité, et on arrive & 1’iné-

galité
}thfgffN(P,B,t—r)Fd.QBdt}

L
__1\0/2 nto pf T f_ w1 dr
< (b—1)" M2 r(2+2)1f¢_:_.m_

(43)

n[2—1+a ,—q
e %dg].
[TPB/‘l(l—fl)q !l]

(44)

20 0 012
—01}1 Mp(t—t,)""
Nous aurons donc pour & positif arbitraire ’inégalité

i
(45) ]zf”fN*(P,B,t—r)F[B,z,u(B,T)]dQde| <e/t
5y 0

. g(1—6) 7

s <y =l
=" [SnLl“’MF]

vraie en tout point AeQ-48, pour deux valeurs t,,t quelconques dans

lintervalle (0,T) et pour toute fonetion continue u(B,7), dont la valeur
absolue ne dépasse pas R.
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Soit maintenant une sphére K, de centre P et de rayon r,; on
aura alors, d’aprés la limitation (28),

b
(46) \szff [N*(P,B,t—r)——N*(P,B,zl—«r)]Fcl.QBdrl
b o

< oW M AT (nf2 1) f o, dr =8n Mzpr, = ¢/[8
si nous adoptons la valeur
(46) ¥, =¢/64nMp.

K, désigne lensemble de tous les points communs au domaine £
et & la sphére K,. Le rayon r, de la sphére K, étant fixé, remarquons que,
d’aprés Vexpressgion (8), on a (1>0)

47)  |N'(P,B,1)
_(n42)rpp cosrpp 15 rpscOsYRR rzﬁ]
2R BT R I

(n4-2)L r 7~
<[ oIz 2 + AHET3 exp| — At

KoM (n4-2) LT +L¥] (n+6)" 8- 6722 1" f =

(3

si le point B est situé & Lextérieur de la sphére K,. Nous voyons donc
que la valeur absolue de la dérivée N;’ admet une limite supérieure déter-
minée x,, ne dépendant que de ¢ et de Mp

i—Nt*I(P5B7t)I < %

5i Be2—K;, P est un point quelcongue de la surface S,¢ est une valeur
positive quelcongue. Nous constatons donc que la fonetion N* vérifie
Tinégalité

(48) IN*(P,B,t—7)—N"(P,B,t,—7)| < =t —1|

si Pe§, BeQ—K,. Nous en concluons pour I'intégrale étendue & la partie
extérienre Q—K, I'inégalité

(49) |zjfff [N*(P,B,t—1)—N"(P,B tl—r)]EdQBdf\

o-x,°

< ATV g 2, Mplt—t,) < &/8

siot—t,<np=e/8AT Vo, Mp, Vo désignant le volume du domaine £.
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En réunissant les résultats (45), (46), (49), nous pouvons affirmer
que la différence des intégrales (43) vérifie linégalité
(50) |1 (A, 8) =1 (4, 8)] <ef2
§i t—t,<,, ol 7, est le plus petit des deux nombres #,,7, et ne dépend

que du nombre ¢ et de My.
Pour étudier la continuité de la fonetion J;(P,t) par rapport au
point P de la surface S, décomposons cette intégrale en deux parties

Jo(P 1) = TSP 1)+ (P 1)

étendues au domaine K. et au domaine extérienr 2—K, . Si P, est un
point arbitraire de la surface §, dont la distance du point P ne dépasse
pas 7,/2 nous pouvons écrire, d’aprés linégalité (28),

TE(P, ) < dndpr,; TE(P, 1) < 6n Mg,
Nous aurons done
(T2 (P 1) —J7* (Py, )] < e /32
en choisissant la méme valeur (46') du rayon #,. La sphére K étant fixée,
posons s=1/(t—=v) et écrivons la différence des valeurs de Dintégrale

(51)

(52)

J? s qux points P et P de la fagon suivante:

(83) “Ee(p 1)~ I (Py)
=2.fff (rpp COSVPE—TP B COS'VPlg)[ f s"/z‘lexp(——srfxg/'tl)lf’ds] dQg+
a-K; 1/t

—i—/lfff Tp.B GOSVPIB{ fs”’ﬁ‘l[exp (—s B/4)~exp(_s7~§>13/4)]Fds}d.QB.
2-K,

Considérons un systéme d’axes des coordonnées rectangulaires avec
Paxe Pz, normale intérieure & la surface § et les axes Puw,,...,Px, dans
le plan tangent. Désignons par (a},...,a%) les coordonnées du point B,
par (£1,...,%,) les coordonnées du point P,, par (a,...,a,) les cosinus
directeurs de la normale & la surface S au point P,; on a alors

7
< B B
Tpp CO8Vpp—Tp p COBVp g = T -—2 (%7 — &) oy
i=1
n
B \ /,.B
= (1—"01)‘}“51041—2 (@' — &) oy
Y =2
d’ou g

[7pp CO8YpR—7p g COSYp 5| << L|1—a,|+|rpp| +L2 let, |-

y==2

icm°®
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Done, d’aprés les conditions de Liapounoff (voir mon travail [3]),
il existe une constante positive k,, ne dépendan’q que de la surface §,

telle qu'on a
" R
(54) [*pp €O8Ypp—Tp 5 COSYp 5| < k17pp,

quel que soit Bef. Nous avons ensuite la limitation

‘ f M1 exp (—rpps/4) Fdsi 2" Mpl'(n)2)[735;
it

par conséquent la premiére intégrale dans la somme (53) vérifie I'iné-
galité

ll fff Tpp COSVpp—Tp. 5 COSVP, B) [f st exp (—13ps/4) Fds] ngi

o Ks 1/t
n Qg
< 9%, A M 1"(—)7" o
i épl ,{_fo (55:]
< 2k, My log(L/r,) - rhp,< /8
si
e 1k
. - == .
(56) TeR < ( 16%, M5 log(L/Ts)) e

Pour étudier la seconde intégrale dans la somme (53), remarquons
que pour toute valeur positive s est vraie une inégalité évidente

9 2
(57) §MEYeTEE TR | < 3Ls™® —r08/4|7'PB"7'PlBI 3L B oy,

ol 7, est une valeur compnse entre rpg et 27p g, done ro>%rpp S

BeQ—K'.
II en résulte la limitation

(58) ‘fofrplg costlB[f " (exp (—1ppS/4) — exp(—rPlBs/ZL)E’ds]dQB‘
Tt
<32Irpp My f f f 7‘PB[ f 5" exp ( —rPBs/lﬁ)ds]dQB
n-K' 0

— 3- 4™ LM (——+1) f f f 95
F'PPy n+1
2—

N 1 1 £
<3-2"""nLMp — I rPP1<§
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si
(59) pp, < €132 LMy (1jr,—1/L) = n,.

En réunissant les résultats (52), (55) et (58), nous aurons
(60) [J1(Pyt)—dJ 1 (Py,t)] <ef2

si 7pp, << 7., o1t 7, esb le plus petit des nombres 7y, 7,,7./2, ne dépendant
que de ¢ et Mp.

Dlaprés les inégalités (50) et (60) nous concluons enfin que pour
tout point AeQ et pour toute valeur :>>0 sera vraie l'inégalité

(61) [J1(Py8)—d 1 (P1yty)] < &

§i 7pp,<n), [t—t]<n;, oft 7 est le plus petit des nombres ;,n,,7s,
M4,7:/2, ¢6 ne dépend que de ¢ et de Myp. L’inégalité (61) exprime que
les intégrales oJ,(4,1), correspondant & tous les points de l’ensemble E,
forment une famille de fonctions équicontinues. On peut étudier d’une
fagon tout & fait analogue lintégrale J,(A,t) donnée par les formules
(40). Iy a seulement & remarquer que si ’on considére la sphére K, de
centre au point intérienr 4 du domaine £, alors ’ensemble K.’ de
points de la surface § intérieur & la sphére K, peut étre un ensemble
vide, mais cela n’augmente pas de difficulté.

Quant & l'intégrale J,(P,t), nous remarquons que, d’aprés la pro-
priété (29'), cette intégrale admet une faible singularité et est absolument
convergente. Nous constaterons de méme que les intégrales J,(A,f)
et J4(P,1), correspondant aux points de Iensemble E, forment des famil-
les de fonctions équicontinues.

Nous en concluons, d’aprés les relations (15) et les suppositions con-
cernant les fonctions F et @ que les fonetions v(4 ,1),9(P,1), correspondant
aux points (u,p) de 'ensemble E, forment deux familles de fonctions
équicontinies.

Il en résulte, d’aprés un théoréme econnun d’Arzely, que I’ensemble
B’ de tous les points transformés (v,yp) est compact.

Toutes les conditions du théoréme de Schauder sont done satisfaites,
par conséquent nous pouvons conclure Pexistence dans I’ensemble E
@'un point U[u*(4,t),p*(P,#)] invariant relativement 3 la transforma-
tion (15), c’est-a-dire 'existence d’une solution #*, ¢* du systéme de deux
équations intégrales (7). La fonction obtenue »"(4 ,t) dans la région
[£, (0,7)] est la solution du probléme proposé, puisque nous avons déjd
montré qu’elle vérifie alors ’équation différentielle (1) en tout point inté-
rieur 4 du domaine 2, en tout moment >0 dans Vintervalle (0,7) et en
outre elle satisfait & la condition limite (2) en tout point P de la surface S.
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La condition initiale (3) est aussi satisfaite. Nous exprimerons le résultat
obtenu dans le théoréme suivant:

TuBOREME. Si les fonctions donndes F(A;t,u), B(P,t,u) e la surface
fermée S, limitant le domaine borné Q, vérifient les conditions I, 11, III,
si en outre les inégalités (12), (37) sont satisfaites, il existe alors au moins
une fonction w(A 1) dans la région [2,(0,T)], qui vérifie & Vintérieur n'l-e
cette région Déquation différentielle (1) et au bord de cetle région les condi-
tions (2), (3)-
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