Les propriétés d’une fonction de Green et ses applications
aux équations elliptiques

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction, La recherche des solutions des probldmes aux
limites concernant l'équation différentielle du type elliptique de la forme

n
(1) Au = Zazu,/ami = [y ey, U, 00/)02y,...,0u[02,]
y=1
exige des études de la limitation de la fonction de Green et de ses déri-
vées. Dans le cas n=2 cette limitation a été donnée par B. Picard [1]
4 'aide de la représentation conforme sur un cercle.

Dans le cas n=3 le mathématicien polonais S. Zaremba [7] a dé-
montré que les premiéres et les secondes dérivées de la fonction de Green,
concernant le probléme de Dirichlet, vérifient les inégalités de la forme
suivante:

2) DG4, B)| < Oz,
ol ¢ et ¢ sont les constantes positives quine dépendent pas des points 4, B.

Les suppositions concernant la surface limitant le domaine, sous les-
quelles on a démontré les propriétés (2), étaient assez restrictives.

|D,G (4, B)| <O frys

Llauteur de cet article [2] a démontré les propriétés (2) de la fonetion A

de Green concernant le probléme aux limites mizte pour n==3, en se ba-
sant sur les propriétés de ’équation de Fredholm. Mais les suppositions
gulon avait fait étaient aussi restrictives.

Dans le travail présent, nous déduirons les limitations de la fonction
de Green et de ses dérivées premiéres, concernant le probléme aux limites
migte pour 'équation de Laplace & n variables, en faisant les supposition
plus générales. Nous supposons notamment que la sutface, qui limite le
domaine, vérifie les conditions de Liapounoff,

Nous appliquerons ensuite les propriétés démontrées de la fonetion
de Green & la résolution du probléme aux limites mixte pour Pdquation
elliptique (1). On fera I’hypothése plus générale que la fonetion donnde F
satisfait au condition d’Holder, par conséquent le probléme sera irré-
soluble par la méthode classique des approximations successives. Nous
résoudrons done le probléme par application du théordme topologique
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de J. Schander [4] sur le point invariant d’une transformation dans 1’es-
pace fonctionne].

Nous signalons que J. Schauder [3] a obtenu une solution ,,presque
partout” du probléme aux limites de Dirichlet pour I’équation (1) dans
le cas particulier n=2, en faisant une supposition encore plus générale
que la fonetion F(x,y,u,p,q) n’est que continue.

2. Les théorémes auxiliaires. Soit dans l'espace euclidien & =
dimengions (n>>2) un domaine £ limité par Ihypersurface fermée §.
On fera les suppositions suivantes concernant 1’hypersurface §.

1. I’hypersurface S admet un plan tangent continu en tout point P.

2. L'angle §(P,Q), que font les normales & la surface § aux deux
points arbitraires P et @ de cette surface, vérifie I'indgalité dA’Holder

3) 0(P,Q)<Orpg (0<u<1),

7pg désignant la distance des points P, @ dans Vespace 4 n dimensions,
O et u étant les constantes positives déterminées.

3. Au voisinage de tout point P de la surface S il existe une portion Sp
de cette surface assez petite, pour que chaque paralléle & la normale au
point P coupe cette portion en un point aun plus.

Les conditions citées s’appellent les conditions de Liapounoff.

Considérons maintenant au point P un systéme d’axes P& &...&,
rectangulaires, dont I’axe P¢ est normale & la surface § au point P et
les autres axes sont situés dans le plan tangent en P & la surface 8. D’aprés
la condition troisiéme, chaque point Q'(&,, &,...,&,) de la projection Sp
de la portion Sy sur le plan tangent en P n’est que la projection d’un
seul point Q(&,&,,...,&,) de la portion Sp. D’aprds lexistence du plan
tangent continu, la coordonnée £ du point @ de la portion Sp est une
fonction de coordonnées

(4) E!.:f(fzysﬂi"‘!'sn)

qui admet les dérivées continues dans Sp, en outre, d’aprés le choix d’axe

Pg, ces dérivées s’annullent au point P
(5) fgv(o,o,...,0)= 0 (»=2,3,...,m).

Soient (¢;,0,...,a,) les angles que fait la normale & la surface S au
point Q(&,&,...,&,) avee les axes des coordonnées. Nous avons alors

008

B (’V:l,z,...,’n).
l/l +jg,;(6§1/051)2

(6) leosa,| =


GUEST


48 . W. Pogorzelski

Nous pouvons toujours supposer que la portion Sp soit assez petite,
pour qu'en tout point @ de cette portion soient vraies les inégalités
(7) F <cosg <1,

Remarquons maintenant que
(v=2,3,...,m)

(8) o8, = il COS a,

ol a, désignent les angles que fait avec les axes P&, la projection de la nor-
male QN & la surface § sur le plan tangent en P. Nous en dédmrons
d’aprés la condition (3) de Llapounoff

(9) leose,| Koy <Orpg  (v=2,3,...,m)
et ensuite les inégalités -
(10) |0& /O, = |cosa,jcosay| < 20rhy (v =2,3,...,n)

satisfaites en tout point @ de la portion Sp. En appliquant le théoréme
des accroissements, nous avons

£ =D & (06,084, .., (0<6<1)

ye=2

(11) &(&r--0s 0&u)&,

enguite il existe une constante positive &, telle que
1< rpqlteg <k.

Nous en concluons, d’aprés les inégalités (10),
& (L. .., &) satisfait dans Sp & linégalité

(12) [61(ye -y )| <2

Il en résulte que le cosinus de Pangle vpy, que fait le vecteur rpq
avec la normale au point P de la surface § dirigée vers l'intérieur du do-
maine 2, vérifie ’inégalité

que la fonetion

(n—1) Ok*rs5".

(13) |00$1’PQ| == lsl//"PQI < 2(’)1—1)0’0’"”'}‘;:0 .

Pour obtenir 'inégalité analogue, concernant l'angle vgp, que fait
le vecteur rpg avec la normale au point @, remarquons qu’on &

leosvgrl = | 3 (&/rpq) cosay| < 3 lcos oy| +1&/rpgl
7=1 fe=2

done, d’aprés les inégalités (9) et (13), nous avons

(14) |e0svgp| < (n—1)C (2h*+1) 7sg.
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Les inégalités (13) et (14) seront utilisées dans la limitation de la
solution d™une équation intégrale du probléme mixte.

TaROREME I. Si w(P) est une fonction wntégrable, déterminée sur Ihy-
persurface 8, satisfaisant auz conditions de Liapounoff, les fonctions J,(P)
et Jo(P) déterminbes sur la surface S par les intégrales?)

f f oo f f Tpoz

vérifient les conditions suivantes @ Holder:
(16) | (P)=T (Pl <kM,rEp, | Ta(P)—Ja(Py)] < kp M55,

ot & est un nombre positif arbitraive, plus petit que u, M, désigne la borne
supérieure de la fonction |p(P)|, k, et k, sont les constantes positives ne dé-
pendant que de la surface S et de e.

Soit 6 le nombre positif suffisamment petit, pour que la sphére K
de rayon 6 et de centre au point arbitraire P de la surface S découpe de
cette surface une portion Y, située & l'intérieur de la sphére K, qui Vénfle
1a troisiéme condition de Liapounoff.

Il suffit de démontrer la propriété (16) sous la supposition, que le
point P, est situé dans la portion I si prés du point P, pour que la sphére
K, de centre en P et de rayon 2rpp, soit située & 1'intérieur de la sphére K.
Décomposons maintenant les intégrales J;(P) et J,(P,) en trois parties

J1(P) = JEH(P)+-JF*(P)+J57 2 (P),
Jy(Py) = JEH(P) I (Py) +J77F(Py)

étendues aux trois surfaces 2y, 2,, S—Z, ol X est la partie de la surface
Z, située & Dintérieur de la sphére K,, X, — partie de X & DPextérieur
de K;, S— X — partie de la surface 8, située & ’extérienr de la sphére K.

D’aprés linégalité (13), nous avons
(n—1) Ck* M f f d"f’
Tl e /1,

[JZ'l ’ _ lff(‘OS'VPQ i

En apphquemt maintenant une transformation homothémque, qui
ameéne la sphére K, de rayon 2rpp, & la sphére K; de rayon unitaire, nous

obtenons
dog e dog
. pi=1-p =~ 'PP, ,',. s
S PQ 5 PQ’

1 1

1) Al Q)dog,

7

. 1) Nous conservons le signe de l'intégrale double pour l'intégrale étendue & la
surface & (n—1) dimensions dans l'espace & n dimensions.
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En amenant lintégrale obtenue & la projection de la surface X
sur le plan tangent en P et remarquant qu’on a cose,> %, nous concluony
que cette intégrale est bornée pour tout point P.

Done Vintégrale J&(P) vérifie 1'inégalité

(18) JJE(P) <O M rep, (1),

C, est une constante positive déterminée, qu’on peut choigir de fagon
que lintégrale J£*(P,) vérifie la méme inégalité.
Nous allons étudier maintenant la différence des secondes parties

(19)  JE(P)—Jf(P, ff( GOSVIE’_ — coi?ﬂ) )(Q)dag
15 i
COS¥pg —COS ¥p, 2,
- 0 [ e o
ff ,,qu )dog+ e 713 CO8vpo, (@) doy.
En des1gnant par (&, %,..., &, les coordonnées du point P, par
(é1y€3y...5&,) — les coordonnées du point @ dans X, par rapport au gy-

stéme d’axes rectangulaires avee 'axe P&, normale intérieur & la surface §
et par a,,d,...,a, les cosinug directeurs de la normale au point P;, nous

aurons
C08vp g — CO8 Py = Za, 5’ _ba
-1 TP "rQ
d’ott
L h—E
|eos vp,g—Ccos vpg| < -2 e -1,
7
PQ

D’aprésll’inéga.lité de Liapounoff et les inégalités (9), nous aurons
laj|<Orgp, (1=2,3,...,), lay—1|<3C*¥p, et ensuite

& &k
7pQ "Pi0
En appliquant les inégalités
[l <2 =1)Oktrgl!,  |&] <

$<rpolrro <2,

|7p,0—7pq n &

Tpe¥pQ TP

(20) 2(%——1)070"7‘5‘:’2’;,
53 @ 7pgl < Tppyy

nous aurons done
|c082pp —CO81p g

< (n—1)0rgp + 307 +4(n—1) Ck* Pep, 1B +4 (0 —1) OPriss! frpq
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lorsque QeX,. Il en résulte

‘ff €08 ¥pq —cos«:PlQ (@),
G

d
<POM, In—1+ 300 e, [ [ 5+
5 PQ

duo

27 (n—1) Ok M rp p f f n‘i‘z 2 (1) CRrSEL L, f f

En projetant la surface X, sur le plan tangent en P, nous allons voir
que la premidre intégrale de la somme & droite est comparable a [logrep,|
si PP, la seconde intégrale est comparable & 1/7}}, si p<1, la troi-
sidme intégrale est comparable & 1/rpp,, si P~P. Nous en concluons I'iné-
galité suivante:

(21) U-f COS'VPQ_COS'VPlQ p(Q)dog| < CoM it

ol C, est une constante positive, indépendante de la fonction y et ¢ — un
nombre positif arbitraire, inférieur & u.

En raisonnant dune facon pareille et en appliquant les inégalités
(13), (20), nous obtiendrons pour la seconde intégrale de la différence (19)
1’inégalité

(22) ,ff(rpq PQ)cosvaw(Q)daQ <2(n—1)Ck* M, (3“—4 TPPlff =

d’ont résulte une limitation de la méme forme que (21). En réumssant les
régultats (21) et (22) nous aurons I'inégalité

(23) [T (P)—IFa(Py)| < C:M 785},

¢, étant une constante positive indépendante de y. II reste 4 étudier la
différence des troisidmes intégrales dans la somme (17) que nous décom-
posons en deux parties, de méme que la différence (19). Pour la seconde
partie, d’aprds les inégalités (20) et la propriété rpg =26, on aura tout de
suite

(24) ‘ f f (rm TPQ)GOS‘VPQ »(Q)dog

PGt —? A
<, f | Pg‘l nl_’lQl dog < (3" —2 )MWFTPPI’
TPQ "PQ

A désignant Vaire de la surface S.
4)!
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o
o

Pour limiter la premiére partie, désignons par (a;,a,...,a,) les
coginus directeurs (par rapport au systéme P& &,...¢,) du vecteur Tpg
et par (by,bs,...,b,) — les cosinus directeurs de la normale & la surface 8
au point P,. Nous aurons alors

[e0svpy — COSVR Q| = ‘ _2 a;b;— Cos vpg

j=1
n n
< D) 10l +lar—cosvpgl +1o—1] < 3 [yl + by — 1| [0
j=2 7=2
o 6¢ désigne T'angle entre les vecteurs rpg et rp. Or cet angle atteint
son maximum en un point de la surface de la sphére K de rayon & et
nous avons
lim Omx/a"m,l =1/6.
PP
En réunissant cette propriété avee les propriétés (3), (9), nous aurons
I’inégalité

(25) |cosvpg —CO8¥p g | << Brip,

(B est une constante positive) vraie pour les points ¢ dans la partie §—2X,
done

cos8 ”PQ —CO08 1/P1Q

(26) p(Q)dag

do, 2-TABM

<yugm¢ﬁffnj\ e, ()

En réunissant les inégalités (18), (23), (24), (26), on arrivera finale-
ment & la premiére des inégalités (16). On démontrera la limitation de la
seconde intégrale J,(P) d’une fagon analogue et d’ailleurs plus facile.

La propriété (16) de 'intégrale J,(P) a été démontrée pour la premidre
fois par Liapounoff dans le cas n=3; la démonstration de cette propriété
donnée par Smirnoff [6] est différente de la notre.

TutoriME II. Il existe une constante positive K telle que Vinégalité

[/

s0it satisfaite en tout point A de l’ensemble 048 (wm désigne Dangle entre
le vectour QA et la normale & la surface 8 au point Q).

Le théoréme est évident pour la surface convexe, puisqu’alors la
seconde intégrale (27) est égale & D’aire de la surface d’unc hypergphére

(27) )| dog = (n— oo “@A

‘dQ<A
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©

Les propriéiés d'une fonction de Green 53

de rayon unité on bien & sa moitié. Le théoréme est aussi évidemment
vrai pour la surface composée d’un nombre fini de parties convexes ou
planes. Il y p des auteurs qui admettent, dans la théorie du potentiel,
la propriété (27) comme une supposition sans démonstration. Nous allons
démontrer que la propriété (27) est vraie pour la surfece S satisfaisant
aux conditions de Liapounoff. Nous ne savons pas qui a donné, le premier,
la preuve du théoréme (27); on trouve une démonstration pour le cas
n=3 dang le travail de Schauder [5], mais pas compléte. La dé-
monstration que nous donnerons pour n arbitraire sera un peu diffé-
rente.

Soit un point arbitraire 4 & lintérieur du domaine 2 et le point
correspondant P de la surface § o la distance r,qo entre le point variable
@ de la surface S atteint sa borne inférieure. Le point 4 est donc situé
sur la normale & la surface S au point P.

Considérons maintenant le systéme rectangulaire d’axes Px;@;...x,
o I’axe Px, est normale & la surface S, dirigée vers le domaine £, et les
axes Pu,,...,Px, sont situés dans le plan tangent & la surface § au point P.
Soient (2y,0,0,...,0) les coordonnées du point 4 et (&,&,...,&,) les
coordonnées ‘du point @ de la surface §. On sait que dans la partie suffi-
samment petite 2 de la surface 8, contenant le point P, la fonetion
& (&ay.rey &) vérifie 1’inégalité
(28)

[&(Eayeeey Endl < 2(n—1) CR*rEG < 2(n—1) CFH*H g+

n
ot o=(Y £)"* désigne la distance entre le point P et la projection ¢’
i=2

du point @ sur le plan (Pz,...ws,). D’aprés inégalité (28), il existe un
nombre positif §, indépendant de A4 et suffisamment petit, pour que
la sphére & n—1 dimensions Cy de rayon 6, et centre P, située dans le plan
tangent (Pxy,...,2,), soit la projection d'une telle partie Cx« de la surface
2, que tous ses pomts avec le bord satisfassent & I'inégalité

lfl(& [

(29) )l < %e-

Remarquons maintenant que dans le triangle AQQ’ est vraie l'iné-
galité

(30) T Tag — &l > e—1&l

done en tout point QeCy nous avons

31 1 < 1 1 < 1 1 < 2
(31) rae S rag 1—\&llrag  rag 1—l&lfo T Tae
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Nous avons ensuite

n
& &—a
CcoSIg = ¥ COS®— -+ COSey )
“ " 40 T40
n
|51\ *

o8 [cos o +
| 04l < ;2 e T40

ol a1,ay,...,0, désignent les angles que fait la normale au point @ avee
les axes des coordonnées.

En appliguant maintenant les inégalités (9) et (12), on obtient

@ .
(32) [cos v | < (%———1)070"(1—;—27{:"'“)9"-1—;—1— s QeCy.
4Q

Pour démontrer le théoréme (27), nous commengons par prouver
que Dintégrale étendue & la surface Cy est bornée si petite que soit la di-
stance &=r4p. En appliquant les inégalités (31) et (32), nous pouvons

écrire
gdag 4o, ff dog
'rAQ’

dog < (n— 1)0kﬂ(1+okﬁ+1)f

[

et, en tenant compte de I'inégalité cosa;> 4, nous aurons

cos vQ.A |

(33)
COS3g 4 . dog 1 dog
f [ |55t ag ain—noma42+) af [ o f [
Or les intégra,lés
s —
ff dog —w fl do  wp1 %, o =2(]/n)"
n—l—p n—lo Ql—ﬂ = P 'n F(n/2) [}
f f dag — f " *do Hm gy
Opt | T mwmE = @n- TR
(@+ar? T @ T Y

sont bornées si z;—>0; nous en concluons que lintégrale (33) est bornée
pour toute la valeur positive de «;. L’étude de l'intégrale étendue & la
partie extérieure §—O0, est plus facile. Dans le cas #,>>48;/2 nous avons

notamment
ICOS’VQA_] <9n_ dO’Q ZW—IIISL
67!—1 6n-1 ’
_U‘ 1
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|8] désignant la mesure de la surface S. Si 4,<<6,/2 on a 7.4 /rpe>} €t
nous pouvons écrire

f [costA[ do, <2”‘ GQ <ot dog. 9%118[
én -1 6;&-1*'

8—C,

11 en résulte que lintégrale proposée (27) est bornée pour toute wvaleur
positive de x,. D’aprés I'inégalité (14), cette intégrale est aussi évidemment
bornée si le point 4 coincide avec le point P. Le théoréme se trouve ainsi
démontré.

3. Les propriétés d’'une fonction de Green. On appelle la fone-
tion de Green, concernant le probléme mixte pour ’équation de Laplace
dang le domaine &4 n dimensions £, limité par la surface §, la fonection
G(4,B) de couples 4, B de points intérieurs du domaine © définie par
les propriétés suivantes:

I. La fonction G(4,B) est la somme des deux fonctions

(34) G(A,B)=1/"7+H(A,B)

dont la premiére est la solution fondamentale de I’équation de Laplace,
admettant une singularité, si A—B, la seconde H(4,B) est une fonetion
harmonique en tout point A du domaine 2, méme si le point A4 coincide
avec le point intérieur B.

II. Si le point A tend vers le point arbitraire P de la surface S et le
point B est & l'intérieur du domaine 2, alors la dérivée de la fonction
de Green au point 4 dans la direetion de la normale au point P et la fone-
tion de Green elle-méme tendent vers les valeurs limites vérifiant 1’égalité

(35) lim [dG (4, B)/dnp]+a(P)G

AP

(P,B)=0

ol a(P) est une fonction donnée, définie en tout point P de la surface S
et vérifiant la condition d’Holder
(36) la(P)—a(Py)| <

D’aprés la condition (35), la composante réguliere H(4,B) de la
fonction de Green est une fonetion harmonigue en tout point 4 du domaine
0, qui satisfait & la condition suivante aux limites:

1
) —a(P) 5=

PR

const- rgp, .

(37) lim

AP

dH(4,B)
[ dnp

d 1
+ a(P)H(AvB)] = dnp (@

La fonction H(A4,B), ou le point intérieur B joue un rdle de para-
métre est done une solution du probléme mixte, bien connue pour ’égua-
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tion de Laplace. Cette fonction g'exprime par le potentiel de la simple
couche

(38) H(A,B) = Jf'” =

dont la densité y(Q,B) est une solution de I'équation intégrale de la forme

(39) »(P,B) =f(P,B)+4 [ [ N(P,Q)v(Q,B)doy
8

olt Pon a posé

. d 1 )+ 2 (P 1
f( ! )— m d’)?p 7";‘352 (’N —2) Wy, » rPBZ ’
(40)
L2 NP.Q) = 08 vpg a(P)
= 7T el (n—2)r35""

Le point intérieur B dans Péquation (39) joue un réle de paramétre
constant et o, désigne aire de la surface sphérique dans l’esp&cb A n
dimensions de rayon unité

2(y/x )"

I'(n/2)"

(41) Op=

Soit équation p—1 fois itérée de 1’équation (39)

(42) 9(P,B) =h(P,B)+4 [ [ N,(P,Q)%(Q,B)doq
S
ou .
(43) filP,B)={(P,B)+ [ [ D #N;(P,Q)/(Q,B)doy
8 i=1

dont le noyau N,(P,Q) est borné et qui est équivalente &
domnnée (39).

8i 1= 2/w, n’est pas une valeur propre du noyau N, (par exemple
dans le cas a<<0), la solution unique de I’équation (42) et de I’équation
(39) prend la forme

(44) ¥(P,B)=f(P,B)+1 [ [ R(P,@)/(Q,B)dog
8

I’équation

ot N est le noyau résolvant du noyau N,.

Quoique la fonction H(4,B) est régulitre pour tous les points A
et B & I'intérieur du domaine £, elle ne reste pas bornde, si les points A e B
tendent vers le méme point P de la surface limite S.
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Nous allons donc chereher la limitation de la fonction H(A,B) et
de ses premiéres dérivées, vraie pour toute position des points 4, B dans Q.

Dans ce but nous démontrerons d’abord les deux lemmes suivants:

LemME 1. Lintégrale de la valewr absolue de la demsité y(P,B), de
laquelle dérive o composante réguliére (38) de la fonction de Green, est bornée,
cest-a-dire vérifie 1inégalité

(45) [J 1w, B)ldop <
s

pour toute position du point B & Pimtériewr du domaine 2, od ¢ est une
constante positive fizée.

Cette propriété est une conséquence du théoréme IT sur l'intégrale
(27) qui est bornée quelque soit la position du point B dans I'ensemble
fermé Q4-8.

Il en résulte, d’aprés les égalités (40), que les intégrales

(46) [[1i(P,B)ldop, [[IN(P,Q)dop
s 8

sont bornées et par conséquent, d’aprés la formule (43), Pintégrale
[[11(P,B)|dop
S

egt aussi bornée. Il existe done, d’aprés la solution de Fredholm (44),
une constante positive ¢ telle gue 1’inégalité (45) soit vérifiée pour tout
point B dans Q.

LeMmuve 2. 8t la fonction a(P) satisfait & la condition d’Holder & Uex-
posant <1, la solution y(P,B) de Péquation de Fredholm (44) satisfait
& la condition d’Holder & Vexposant h arbitrairement inférieur au plus petit
des deux nombres (u,p).

En outre dans toute partie 4 de la surface 8, vérifiant la troisiéme con-
dition de Liapounoff, Vinégalité &’Holder peut étre écrite sous la forme

(47) lp(P, B)—y(Py,B)| < [k;(B)+1m, (B)+1]7Ep,

ol K (B) est le coefficient @ Holder de la fonction f(P,B) dans la partie 4,
dépendamnt du point B,m,(B) esi la borne supérieure de la fonction |y(P, B)}
dans A, dépendant aussi du point B, enfin 1 et I' sont des constanies
positives indépendantes du point B.

Pour démontrer ce lemme, remarquons que la fonction y(4,B),
étant une solution de I’équation de Fredholm (42) représentée par la for-
mule (44), est une fonection continue du point P quel que soit BeQ. Tl
en résulte, d’aprés le théoréme auxiliaire de la page 49, que l'intégrale


GUEST


58 W. Pogorzelski

se trouvant du c6té droit de I'équation (39) vérifie la condition d'Hélder,
en tout point P de la surface S, & l'exposant A égal an nombre positif
arbitraire inférieur an plus petit des deux nombres (u,u,). La fonction
2  COSvpp 2 1

e A R

d’aprés les résultats des considérations précédentes sur intégrale J§~2 (P),
exprimés par les inégalités (25), (26), satisfait aussi & la condition d’Holder
4 Pexposant h, d’oht nous concluons, remarque faite sur ’équation (39),
que la fonction y(P,B) vérifie la econdition d’Hélder (par rapport au point
P) & l’exposant h.

Nous montrerons maintenant que cette condition d'Holder dans
une partie 4 de la surface § peut é&tre écrite sous la forme (47). Le pre-
mier composant k,(B) du coefficient d’Hoélder est évident; pour motiver
les deux autres termes, il suffit d’appliquer certaines parties de la dé-
monstration du premier théoréme auxiliaire. Décomposons donc l'inté-
grale dans l'équation (39) en deux parties

(49) [[ ¥(P,9)p(@,B)dog+ [ [ N(P,Q)p(Q,B)dog .
4 84
D’aprés les résultats des études des intégrales Ji* et J7%, exprimés
par les inégalités (18) et (23), le premier terme de la somme (49) satisfait
& la condition d’Hblder & I’exposant k et au coefficient Im, (B), ont m,(B)
est la borne supérieure de la fonction |y (Q,B)| sur la surface 4, dépendant
du point B. Enfin, d’aprés les études de l'intégrale J5~Z, la borne supé-
rieure des intégrales (24) et (26) ne dépend que de Vintégrale [[|y|de,
s

done le second terme (49) vérifie aussi la condition d’Hélder & Vexpo-
sant h et au coefficient I’, contenant comme facteur la borne de Pintégrale

fsflw(P,B)Idcrp-

Par conséquent ce coefficient I’ est une constante positive indépendante
de B, c.q.f. d.
Le lemme démontré nous permet ensuite de démontrer les suivantes

propriétés essentielles de la partie régulidre H(4,B) de la fonction de
Green.

TH]ﬁOBEnLFE. La partie véguliére H(A,B) de la fonction de Green pour
le probléme mixte et ses dérivées premiéres ont les valeurs Limites & la surface

S. détermindes (si le point B reste five & Vintériewr du domaine 2) et véri-
fient les imégalités

icm
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(50) |H(4,B)| <CiJris, |DH(4,B)| <OliE

pour tous les deuw points différents A et B & Vimtérieur du domaine 2,
ot les conmstantes positives Oy et O, ne dépendent que de la surface S et de la
fonction a(P) (en outre de la constante h choisie).

Soient deux points arbitraires et différents 4, B & l'intérieur du
domaine £2. La distance 7,q entre le point A et le point variable @ de la
surface S étant une fonction conti-
nue, elle atteint sa borne inférieure
en un point déterminé P de la surface
S (Fig. 1). La sphére T de centre 4
et de rayon 74 est done située & 1’in-
térieur du domaine 2 et est tangente
4 la surface S au point P.

Soit maintenant une sphére A
de centre P et de rayon 7,p. Nous
congidérons deux cas possibles: 1° le
point B est situé & Dintérieur ou
sur la surface de la sphere 4, 2° le
point B est extérieur & la sphére .

Dans le permier cas, 7 6étant
la distance la plus courte entre le
point A et les points de la surface S, nous pouvons écrire I'inégalité

Fig. 1

o0 B | [ [EE dog| < [ [ 9@, Bz
s 8

D’ol, d’aprés la propriété (45), nous aurons
(52) |H(4,B)| < gl

pour tout point B du domaine Q. Le point B se trouvant & I'intérieur ou
sur la surface de la sphére A, nous avons r4p/r p=>%, done dans ce cas la
fonction H vérifie 'inégalité

(83) |H (4,B) <2"q/riz.

Dans le second cas, quand le point B est extérieur & la sphére 4,
considérons une sphére I' de centre P et de rayon &rpp/L, out L désigne
le diamétre du domaine Q et 6 — un nombre positif défini & la page 49.
Cette sphére découpe de la surface S une portion o pour laquelle
g'applique la troisiéme supposition de Liapounoff (p.47).
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Décomposons Mmaintenant lintégrale (38), exprimant la fonction

H(4,B), en deux parties suivantes:
(54)  H(4,B)= ff”’ e ) drg = H®(4,B)+HO (4, B)

étendues & la surface o et & la surface 8§ —o extérieure & la sphére I". Dans
le cas étudié, le point B est extérieur & la sphére A et le point € n’est
pas intérieur & la sphére T, done nous avons les indgalités

(55) Tagltre= 1%y Tamlter <2.

Remarquons, d’aprés les formules (42) et (44), qu’il existe une constante
positive ¢/, indépendante du point B, telle que la fonction o(¢},B)
dans Pensemble o vérifie Pinégalité |w(Q,B)|<q [rgs . 11 en résulte que
le terme H@(A,B) satisfait & ’inégalité

do, oq , dGQ
(4, B) <g ff S <2 ff =
T4@ 7B "R Ten

En transformant maintenant homothétiquement du point P la sur-
face o dans le rapport (L/d)(1/rpp) on améne la spheére I' 4 la sphére IV
de rayon unité et lon a

ff dog L)“*2 1 fj dag,
Feres  \8)  rEw ) e
L’intégrale obtenue est bornée quel que soit P, done, en tenant
compte de l'inégalité (55), nous aurons
(56) [H(A,B)| < q" [rgg < 2" s

ol ¢’ est une constante positive.
Pour limiter le second terme H ‘S"“’)(A,B), remarquons qu’aux points
de la surface S—w sont vraies les inégalités

(87) T4 >37pg > $(6/L)rpp > 4 (8/L)r 4,

par conséquent

(68)  |H®N(4,B)|=

f v(Q,B) l
n—2 dﬂQ
Yiq

S—w

ALy 1 4L\t g
<(%) ,.z.bzsf_wfith,B)ldaQ<(~5~) .

4B
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En rapprochant les résultats (53), (56), (58), nous obtenons la limi-
tation cherchée de la partie régulitre de la fonction de Green

(59) |H(4,B)| < C, )17

pour deux points arbitraires et différents 4, B du domaine Q.

Passons maintenant & la recherche de la limitation des dérivées de
la fonction H (4 ,B) par rapport aux coordonnées du point 4. Le point B
étant & Dintérieur du domaine 2, ces dérivées omt les valeurs limites
déterminées, si le point 4 tend vers le point arbitraire P de la surface 8.
Cette propriété a lieu grace & linégalité d’Holder vérifiée par la densité
»(@,B), de laquelle dérive la fonetion potentielle H(4,B) exprimée par
Tintégrale (54).

Le choix des axes des coordonnées est arbitraire, puisque les iné-
galités de la forme (50) sont vraies pour tout le systéme d’axes, si elles
sont vraies pour un systéme particulier.

Considérons done un systéme d’axes rectangulaires (Pxya,...a,)
avec 'axe Py, normale & la surface § et les axes Pwy,Pux,...,Pz, dans le
plan tangent en P. Nous étudierons la dérivée de la fonction H(4,B)
suivant la direction d'un axe tangent Pz; (j=2,3,...,n); Pétude de la
dérivée dans la direction de la normale Pz, est plus facile. Considérons
d’abord le cas ol le point B est situé & ’intérieur ou sur la surface de la
sphére /. Nous obtenons alors pour la dérivée de la fonction H(A,B)
par rapport a la coordonnée x; (j=2,3,...,7)2) du point A Tinégalité

dH(A4,B)
(60) ff ~~——~zp(Q B)do,,
O ‘
2n I(N—")él ’
e ffledo@< o
4B
(&,&,...,&,) étant les coordonnées du point @ de la surface S. Si le

point B est situé & l’extérieur de la sphére 4, les dérivées de la fonetion
H(A,B) s’expriment par les intégrales, que nous décomposons en deux
parties

(0H [0w;)®,  (0H Jax;)5—

étendues aux surfaces w et §—aw. Pour la premiére partie nous écrivons

1 dH\e
(61) —— (——)
¢ ).’1‘7-

57

;A_[WQB—'lpPB]dUQ w‘PBff

dayg.

) Nous conservons le symbole xz; pour faciliter 1'orientation, quoique z,=z,
==, =tp=0 mais 0.

@
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En appliquant Vinégalité démontrée (47) d’Holder 4 lexpression (61),
n0us aurons
0H \»
Oaw;

')‘h @€, '—67
< [y (B) -+, (B)+1'] f f ngl daQ+WLw(B)‘ f f —";E;—do@}.

Remarquons maintenant, que la distance entre le point Qew et le

point B vérifie P'inégalité
rpg = (1—06/L)7pp

1
n—2

(62)

done, d’aprés les formules (40), (43), (44), il existe des constantes posi-
tives ¢', ¢ telles que pour les points @ew nous pouvons poser
(63) by(B) =g [rapy My, (B) =q" rEp'

En appliquant les inégalités (55) et en transformant homothétique-
ment la sphére I du point P dans le rapport (L/d)(1/rpp), nous aurons

ff qu@<2n—1fw (—) stpff -:Zion'

L’intégrale obtenue est absolument (_:onvergente et possede la borne
supérieure déterminée. Quant & l'intégrale

(41—2)[[%_@51 dog

dans Dégalité (61), elle représente la dérivée tangentielle du potentiel de
simple counche de la densité constante, done elle admet les valeurs limites
déterminées et sa valeur absolue a une borne supérieure pour toute la
position du point 4. Il en résulte, d’aprés I’inégalité (62) et les formules
(63), la limitation suivante:

(64) [(OH [Bmy)*) < ¢ |rs" < 2" g iz

g''" étant une constante positive. Pour la seconde partie de la dérivée,
d’aprés linégalité (57), nous aurons

0H\S-» —¢
o {5 o] 7

= (n—2)

Q,B)dag

6001

<(4;3)" T fflw (@,B) 1d00<(4f)""‘_g_(1»~“‘2)‘

-1
T4B
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En faisant la somme des résultats (60), (64), (65), nous voyons que
les dérivées tangentielles de la fonction H(A,B) satisfont 3 I’inégalité
de la forme

(66) |0H (4, B) 0] < Cy[riz"

ol la constante positive ¢, ne dépend pas des points 4, B.

D’une fagon analogue on pourra étudier la dérivée de la fonetion H
par rapport & la variable #;; on obtient une limitation qui n’est pas supé-
rieure & (66).

Le théoréme sur les limitations (50) de la composante régulidre
H(A,B) de la fonction de Green est done démontré. Bvidemment les iné-
galités de la méme forme sont vraies pour la fonction de Green elle méme

G(4,B) =1/ri5 +H(A,B).

Nous signalons encore, que les secondes dérivées de la fonction H (4, B)
par rapport aux coordonnées du point A (2;,Z,,...,x,) existent et sont
continues par rapport aux points 4 et B & lintérieur du domaine Q,
en outre ces dérivées sont bornées si le point A reste 2 I'intérieur du do-
maine 2 et le point B tend vers le point arbitraire de la surface 8. En
effet, si le point P de Ia surface § est le plus approché du point 4, alors,
Qaprés le lemme 1, la seconde dérivée par rapport & la vanable x; sabis-

fait & D'inégalité
oy 2
Q— N f (wjm-f 7)
s 74Q

(n+1)q

n+1
< Lflw(Q,B)ldQ<

en tout point Be Q. Une conclusion analogue concerne de méme les déri-
vées d’ordre quelconque.

Les propriétés de la fonction H(4,B), que nous avons démontré,
sont importantes dans les études suivantes d’équations elliptiques.

1
n—2

(67)

023 A,B B
)HH He 4 $(@,B)dog

4. Etude de 1’équation elliptique. Soit I’équation du type elli-
ptique

n
(68) Au= 3" Pufoa} = F(@y,... 00,0002y ,...,00[00,).
j=1
On admet que la fonction des 2n--1 variables
(69) F(®1,@05.ey@ps%sP1sDay---yPn)
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est déterminée dans la région fermée
(70) A (@), %y .,2,) € 28,
W <R, Ipjl<B  (j=1,2,...,n)
et qulelle satisfait & la condition d’Holder par rapport & toutes les va-
riables dans la région (70). Nous cherchons la fonction wu(@,,%,,...,%,) qui

vérifie équation (68) en tout point intérieur A (z,,,,...,2,) du domaine £
et qui vérifie la condition aux limites mixte

(71) lim [du(A4)|dnp]+a(P)u(P) = 0
AP

en tout point P de la surface § limitant le domaine £. La fonetion a(P),
déterminée sur la surface S, vérifie la condition d’Holder.

Nous montrons d’abord, que si G(4,B) est la fonction de Green
vérifiant la condition aux limites
(72) Lim [dG{A ,B)/dnp]+a(P)

A—P

u(Ad) = — n_2 wnfff(} (4,B)f(B)dvp

vérifie ’équation de Poisson
(74) Au(d) = f(4)

en tout point intérieur A du domaine Q et la condition limite (71) en
tout point P de la surface §; f(A) est une fonction donnée dans le domaine
Q, vérifiant la condition d’Holder. Quoique la question soit bien. connue
dans les traités classiques de la théorie du potentiel, il arrivent des points
qui éxigent umne plus grande rigueur de raisonnement,

Démontrons d’abord que la fonction (73) satisfait & Végquation (74)
en tout point Ae Q. Décomposons done I'intégrale (73) en deux parties

(75) u(d) = 71——2 ) wy, fff f”‘“r n—;‘” fffH (4, B)f(B) dr-

La fonction f(4) vérifiant la condition A’Hélder,
la premiere intégrale vérifie I’équation de Poisson

(76) Uf 1(B)

L2 | = —(n-2ja,4)
®) On conserve le signe de I'intégrale triple pour I'intégrale étendue an domaine
£ 4 n dimensions.

G(P,B) =0

la fonetion3)

(73)

on sait bien que
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Nous démontrerons que la seconde intégrale

(77) {(4)=[[[ H(4,B)(B)dz5

2
est une fonction harmonique en tout point 4e Q. Remarquons d’abord
qu’il a été prouvé, que toutes les dérivées de la fonction H (4 ,B) par
rapport aux coordonnées du point A sont continues et bornées, si le
point A reste fixe 4 lintérieur du domaine £2 et le point B occupe une
position quelconque, il existe done les intégrales

fff 6HAB) Byir, fffa"HAB) Byiss

pour tout point intérieur 4 e 2. Soit maintenant un domaine arbitraire Q'
situé avec sa surface limite & lintérieur du domaine £2. Si le point 4 est
situé dans le domaine Q' et le point B dans le domaine £, les valeurs
absolues des secondes et des troisiémes dérivées de la fonction H(A4,B),
par rapport aux coordonnées du point A, admettent une borne supérieure
déterminée. Par conséquent les dérivées

0H(A,B)[dx;, 0°H(A,B)/da

qui sont les fonctions de couples de points (4 ,B), définies dans le produit
topologique des domaines 2, ', vérifient la condition de Lipschitz par
rapport au point 4. Ces propriétés suffisent pour appliquer la régle de la
différentiation sous le signe de 'intégrale et par conséquent les intégrales
(78) représentent la premiére et la seconde dérivée de la fonction (77)
dans le domaine Q'. Le domaine Q' étant arbifraire & l'intérieur du do-
maine 2, la fonction (77) admet donc les secondes dérivées de la forme

fffz?zHAB

en tout point intérieur 4 du domaine £ et par conséquent elle vérifie
1’équation de Laplace: :

317 - [[] 57T a0

en tout point intérieur A e Q. La proposition énongant que la fonction
(73) vérifie 'équation de Poisson (74) & lintérieur du domaine 0 est

done démontrée.
Pour démontrer que la fonction (73) satisfait & la condition lLimite
(71), nous nous basons sur les limitations démontrées (50) de la fonction
5

(78)

B)drp

Annales Polonici Mathematici ILI.
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de Green. Remarquons d’abord que, d’aprés ces limitations, les intégrales

-__-(n_lg)% fffG‘(P,B)f(B)drB,
u'(P>=—mfffG'<P,B>f<B

sont absolument convergentes et ont les valeurs déterminées en toub
point P de la surface 8. G¢'(P,B) désigne la limite vers laquelle tend la
dérivée G' (4, B) de la fonetion de Green G(4,B) par rapport & la coordon-
née arbitraire du point A=£B, si ce point 4 tend vers le point P de la sur-
face S. Nous démontrerons que les intégrales (79) présentent les valeurs
limites des intégrales

w(d) = —mfffaw,ww)

W (A) = _(-n-:;—)UZijG'(A,BV(B)drB

si le point intérieur 4 tend d'une fagon arbitraire vers le point P de la
surface S.

Il suffit de démontrer cette propriété pour Pintégrale wu’(4). Soit
donc une sphére K. de rayon g, ayant pour centre le point arbitraire P
de la surface 8. Soit ensuite une seconde sphére K, de rayon 2g, ayant
pour centre le point A arbitrairement choisi & Pintérienr de la sphére IO
et du domaine 2. La sphére K est située & Iintérieur de la sphére K,.
Décomposons maintenant les intégrales u'(4) et u'(P) en deux parties

W (4) = u (), (4),

W(P) =y (P)u) . (P),

u(P) =
(79)

)dTy

[ZTE,

(80)

(81)

étendues au domaine K, étant 'ensemble de tous les points communs
au domaine (K, Q) et au domaine 2 — K extérieur & la sphére K, . D’aprés
les inégalités (50), nous avons pour tout point 4 & 'intérieur de la sphére K

(82)  |u(4) <

M,n 24-0,) f Wt "Hdr _My(n—240,)2"

: (n—2) (n=2yn 7
M, étant 1a borne supérieure de la fonction f(4) dans Q. Nous aurons
done
(83) | g (A <Fe  lug(P)<}e
1
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en prenant
N [ (n—2)he ]lfh
e= s (n—210y) ] -

En remarquant que le point A est extérieur au domaine Q—K;,
nous démontrerons que la fonetion G'(4,B) tend vers sa valeur limite
G'(P,B) uniformément par rapport au point B dans le domaine Q—K',
si le point A dans la sphére K tend vers le point P. Cette propriété est
évidente pour le composant 1/"~% Quant au composant H(4,B), qui
est un potentiel de simple couche de densité w(Q,B), nous l’écrivons
sous la forme d’une somme

H(A,B) ff ¥ Q B)d v = Hs,(4,B)+Hs_g(4,B)

des intégrales étendues & la partie S, de la surface S située & lintérieur
de la sphére K et la partie §—8, située 4 Dextérieur de la sphére K. Le
point B étant extérieur & la sphére K, la fonction y(Q,B) dans la partie
8; admet une borne supérieure et elle satisfait au condition d’Hélder
avec un coefficient indépendant de B. Il en résulte la tendance uniforme
des dérivées Hg(A,B) vers leurs valeurs limites Hg, (P,B), si Be 2—Kj.
La tendance uniforme des dérivées du second composant Hg_g, (4,B) vers
leurs valeurs limites Hg g (P,B) est évidente, d’aprés la propriété inté-
grale (45) de la fonction (@,B). Nous pouvons done, connaissant la
valeur p, choisir pour le nombre £ un nombre 7, tel gu’on ait

(84) |<ef8, s r4p<p,.

i’us’z_xi (4) —M;Q—K; (P)

11 en résulte, d’aprés (83). et (84), que

(85) limu' (4) = u' (P),

A—P
e q.f d. Nous en concluons, d’apres la propriété limite (35) de la fonetion
de Green, que la fonction (73) satisfait & la condition limite (71).
Passons maintenant & la recherche de la solution de I’équation (68),
vérifiant la condition limite (71). D’aprés la forme (73) de la solution de
Péquation (74), -nous considérons I’équation intégro-différentielle

—];ﬁ)wﬂ fJIG(A’B)F[?ﬂ‘(B),—Z—?;,...,ai;:_]dTB

,&,) étant les coordonnées

(86) u(d)= —

u({A) étant une fonction inconnue et (&,...

du point B.
5*
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Pour résoudre ’équation intégro-différentielle (86), considérons un
systéme d’équations intégrales .
1 ; '
w(d) = ———— [ [ [6(4, BFLB,u(B),0(B) .., 0o (B)] x5,
(n—2)w, P
(87)

1 9G(4,B) ,
u,-(44>=—(n_2)wnfnff G TUBU(B) (Bl (B drg

(J=1,2,...,n)
4 (n+1) fonctions inconnues w,uy, Uy, ..., Uy; (X1, %a,...,&,) SO0t les coor-
données du point 4. D’aprés les indgalités (50), les équations (87) admet-
tent une faible singularité.

La condition d’Holder, admise pour la fonction F, est insuffisante
pour résoudre le systéme (87) par la méthode classique des approximations
successives. Nous résolvons le systéme (87) par I'application du théoréme
topologique suivant de J. Schauder [4] sur le point invariant d’une trans-

" formation:

Toute transformation continue d'un ensemble conveme, borné, fermé
et contenu dans un espace linéaire, normé et complet, en son sous-ensemble
compact a au MoIns un point invariant.

Considérons done un espace 7' dont les éléments sont tous les sys-
témes u(A),u(4),%s(4),...,u,(4) de n+1 fonetions continues, réelles,
définies dans le domaine Q. On définit la distance entre deua points
Ulw,unyttgy' o yUy)y V(%,8,T,...,4,) de cet espace par la somme des
bornes supérieures

) n
(88) (U, V)= sup|u—a|+ Y sup [u,~7|
i=1
et la norme du point U par son distance du point nul 6(0,0,...,0):
(89) 101 = 8(U,0) = sup ul + 3 sup o
. £

On définit ensuite la somme des deuw points U et V, ainsi que le produtt
du point U par un nombre réel v & Dlaide des formules
(90) [’“’1"’17 tee 7un]+[aﬂzlv . 7@7:,] = [u'i"'ﬁ;ul +ﬁ1" . ,’LL,L-}—’H”],
yluyty ey uy] = [yw,yury .oy yiy].
L'espace considéré T est done linéaire et normé. Il est évidemment com-
plet, p}usque, d’aprés la définition (88) de la distance, toute suite convergente
: de.pomts de Tespace T est une suite de systémes de fonctions continues
uMo@émenﬁ convergentes et la condition de Cauchy de la convergence
des suites de points dans P'espace T est & la fois nécessaire et suffisante.
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Considérons maintenant dans Pespace T un ensemble borné B de
points U[u(A),u,(4),...,u,(A)] vérifiant les inégalitds

(91) ) <E, |yA)<E (j=1,2,...,n)

ot B est un nombre positif qui détermine la région (70) ou la fonection
F(A,u,u,...,u,) est définie. L'ensemble E est évidemment fermé, puis-
que la limite de la suite de points U vérifiant 1a condition (91) est un sy-
stéme de fonctions continues, vérifiant aussi eette condition. En outre
Uensemble B est convexe; en effet, si U(w,uy,...,u,) eb V(%,hy,...,4,)
sont les deux points de cet ensemble, donc vérifiant les inégalités (91),
alors tout point (1—y)U -9V (ou 0<<y<1l) du segment rectiligne, qui
joint les points U et V, vérifie de méme ces inégalités

[(1=y)u+yz| < A—p)|ul+y|E| <R,

(A=) | < A —p) gl +y 5] < B
et par conséquent appartient & I’ensemble E. Pour démontrer 1’existence
dans ’ensemble E d’un point [u(A4),u;(4),...,%,(4)] dui est la solution

du systéme d’équations intégrales (87), comsidérons une transformation
fonctionnelle ’

. |
v(A)=—m[JfG(A,B>F[B,u<B),ul(B>,...,u,.(BndrB,

(92)
1

(n—2)w,,

96(4,B '
()= - [[] 75 B B, Bl

(1 =1,2,...,m)

qui fait correspondre & tout point Ulwu,u,...,%,] de Pensemble E un
point U'[v,v,,...,v,] de 1’espace 7. Cherchons la condition, pour que
I’ensemble E’ de tous les points U’ transformés de I’ensemble E fasse
partie de cet ensemble. En appliquant dans ce but les limitations fonda-
mentales démontrées

(93) I6(4,B) < e /riz,

B
LZEYp
oy

de la fonction de Green, nous aurons pour les fonctions (92) les inéga-
lités suivantes:

[p(A)l< (

™*F T 3(n—2)’

L 7
Mrpey fff drg < Mye, f o, dr _ aMzI?
n—2)w, J 4 E T (n—2) o,

0

(94)
fo(A)} < 0

B , L e ¢
Mpey fff dig Mype, f 0"l o MpL*
)
Q

"—2)w, S 2w, A h(n—2)

0
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ot My désigne la borne supérieure de la fonction donnée [F'| dans la ré-
gion (70) et L — le diamétre du domaine Q. Nous en concluons que
Pensemble E’ fera partie de l'ensemble E si la borne supérieure My et
le diameétre L satisfont & la fois aux deux inégalités suivantes:

2(n—2) h{n—2)

MaIF < ——R, MpI’<—F—R
[ Cy

(95)

Dans le cas ou le diamétre I est donné a priori, les conditions (95)
seront vérifiées, lorsque la borne My ne dépasse pas le plus petit des
deux nombres
(96) h(n—2)R|ey L".

Dans le cas ol borne My est donnée a priori, les conditions (95)
seront vérifiées lorsque le diamétre L ne dépasse pas le plus petit des
deux nombres

(96)

2(n—2)R/e, I*,

(2(n—2)Rje; Mg)®,  (h(n—2)R[c; Mg)".

Nous démontrerons maintenant que la transformation fonctionnelle
(92) est conttnue dens Vespace T. Soit une suite arbitraire de points
U,[w,u,...,4;,] d’ensemble E qui converge vers le point U [w,u;,Us,. .., u,]
de cet ensemble; on a donc §(U,, U)—>0, 8i v—>oo0 et par conséquent les
suites fonctionnelles {v'}, {u} convergent uniformément vers les fonctions
% et u;. Nous allons démontrer que les suites des fonctions transformées

| o (4) = —mfffa (A4, B)F[B,u i, .., 1] dvs,

1 aG(A B) ,
e [ i
2

tendent uniformément resp. vers les fonctions v(A),v,(4),...,7,(4)
transformées des fonctions limites u(4),u,(4),...,u,(4) par les rela-

(97)
B(4) = —

tions (92). Nous avons en effet, d’aprés les propriétés (93)
0" (A)—o(4)] —2)w ff |[F[B,u,. 11‘;71:2F[B7u1“'7uvv]|_dTB,
(98 n AB
F[B,w Un 1—F [Byu,... 1]
P A —» | yrery W LReRi 7Y
[05(4)—v;(4) _2 Yo ff o d

Or, d’aprés la continuité de la fonction F et la convergence uniforme

des suites {u’}, {w}, pour le nombre positif & arbitraire on peut choisir
un tel nombre naturel N,, quon ait
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[ BBy ULy ov sty ]—F [B Uy yennythy]| < xe
31 y>N, ot x démgne le plus petit des deux mnombres 2(
h(n—2 /ch"
Il en résulte (voir les méga,htés (94))
[ (A)—w(d)l <&, |j(4)—y(d) <e,

8l y>N,, donc la suite de points transformées V*[+",%],...,%,] tend vers
le point V[v,v;,...,%,] transformé du point limite U(w,u,...,u,) et la
transformation (92) est continue.

1 reste & demontrer, que l'ensemble E’ de points transformés de
T’ensemble E est compact. Dans ce but nous démontrerons d’abord la lemme
suivant, qui nous sera encore nécessaire plus loin:

LeMME. 8% la densité f(&,..., &) de la charge spatiale est une fonction
continue et bornée dans le domaine Q, les dérivées

-e-a [ 25k,

du potentiel de la charge spatiale

v [ 12

par rapport aux coordonnées du point intériewr A(wy,2y,...
& la condition @Holder de la forme

(101) |Vgy(4)— V5, (4y)]
ol A est un nombre positif arbitraire, inférieur & Vunité, M, désigne la borne
supérieure de la fonction |f| dans Q et k est une constante positive ne dépen-
dant que de la surface S et de A choisi.

n—2)/e; I?,

(99) Vey(4) =

(100)
,&y) satisfont

<kMgrl g,

Soient 4 et A, les deux points arbitraires dans I’ensemble £24-8.
Considérons une spheére K de centre A et de rayon 27, . Décomposons
les intégrales Vi (4), Vi (4:) en deux intégrales

, K
Vo (4) = ViE(A)+ V7 (4),

Vi, (Ay) = ViF (4y)+ Vi~ (4y)
étendues & la partie du domaine Q située & lintérieur de la sphére K
et 4 la partie extérieur 2—K. En transformant homothétiquement la
sphére K du point A dans le rapport qui améne cette sphere 4 la sphére K’

de rayon unité, nous aurons
drB
2 "—))MI”AAI_{I

(102)

|ViE(4)] < (n—2 a0 |
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et linégalité analogue pour le point 4. Il existe donc une constante posi-
tive k,, telle que '

(103) [Var (4

quels que soient les points 4 et 4, dans 24-S. Titudions maintenant la
différence des seconds termes des sommes (102), en ’éerivant de la fagon

N <" Mg,y |V;§(A1)| <y Myt 44,

suivante:
V;"”K(A)~V;"“ (4) = —(n—2) f f f B0 1(B)dey—
—n=2) [ [ [ @—&) Ui 1tz)f (B)drs,
2-K
(Z1y By, %) Etant les coordonnées du point 4;. Or nous avons

(104)

L
I il
< Myvy 41 E—

-5 [ 2220

]

g4

L
= Mywnr 44,108 ),
244,

L étant le diamétre du domaine Q.
En remarquant que }<rp/rup<i, si Bel—K, ndus anrons

(105)

(T —&) (L rlap—1 /5 H(B)drp

. ; —2 1

< M-,ff " 45— 4,8 4T+ ”'AIB'I'n--l-’"ZlB)d
n —1

g i85

. a
<My =y [ [ SE <@
W Tam

En réunissant les résultats (103), (104), (105), on arrive & Vinégalité
(101), c. g.f. 4.

Pour démontrer que l'ensemble E’ est compact, il suffit de prouver
que les fonctions (92), composantes des points de cet ensemble, sont
équicontinues. IL suffit de démontrer cette propriété pour Lensemble de
fonetions v;(4), que nous décomposons en deux parties

‘““”’fff H BB (B, (B

- [T i,

I

—2") My 44y 0nl0g

27 44,

(106)

U (B)] A
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Toutes les fonctions représentées par la premiére intégrale vérifient
la méme inédgalité d’Holder (101), puisque My est commune pour tous les
points de I’engsemble E; done elles sont équicontinues, c’est-a-dire toubes
ces fonctions vj(A) vérifient Pinégalité [vj(4)—v}(4y)|<e, 8 7r44,<7,
ol le nombre 5 ne dépend que de e.

Pour étudier la seconde intégrale I(4), remarquons que la fonction
H(A,B) est un potentiel (54) de la couche simple de densité (P,B)
et nous écrirons

@

. . (W)
(107) fb{fH(A,B)F[B,u(B),.‘..,un(B)]drB_£f ey dor
ou
(108) W(P)= [[ [ w(P,B)F[B,u(B),...,4n(B)drp.

o

En appliquant & Pintégrale (108) la méme méthode que pour l'inté-
grale (99) et en s’appuyant sur la propriété (47) de la fonction y(P,B),
on démontrera quela densité (108) satisfait 41'inégalité d’Holder de la forme

(109) [W (P)—W (Py)| < MprBp,,

Mp étant la borne supérieure de la fonction |F}, h, — un nombpre positif
arbitraire inférieur & % et k, une constante positive ne dépendant que
de S et de h,. La propriété (109) permet de conclure que les dérivées
premidres I de la fonction (107), représentées par la seconde intégrale
(106), tendent uniformément vers lenrs valeurs limites déterminées aux
points de la surface S et que ces dérivées sont uniformément continues
dans le domaine 2-+8. Pour démontrer que ces dérivées sont équiconti-
nues, remarquons que, d’aprés les considérations sur Dexistence des
valeurs limites des dérivées d’un potentiel de simple couche (voir les
formules (61) et (62)), leur tendance uniforme vers ces valeurs et la forme
(109) de la condition ‘d’Holder, Pestimation de la continuité des dérivées -
des fonetions (107) n’exige que la connaissance de la borne supérieure My
de la fonetion |F|. Nous pouvons en effet 3 tout nombre positif ¢ choisir
une surface ' située & lintérienr du domaine Q si prés de la surface limi-
te 8, que dans le domaine Q* situé entre les surfaces § et 8 et sur ces sur-
faces inclus soit satisfaite 1'inégalité

(110) T(A)—I(4)] <e 81 744, <7
ol 5, ne dépend que du nombre & et de la borne supérieure Mp. Remar-

quons maintenant que dans le domaine 02— Q" la fonction (107) admes
les dérivées secondes bornées, puisque nous avons d’aprés la propriété (67)

e UH BZHA LB pLB B, .. un(B))dra Lt Dn—2)

mfr VoMr,
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infr4p désignant la borne inférieure de la distance entre les points 4
du domaine 2—Q* et les points P de la surface 8, Vo — le volume du
domaine 2. II en résulte que la fonction I(4) dans le domaine Q—0*
vérifie 1a condition de Lipschitz avec le coefficient qui a la méme valeur
pour toutes les fonctions u,u1,...,Un- Nous pouvons donc au nombre ¢
faire correspondre un nombre 7 tel qu’on ait |I(4)—I(4,)|<e, 5l 744, <n,
pour tous les points 4, 4, du domaine 02—Q" et pour toutes les fonetions
Uyly,... U, simultanément. Nous en concluons, que lintégrale I(4)
vérifie 1o condition |T(4)—1(4,)|<ce si la distance r,,, des deux points
arbitraires 4, A, du domaine Q est inférieure du plus petit des deux
nombres 7,,7., quelles que soient les fonctions continues wu,uy,...,u,
vérifiant les inégalités (91). Donc les fonetions v;(4) sont équicontinues
dans le domaine Q et par conséquent, d’aprés un théordéme bien connu
d’Arzels, ensemble transformé B’ est compact.

Toutes les conditions du théoréme de Schauder sont done satisfaites
et par conséquent il existe dans I’ensemble F au moins un point inva-
riant relativement 3 la transformation (92), ¢’est-d-dire il existe un sy-

stéme de fonctions continues
(112) u(A),u(A4),...,u,(4)

étant la solution du systéme d’équations intégrales (87), sous les conditions
(95). Nous en concluons immédiatement que les fonctions u,,...,u4, sont
les dérivées de la fonction u

u;(4) = on
7

et par conséquent la fonction #(4) est la solution de I’équation intégro-

-différentielle
Oou (B)
3 ma .fn ] dTB .

: 1 ou(B)
(113) u(d)= -——(n_g)a)nfgffG(A,B)F[B,u(B),—a?l—,...

O:, d’aprés un lemme & la page 71, les fonctions u;(4) vérifient la
condition d’Holder dans tout domaine 2’ situé 4 l'intérieur du domaine 2,
done la fonction composée du point B

F[B,u(B),0u(B)[0¢,,...,0u(B)[0¢,] = P(B)

d’apres la supposition sur la fonetion F[B,u,p,,...,p,], vérifie la condition
d’Holder dans tout domaine intérieur Q' et par conséquent la fonction
(113) satisfait & Péquation

Au = F[A,u,0u[02,,...,0u/0n,]
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en tout point intérieur A4 (x,...,2,) du domaine 2. D’aprés la relation
(113) et I’étude de l'intégrale (73), la fonction obtenue wu(4) vérifie la
condition aux limites (71) demandée.

En réunissant les résultats obtenus, nous pouvons énoncer le théo-
réme suivant:

THROREME. St 2 est un domaine borné dans ’Z’espcwe & n dimensions,
limité par une surface fermée S vérifiamt les conditions de Liapounoff,
81 F(A,%,Uy,...,%,) est une fonction déterminée et continue dans la région
fermée '

AeQ+8, [ <<RER, |ul<E (r=1,2,..,%)

vérifiant la condition d’Holder, Déquation différentielle
Ay = F(A,u,0u[02,...,0u/0n,)

admet au moins une solution w(A) dans le domaine Q, vériftant en tout
point P de la surface limite 8 la relation miaxte

dufdnp+a(P)u(P)=0,

a(P) étant une fonction déterminde sur la surface S, vérifiant la condition
A’ Holder; on suppose en outre, qu'il n'existe dans Q que la solution nulle
de Véquation Au=0 qui vérifie sur la surface 8 la relation mizte donnée.
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