218 8. Golab

Hence we have
(10) ﬂ=t1t;')+1=tgt;”ﬂ"‘”{t?+1(dtf/d")0+e}7

‘where ¢ i§ a scalar quantity infinitely small with respect to o. Buf on
the basis of Frenet’s equation we have

(at;)do)y = — %?_1t}’_1—|— M?t}h 1
Substituting this into (10) and taking into account the fact that
t;’+1t?+1=17 t;‘)t‘f)+1=07 t.fr'j+1t:?~1=0

§ve obtain f=o{xj+z}, whence (by (9)) o=1/(:+2). Substituting this
into the first equation of (8) we have

(11) T=a/(%+¢).
But we have
(12) a=tH)= () +e)tj=1+z,

where z is infinitely small with respect to o.
Formulas (11) and (12) give

(13) 7= (1+72)/(4+ e).
Assuming that x}’;éO we obtain for the coordinate of point B; on the
axis I the value

(1+2) /(i +e).

‘When ¢->0, then -0, -0 and B;—8;, where point ; is defined as a ra-
dius-vector (l/u'})tj-’ and thus the theorem is proved.

Point §;, called the centre of the jth curvature, lies on the straight
line 1.

The above reasoning may also be applied to the case of j=1. Then,
however, we should obtain the centre of the first curvature §, lying on.
a tangent straight line, and not on the principal normal as in the classi-
cal definition of the centre of the first curvature. If we want to preserve
the classical definition of the centre of the first curvature and retain
the above construction for j=2,...,n—1 we obtain an asymmetry con-
sisting in the fact that both the centre of the first curvature and the centre
of the second curvature lie on the axig Iy, the centres of the succeeding
curvatures lie on the axes I} where j=3,...,n—1, while none of the cur-
vature centres lie on the axes I} and 1.

N For n=3 and j=2 we obtain exactly the congtruction of v. Lilien-
thal.
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Sur certaines inégalités aux dérivées partielles relatives
aux fonctions possédant la différentielle approximative

par T. WAZewskr (Krakéw)

Les intégrales des systémes d'équations différentielles ordinaires
peuvent &tre approchées par des fonctions brisées ayant pour diagrammes
des lignes brisées (méthode polygonale de Euler, Cauchy et Peano). On
sait qu'il est possible d’évaluer l'exactitude d'une telle approximation
au moyen de théorémes convenables sur les inégalités differentielles ordi-
naires.

Dans le présent article nous traitons un probléme analogue relatif
& l’approximation des surfaces intégrales de certains systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles par des surfaces brisées. Le théoréme 2 du
§ b sert & évaluer ’exactitude d'une telle approximation.

Les surfaces brisées sont définies comme diagrammes des fonctions
possédant la différentielle e-approvimative qui au cas e=0 ge réduit & la
différentielle classique au sens de Stolz. Cette notion ge rattache de prés
4 la notion de contingent de M. Bouligand. Nous nous servons aussi des
notions de dérivées partielles e-approximatives et de gradients e-appro-
aimatifs constituant une généralisation des dérivées et des gradients au
sens classique (§ 2).

Le théoréme 1 du § 4 fournit une inégalité permettant d'évaluer
le nombre dérivé supérieur d’une fonetion auxiliaire M (r) qui est égale
au maximum que prend une fonction de plusieurs variables sur une sur-
face mobile dépendant du paramétre réel . Ce théordme permet de ra-
mener 'examen des inégalités aux dérivées partielles & celui des inégalités
différentielles ordinaires.

Le théoréme 3 du §6 fournit une limitation de l'exactitude avec
laquelle une surface brisée approche lintégrale d'un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles.

Les théorémes 1, 2, 3 constituent une généralisation de nos résultats
antérienrs [3] et [4] qui correspondent au cas ¢=0, ¢’est-a-dire aun cas
des inégalités aux dérivées partielles au sens classique.

La méthode de démonstration de ces théorémes est, & quelques
détails prés, la méme que celles des articles [3] et [4]. Cependant, grice
au lemme 1 du § 3, les résultats du présent article s’appliquent aussi au
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cas des fonctions complexes des variables complexes et, en particulier,
ils peuvent &tre appliqués aux équations aux dérivées partielles envisa-
gées au cas des fonctions analytiques. Ils englobent aussi nos résultats
antérieurs relatifs 3 la limitation des intégrales des équations différentielles
ordinaires considérées dans le domaine des fonctions analytiques [5].

Dans le § 7 nous donnons une esquisse rapide d’une certaine méthode
d’approcher les intégrales de 1'équation aux dérivées partielles p =f(x,¥,%,q)
par des surfaces brisées d’un genre gpécial. Oette méthode d’approcher
les intégrales a découlé d’une maniére naturelle, d’une définition des
caractéristiques que j'ai eue soin de construire de maniére & ne pas faire
intervenir les surfaces intégrales de Déquation aux dérivées partielles
en question. (est en partant de cette définition que j’ai eu Vidée d’étendre
mes résultats antérieurs [3] et [4] au cas des surfaces brisées?).

§ 1. Notations. Posons

(L.1) X=(21,..., %), X=(Zy,..1Zp), A=(ay,...,8),

(1'2> Y;—:(yl)"'7yq)7 Y=(y17 "7?@1)7 B=(b1""7bq)7
_a

13)  AX— X>=§ w@—2),  BI-T)=3bly—T),
. 4 1/2

(14) A= ( Siaf®,  BI= (S

X et Y désignent les points (ou vecteurs) qui appartiennent vespecti-
vement aux espaces p et ¢ dimensionnels.

Les définitions et les résultats qui suivent se rapportent non seulement
au cas ot les coordonnées des points (X, Y) (appartenant & Pespace & p+¢

dimensions) et les fonctions de ces points sont réelles mais aussi au cas

ol elles sont complexes.

§ 2. Différentielle c-approximative. Gradients s-approximatifs.
Dérivées partielles s-approximatives. Soit ¢ un nombre fini non né-
gatif 0<{s<oco. Supposons que f(X,¥) soit une fonction (réelle ou com-
plexe) du point

(X, X)=(®1y..r&p,Y1,.-,Yg)  (réel ou complexe),

définie dans un voisinage du point (X,7). En tenant compte des nota-
tions (1.1), (1.2) et (L.3), introduisons la fonction auxiliaire

1) Jai exposé, il ¥ a quelques anndes, les résultats du présent article (cas des

variables réelles) au cours d’un séminaire & 1'Institut Mathématique de I'Etat. Le -

théordme 2 (cas des variables complexes) est publié dans les Comptes Rendus du
VIII.tme Congrés des Mathématiciens Polonais [7].
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(2.1) K(X,Y)=f(X,Y)—{(X,7)—4(X—X)—B(Y—7)

olt A et B sont des points (ou vecteurs) fixes. On dira que la fonction
linéaire
(2.2) HX, D)+ AX-X)+B(Y—7)

représente une différentielle c-approximative de la fonetion HX,Y)
relativement au point (X,¥) lorsque (cf. la notation (1.4))

(2.3) lim  {|E(X,Y): (1 X—X Y-V 7)<,
(X, 7)(X,F)

olt |K(X,Y)| désigne la valeur absolue de la fonction K. et

(2.4) X—X|=(Slm—zP" Y= TI=(3ly—5F)"

Introduisons les notations

(2.5) grady (31f(Xy ?)) =4, grady (Eyj(z’ Y)) =B,

(2.6) DM&,;‘(X,?)):&L-, Dw(s,f(X,Y))zbj,

(1=1,2,...,p; =1,2,...,9)

Les vecteurs fixes différents 4 et B pour lesquels l'inégalité (2.3)
a lien réprésentent différents exemplaires de gradients s-approwimatifs
de (X, Y) relatifs respectivement aux variables X et Y et au point (X,7).
Les formules (2.6) représentent alors les dérivées partielles e-approzima-
tives de f(X,Y) au point (X,Y). Il peut arriver que, pour le méme >0,
la fonction f(X,Y) posséde, au point (X,¥), différents exemplaires de
ces dérivées partielles e-approximatives. Appelons le plan

=X, 7)+AX—-X)+B(Y—-T)
plan tangent e-approvimatif & la surface
(2.7) z=f(X,Y)
au point (X,¥). Il peut arriver que, pour le méme ¢>0, cette surface

admette plusieurs plans tangents e-approximatifs au point donné. Cette
notion se rattache & la notion de contingent due & M. Bouligand.

Soit, en effet, § la surface cofaposée des points (X, ¥ ,2z) pour lesquels z=7(X, ¥).
Posons Z=7(X, T). 8i f admet au point (X, ¥) la différentielle e-approximative avec
les gradients s-approximatifs (2.5), le contingent de S au point (X,7,7) est contenu

dans l'ensemble des points (X,Y¥,2) satisfaisant & 1'inégalité

p—2—A(X—X)—B(¥ -T)P<E (X -T2+ T—TP).
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Ce dernier ensemble est limité par le edne
[e—2—A(X—X)—B(Y— )= (| X~ X P+ |7~ T

qui, au cas =0, so réduit au plan tangent a4 § au point (X,Y,%). D’aprés une remar-
que due & M. A. Bielecki la suivante propriété, inverse_ en un certain sens, a lieu.
Soit f(X, ¥) une fonetion définie dans un voisinage de (X, Y) et continue en ce point.
Soit § le diagramme de cette fonction (1ari§ yespage _des points (X, ¥, 2). Si aucune di-
rection contingentielle de § au point X, ¥, z=f(X,¥) n’est pas paralléle au vecteur
X=0, T=0, 2=1, alors il existe un &0 (s fini) tel que f admet an point (X,T)
une différenticlle c-approximative,

Cas e=0. Les notions de gradient, de différentielle, de dérivées
partielles et de plan tangent e-approximatifs coincident avee les notions
correspondantes au sens classique lorsque &= 0.

Surfaces e-brigées. Fonetions e-brisées. Toube fonetion f(X,Y¥)
ayant, partout olt elle est déterminée, une différentielle s-approximative
sera dite fonction e-brisée. La surface (2.7) sera alors appelée surface
s-brisée.

§ 3. Lemme 1. Oonsidérons le polyndme linéaire
q
L{Y) =L, Yg)= ¢+ _Z,;bi(f’/:f'— vi)
=

cest-a-dire L(Y¥)=c+B(Y—Y") ot les constantes c,b;,y; et les variables
y; sont soit toutes complemwes, soit toutes réelles.
A tout mombre mon mégatif 1 (1=>0) correspond alors au moins wn
point
Y =¥
tel que

Y —Y'|=t, |L(XY7)|—|L(X")|=t|B|.

Démonstration. Il existe un vecteur U tel que

|U|=1, BU=|B|.
En effet, au cas |B|=0 — chaque vecteur pour lequel |U|=1 satistait
aux équations (3.1). Au cas ot |B|>0, il suffit de poser U=5:|B| ol B
dégigne le vecteur dont la j-éme coordonnée &; est égale au nombre conju-

gué avec la coordonnée b, de B (j=1,2,...,q). Il existe évidemment un
nombre & tel que

(3.1)

c=|o|k,
En posant ¥~ =Y*4ikU on a
L(Y")=k|e|-+ KBU = k(je|+t|B|).

k| =1.

Done
IL(X™)| = |L(X")| = |e| +¢|B| — |e| = 1| B
ce qui termine la démonstra tion.
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§ 4. Hypothése H relative a I’ensemble B=E(g,c,X°,Y°) et &
sa section §(r). Admettons que la fonction réelle ¢(r) de la variable réelle r
soit continue dans l’intervalle ‘

(4.1) 0<r<e<oo

et que ¢(r)>0 pour 0<r<¢. Désignons par E(g,¢,X°, Y°) ou, tout court,
par E Vensemble des points (X, Y) satisfaisant aux inégalités

4.2) | Y-YI<g(jX—-X")), X —X°|<c (Ensemble E)

(ef. les notations (2.4)). Désignons par S(r) (out 0<{r<e) la section de F
par le cylindre

| X — X°|=r, Y arbitraire.

La section S(r) est donc définie par les relations

(4.3) |Y—Y|<g(lX—~X°), |X—X°|=r (Section 8(r)).

THEOREME 1. Supposons que la fonction g(r) intervenant dans la
définition de Vensemble E=B(g,c,X°,Y°) soit décroissante aw sens large,
c'est-a-dire que

gr)=g(ry) lorsque 0<<n<r,<ec.

Soit f(X,Y) une fonction (complexe ow réelle) continue dans E. Posons

M(ry=max|f(X,Y) sur &(r).
Supposons que

(4.4) 0<r<e, (X*, X%)eS ("), JHX*, X5 =M (r").
(Un tel point (X*, Y") eviste évidemment car la fonction |f(X,Y)| est con-
tinue dans Vensemble compact 8(r*)).

Supposons enfin que g(r) posséde pour r=r* la dérivée & gauche uni-

.que et finie g (+"), et qu'au point (X*,X") la fonction (X, Y) admette une

différentielle e-approximative avec les gradients e-approwimatifs (e20)
(4.5) A" =gradg(e,/(X*,¥"),  B'=gradyp(e, (X", X7)).

Cela posé, on a Dindgalité

(4.6) D_M(r")<IA™|—g_ (") [1B"|+ e(L+ [gL ("))

o D_ M (r*) désigne le nombre dérivé supérieur & gauche de M (r) pour r=r".

Remarque 1. En vue de l’application ultérieure & la démonstra-
tion du théoréme 2 (§ 5), il est important d’insister sur ce que linégalité
(4.6) a lieu pour tous les ewemplaires possibles des gradients e-approxi-
matifs (4.5).
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Démonstration. f(X,Y) étant continue dans B, on démontre
facilement que M (r) est continue dans Dintervalle 0<r<to. Il existe
évidemment une suite de nombres 7, telle que

M (7n)_
Définissons K(X,Y) par la relation

@47) 0<r,<r’, ety [ (™) 1/(7n +D_M (")

HX,Y)=f(X",Y")+ A" (X—X")+ B (Y-Y")+E(X,T).
En vertu de la définition de la dérivée e-approximative on a

(4.8) m  [K(X, D) (X— X"+ T— TP
(X,7)—(X* 7%

Posons L(Y)=f(X",Y")+B"(Y—X"). On a les relations

4.9) HX,N)=LX)+A(X-X")+E(X,T), I(Y)=HX",Y").

Appliquons & L(Y) le lemme i)récédent en posant

=HX",Y), B=B", t=g(r)—g(")>0.

En vertu du lemme précédent il existe un point ¥, tel que

(£10) X, —Y"|=g(r,)—g(r"), |L(X)|—|L(X")|=|B"|(g(r,)— g(r*))>0.
Posons
(4.11) X, =X + (X*—X°).

Nous prouverons tout d’abord que

(4.12) (X, Y)eS(r))  (n=1,2,...).
Comme (X*, ¥")eS(r*), on a (cf. (4.3))
(4.13) X — X =1, T — T <g(r").

En s’appuyant sur (4.10), (4.13) et (4.11) on obtient
= YIS | T— T + | X" — YO < g(r) — 9 (™) +
| X, — X°|=7,.

La relation (4.12) se trouve ainsi établie (cf.
et de la définition de la fonction M(r),

(4.14)

9(r") = g{ra)s
(4.3)). En vertu de (4.12)

1 ( Xy Yo < M (1)

icm®

Inégalitds aun dérivées partielles 225

En vertu de (4.14),
M(r,)— M(r*)

(4.4), (4.9) et de (4.10) on a
)= XX

=|L(Y,) + A%(X,— X*) + E(X,, ¥)| — | LX)
= LX) — 47Xy — X*) | — | K(X,, T) | — [ L(X7)]|
= |B|(9(ra) — 9(r")) = | 4"(Xp— X)| — | E(X s X)|.-

)2 (X Y

En posant
= |B"|(g (r)— g (")) [(r,—7")
by=—14"(X,,— X")| [(ra—r"),

e =—|E(Xp, Y,)| /(7

(4.15)
_y")

et en divisant la derniére inégalité par r,—»*<<0, on obtient
(4.16) (Jl[(rn)fM(r*))/(rn« VK @yt by e,
Remarquons qu’en vertu de (4.11), (4.13) et de (4.10) on a
(4.17)

|X,,—X*]='i"*—7‘n, |Yn‘_‘ytlzg(7‘n)‘—g(r*)ﬂ

— *) 27172
(W18) (X X T TPy (1 [ LD T
En vertu de linégalité de Schwarz et de (4.17) on a

(4.19) b <JA”| - [ X — X0 o — )=

et en vertu de (4.15) et (4.18)

1471,

(420) o< (K (X, Yo)| - (1Xp— X | T, — TP 72

<[ )

Des relations (4.15), (4.19), (4.20) et (4.8) il résulte, pour n-»oco, que

lima,=|B*¢_(+"), limb,<|A%|, lime,<e(l+[g_(r

Comme g(r) est décroissante on a g_("")<0, g_(")=—
lations, rapprochées de Dinégalité (4.16),
ce qui termine la démonstration.

*)]2)1/2‘
lg_(r")|. Ces re- '
impliquent I'inégalité (4.6),

§ 5. THEOREME 2. Bn tenant compte de la définition des ensembles
E=E(g,0,X°,Y°) et S(r) (cf. §4) admetions les hypothéses suivantes:

L. Pour 0<r<<e, on a g(r)>0, ¢’ (r)<0, et la dérivée g’ (r) est continue. .
Annales Polonicl Mathematicl IT 15
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II. Les fonctions s, intervenant dams le systéme @’ équations différen-
tielles ordinaires

(1) ()= 872y oy + (14 [o ()PP (b=1,2,...,m),

sont continues dams wn ensemble ouvert 2 de Vespace des points réels
Tylyy.eny Uy, 6 CPOSSONYES 0 SENS Large velativement & Uy,...,%,, c'esi-d-dire

Sy Uy yee oy U ) S (1370 g0 e yBn)  lovsSque 4, <, . (1=1,2,...,n).

TII. Lintégrale supérieure du systéme (5.1)

M= g, (1) (k=1,2,...,n),
issue du point
V= 0,

thy ==y =0 (1=1,2,...,m),

existe dans Uintervalle 0<r<<e?).

IV. Les fonctions réelles ou complexes f,(X,Y) (k=1,2,...,n) des
points réels ou complexes (X,Y) (cf. les notations (1.1) et (1.2)) sont conti-
nues dans Vensemble E, et y possédent partout une difféventielle e-approwi-
mative, o & désigne un nombre fize (£>0).

V. Sur les sections S(r) (0<r<<e) pour des exemplaires convenables
de gradients e-approvimatifs des fonctions fr,(X,Y) ont lieu les inégalités®).

lgradx(e, f(X, T))I<|¢ ()] lgrady(e, fo (X, ¥))| +
+ Slc(r; (X, )X Y)l)

(6.2)

(k==1,2,...,n).
De plus

(5.3) [ (X, X)) | <<y (k=1,2,...,n) lorsque (X,Y)eS(0).

Ceci étant admis on a les inégalités

(5.4)  |fi(X, V)|<hy (| X—X°)) (k=1,2,...,m) lorsque (X,Y)el.
Remarque 2. Le théordme précédent reste vrai lorsque lon pose

e=¢(r)220, ol ¢(r) désigne une fonction de r, continue dans V’intervalle

0<r<c. La démonstration qui suit s’applique aussi, sans modification,

& ce cas.

*) En ce qui concerne l'existence des intégrales supéricures d'un systdme d'd-
quations, voir [1] et [8].

*) L’hypothése (5.2) peut étre remplacée par 'hypothése équivalente que pour
les (X,¥)eE aient lien les inégalités '

lgradx(s, fu (X, T))I<Ig’ (| X — X°){ |grad (e, fx(X, X))+

+ (| X X0, (X, D) (XL D)) (h=1,2,...,m).
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Démongtration. Pogons

(5.5) M, (ry=max|f,(X,Y)| sur la section S(r).

Soit 0<r"<e. Il existe un point

(.6) (Xz, Yi)e8 (")
tel que
(5.7) M ()= (Xie, T3)I.

On a, en vertu du théoréme 1,
(5.8) D_M.(r")<|4i—lg' ") IBri+ e (L4 [g" () T2,
ot A}, et B} désignent des exemplaires quelconques de gradients e-appro-
ximatifs

Ap=gradg(e, (X", ¥")),  Bi=gradg(e,fi(X", X))
On peut, en particulier, choisir, comme A;, By, les exemplaires de gra-
dients e-approximatifs qui interviennent dans les inégalités (5.2) (cf.
remarque 1 du §4). Les inégalités (5.2) peuvent done &tre écrites sous
la forme
(8.9) 1431 1g" (") 1BEl+ 8.5 11 (XR, TRy [ Xy TR)I)-
Mais, en vertu de (5.5) et (5.6), on a

e X, YRS M (r")

La fonction s(r,%;,...,u,) étant croissante au sens large relativement
aux variables #,...,u,, on déduit de (5.9) les inégalités

HAkI<lg’ (") \BEl -+ si (1", My (r™), .., M ().

(6=1,2,...,m).

Ces derniéres rapprochées des inégalités (5.8) conduisent aun systéme
d’inégalités différentielles ordinaires

D_M(r")<silr™ My (1) 5, M (%)) - (14 [ (7F)T)'
On a done, pour 0<r<<¢ et pour k=1,2,...,n, les inégalités
(5.10) D_My(r)<salr, My (7)., M (1)) + £(1+ [g (1) )2
Des inégalités (5.3) il résulte que
(5.11) M (0)<my,

En g’appuyant sur un théoréme connu ([6], p. 124) on obtient, en vertu
de (5.10), (5.11) et de ce que les fonctions My(r) sont continues dans
Pintervalle 0<{r<Ce,

M () < (7)

(T=1,2,...,n).

(0<r<e),
15%
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Or pour (X,Y)eS(r) on a
(X, D<M (), | X—X"|=r.
11 s’ensuit que
(X, )| <hy (| X —X°)) (X, Y)eE,

pour c.q.f. d.

§ 6. Approximation des intégrales de certains systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles parles surfaces brisées. Considérons le
systéme d’équations aux dérivées partielles

(6.1) 02 [0, = Gy (@15« .y By Y1y - - '7?/q9azlc/a?/17'-wazlc/af'/qyzl:- ey @)
(i=1,2,...,p; k=1,2,...,20),

ot les fonctions @; ne renferment pas les dérivées partielles des fonctions
Blyoees B 19®pg1yees@pe SOIb

&= Ly @1y ooy By W1y -y Yg) (h=1,2,...,m)

un gystéme de fonctions possédant, dans un ensemble Z, une différentielle
g-approximative (e20).

Soit >0 un nombre fixe. On dira que la sunite de fonctions brisées
Ly,...,L, constitue une solution approchée au sens s(s,n) du sysfdme
(6.1) dans ’ensemble Z si, pour chaque (X,Y)eZ, ont lien les inégalités

(6.2) | Dyfe, Ln(X, X)) — G (X, ¥, Dy ( (e, Li (X, X)),

...,Dw(e,Lk(X,Y)),Ll,...,l?,,,]lgn (i=1,2,...,p; k=1,2,...,n)
pour des exemplaires convenables des dérivées s-approximatives Dy,
et D,,. ’

Les solutions approchées L,(X,Y) dépendent, en général, de ¢ et
de . Se pose le probléme de savoir dans quelles conditions les intégrales
approchées L, tendent vers les intégrales exactes du systdme (6.1) lors-
que -0, n—>0.

Voiei un théoréme relatif & ce probléme.

THEORBME 3. Admettons que les fonctions

G (X, Y:'”kn”’lc'z:- <9 Ug s Ry e 12n)
soient définies dams Vemsemble Z
X=X I<a<oo,

[Y—X°|<b<<oo, 4,4 quelcongues,

et qw'elles y satisfassent & Vinégalité de Lipschite
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(6-3) |GM(X7 Yaﬁkly one ﬂ—’kqle:- .. :En)_ GM(Xy Yy/ulcl g '7’”kq’”zla' .. 7zn)[
q n
<13721 (Brs — Vnyl +W‘21 12— 2]
= o=

ot B et W sont fizes, W>0.
Désignons par E Vensemble des poinis (X,Y) pour lesquels

|Y—Y°|<b—Rpg|X—X°|, |X—X°|<c=min(a,b/pgR).

8i R==0, on pose c=a. Supposons que la swite des fonctions z,=N,(X,Y)
(k=1,2,...,n) possédant la différentielle de Stolz en chaque point de B
représente une solution (ewacte) du systéme (6.1) définie dans Vensemble H,
et que la suite des fonctions brisées z,=IL;(X,Y) (k=1,2,...,m) consti-
tue une intégrale approchée au sens s(e,n) du systéme (6.1) envisagé dans
Pensemble E. )

Supposons que, pour k=1,2,...,n,

| Ly (X°, ¥)— N (X°, Y)|<C lorsque |¥Y —Y°|<b.

Ceci étant admis on a, dans DPensemble E, les inégalités

Ly (X, ¥)— N X, )| H (| X — X°| 8,7, 0) B
ot H(r,e,n,0)=B(e,n) A~ (¢4 — 1)+ Le" et A
(6.4) B(e,m)=pn+te(1+(pgR))?,  A=pnW.

8i 60, 70, £->0, alors Ly(X,Y)=>N,(X,Y) wniformément dans Ven-
semble E. v

Démonstration. Posons f,(X,Y)=L,(X,¥Y)—N,(X, Y).

Nous démontrerons que les fonctions f,(X,Y) vérifient une iné-

 galité de la forme (5.2), et nous appliquerons ensuite le Théoreme 2.

Les fonctions N,(X,Y) possédant la différentielle de Stolz, on dé-
montre facilement, en s’appuyant sur la définition des dérivées partielles
e-approximatives, que l'identité

Dy, (e, Ly— Ny)= Dy, (&, Ly) — 0Ny, [0,

a lien pour des exemplaires convenables des dérivées approximatives. -
En vertu de (6.2).

Dey (e, Lu(X, T))= O+ (X, ¥, Dy, (o, (X, T Lo L)
oll |#y/<1. On a
AN, [00;= G1; (X, Y ,0N [0y, ... ,ON1[08gy Niye oy W)
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Ces deux identités rapprochées de (6.3) donnent

g n
!Dw;(syLk_Nk)!<77+RZ; IDy,(E,L/c—Nk)l-i—WZ;\Lf—Nﬂ

d'ou ZIDM( e, f( X, ¥

ment

)1<pRZ|D,,, (&3l + PWZ [f;+p7n. On a évidem-

[Gradx( 7’11:)[—"(2!])1( (e, f )" <ZIDM (&)l

1Dy, (&, fa)l < |Grady (¢, fr)]
et, par suite,

(6.5) |Grade (s, )| < pgR|Grady (e ,fk)H—pWZ Ifil -+ P

Cette inégalité a la forme (5.2). Pour appliquer le Théoréme 2 posons
n

,M)=?WZ"%¢+W7, my={ (i=1,2,...
=

semble B=H(g,c,X°,Y°) est défini (cf. (4

g(r)=b—pgRr, 8p(r,U1,... ,n). L'en-

.2)) par les relations

|Y—¥°|<b—pgR|X—X°|, |X—X°|<¢=min(a,b/pgk).

L’engemble S(r) est défini par les relations

| Y —-Y°|<b—pgR|X— X°|, | X —XO|==1r.

On voit facilement que les prémisges du Théoréme 2 se trouvent vé-
rifiées et que l'inégalité (6.5) coincide avec l'inégalité (5.2).

Le systéme d’équations (5.1) a maintenant la forme

n
”’llc("')=PW.21“i+ o+ 8(1"‘ (qu)2)l/2 (k=1,2,...,m).

L'unique intégrale u,=h;(r) de ce systéme, qui passe par le point r=90,
u;=my=_, a la forme

U=y (r) = Hy (r,2,m,0) = B (e,m) A7 (¢4 — 1) 4- {o*",

ol B(s,n) et A sont données par les formules (6.4). En appliquant le
Théoréme 2 on obtient, pour (X, Y)eH, I'inégalité

[1e( X3 T = [Ln(X, ¥) — N3o(X, V)| <H (| X — X° ¢, ).

Or. pour (X,Y)eH et pour ¢»0, n->0, {0, on a H(|X—X°|,e,9,8)->0
uniformément dans E. Il s’ensuit que L;(X,Y)->N,(X,Y) uniformément
dans E lorsque ¢,7 et  tendent vers zéro, c. q.f. d.
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§ 7. Une méthode d’approcher lintégrale de l’équation p=
=1(,7,%¢) au moyen de surfaces brisées. Admettons que la fonec-
tion f(x,y,2,q) soit partout de classe G**) et envisageons 1’équation

(7 1) az(m: y)/&m: f ({1}, Y, 2(x,y), oz (myy)/ay) .
Soit
(7.2) y=Ss,

une courbe initiale de classe 0 dang Pintervalle a <s<(b.

x=0, 2=w(8)

Divisons cet intervalle en n parties égales. Les points de division
sont donnés par les formules
Si=0-+i(b—a)/n (i=0,1,...,n)
Posons
Aw,y,2,0)=—f(2,9,2,0), B(,y,2,q)=1(@,9,2,9)— ¢f(#,4,2,4)
et introduisons le systéme suivant de 2n-+2 équations différventielles
ordinaires

dl/(ln B Pon, dzlm — R
(‘-'301\) ] ~= A&, Yous By s iz =B wyyomzﬂm—-"
ax Yin— Yon. Yin—Yon
dy, 24 2y, 2y — %
7 . 1n 0. In __ 1n on
(7-34a) F =A%, Y1n R0 |, i B2y Y101%1my ’
& Ym— Yon Yin— Yon,
dyin, Rin— R%i-1n dzm, Bim— zv.~1 N
(T'Jiu) dx =4 L3 Yin s %iny =, ""’I""—B ‘T’!./mnzm’
o Yin— Yia,n ax — Yi-1m

ou 1=1,2,...,n.
On voit que les équations (7.3,,) sont formées suivant une autre
régle que les équations (7.3;) pour les indices i=1,2,...,n.
Envisageons la solution de ce systéme de 2n+-2 équations

(7.4) Ya=Yin(®)  2m=2m(®  (1=0,1,..,0)
qui prend les valeurs initiales
yiﬂ(o)zsini zin(o)zw(sin) (7:‘:0711"'7'”’)‘

Pour un indice ¢ fixe les deux équations (7.4) réprésentent une courbe C;
y=yiﬂ.(m)7 z=z’£n(m)

située dans ’espace des points (@,¥,2)-

4) 11 suffirait d’admettre que f soit de classe 02 dans un voisinage d’un point
£0,Y05%0,90+
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A la solution en question de notre systéme de 2n--2 équations cor-
respond ainsi un systéme de n-+1 courbes Co,0i,...,0,, issues de la
courbe initiale (7.2), La courbe initiale et les courbes Cy,Cy,...,C, consti-
tuent une sorte de peigne & n+1 dents. Si n—oo, le nombre des dents
croit infiniment et le peigne représente une approximation de plus
en plus bonne d’uue surface limite. Afin de faciliter le passage i la
limite nous définirons une surface auxiliaire S, sur laquelle est située
le peigne en question. L’équation de 8, aura la forme y=g,(x,y).

Pour (z,y) vérifiant les inégalités y{_m(m)gysmu (), on pose

gn(m7y) = zi~1,n.(m) + (y"“ yi—l,n(w)) (zm (w) —Ri-1,n (W))/(?/m(m) - yt»--l,n (w))'

En §’appuyant sur le Théoréme 2 on peut démontrer que, dans un voisi-
nage de la courbe (7.2), la suite des fonctions g,(#,y) tend vers Vinté-
grale de 1’équation (7.1), passant par la courbe (7.2).

La démonstration est pénible surtout pour cette raison quw’il faut
démontrer qu’il existe un h>0, tel que les différences Yy, (@) —¥y;_ 1. (x),
intervenant dans le dénominateur, soient différentes de =zéro dans
Pintervalle 0<o<<h®).

On peut démontrer que les courbes C; tendent vers les caractéris-
tiques de la surface intégrale de 1’équation (7.1) lorsque n—>oco.

Les quatre équations (7.3;,) et (7.3,,) peuvent &tre considérées
indépendamment des autres car elles englobent quatre fonctions incon-
nues. Elles suffisent pour déterminer les courbes C, et ¢,. Ces courbes
tendent vers une méme caractéristique de la surface intégrale de (7.1)
passant par la courbe (7.2). On peut de plus démontrer que le rapport

(zln( iD) - 20%( w))/(ym( m) - yOn( .'L‘))

tend vers la dérivée partielle dz(x,y)/dy de la surface intégrale.

Et ainsi, en ge servant de ces quatre équations, on peut obtenir une
définition des caractéristiques indépendamment des surfaces intégrales
de D’équation (7.1). o

(Pest en. partant de cette définition que j’ai été conduit & lidée d’ap-
procher les surfaces intégrales de 1’équation (7.1) par les surfaces brisées.
Un article ultérieur sera consacré au développement plus détaillenx
des idées qui viennent d’étre esquissées tout-a-1'heure. ’

%) 8. Lojasiewicz [2] a eu I'excellento idée de remplacer le systdme (7'.3) par un
autre systéme d'équations différentielles ordinaires, dont les intégrales (jouant le
réle des courbes C;) se projetitent sur le plan (x,y) comme segmeonts paralldles & I’axe
@ ot forment un peigne & dents plats. Dans la construction fe celui-ci la difficnlté
mentionnée relative & la différence y,,—y,,, se trouve totalement &liminde.
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