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D’autre part I{®, (1)} —~I{F(r)} si »—1, done finalement on obtient de
(78) et (80) évaluation de la partie imaginaire de la fonetion F'(z) dans
F,, de la forme I{F(r)}<<8(r,c0)2).

Pour démontrer que la limite S (r,00) est atteinte considérons mainte-
nant la suite de fonctions extrémales Fj(z) par rapport & l'opération
K (F) dans la famille 'y, , ot M, est une suite convergente vers l'infini.
On peut admettre, vu que la famille 7, est normale, par le choix d’une
suite partielle, que la suite F,(2) est convergente vers une certaine fone-
tion limite Fy(z). On a alors

LmI{F,(r)} = I{F,(r)},

et comme I{F,(r)}=8(r,M,) on a I{F,(r)}=8(r,00), ce -qui démontre
finalement le théoréme 2.
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%) Les résultats obtenus pour les fonctions non borndes coincident avee ceux
que H.Grunsky a obtenu par d’autres procédés; voir [4].

icm

Sur les fonctions univalentes K-symétriques

par W. JANOWSKI (Ri6dz)

Considérons les fonctions holomorphes univalentes K-symétriques
dans le cercle [z|<<1 de la forme

(1) B(2) =2+ Byt 4 B2 E Y L

ol K est un nombre entier et positif. Soit 3/>1 un nombre positif quel-
conque, P, — la famille de toutes les fonctions bornées de la forme (1)
assujetties & la condition |@(2)|<M et &, — la famille de toutes les fone-
tions de la forme (1).

Les valeurs z ou bien 1>r>0 étant fixées, on peut s’occuper des
expressions suivantes

@ 190 (4)
(3) arg(®(2)/2)"), ()

R{®(r)),
o)

au sens de trouver leurs limites supérieures dans les familles @, et D.
On voit bien que pour les expressions (2)-(4) on obtient ces limites

immédiatement, en profitant des résultats connus pour les fonections

1-symétriques (voir [2] et [4]). -

Pour les fonetions de la famille @y et respectivement pour les fonctions de la famille

Do on a des inégalités
(6) |P@I< By,  Pl2)e Dy,

ol Ry (0<Bu<l2l) satisfait & Véguation Rag/[1 — (Bag/ M)XK = |21K/(1 — |21y ;

(7) [@(2) < Beo D (2) € Doy
ol Rep = [2] /(1 — [2/%)7E;
(8) arg (D (2)/2) < Lum, D (2)€ Dy

o Qum et By (0 <RBy< |2]) satisfont auw dquations

1) On prend la branche de ’argument qui est égale & 0, pour z=10.
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Q= 11— (By/M)P® [1~(RM/M)K . 1—lfvl“]

) E 1+ (Bu/MPK 1 (Byg/ M)® " 1+ K )
2 (By/ M) [1~(HM/M)K,1—1zIK] log UK 1 — K
1+(Rpy/ M)*K 1+ Ryg/M)X "1 +al¥ g 21X (M Bpr)X — (Rag] M)X]

(9) arg (D (2)/2) < 2oos D(z)e Dy,
0t Qoo= K~ log[(1 + [2lK) /(1 — [¢[)];
(10) B{® (1)} < Rpr, D (2)e Dy,
ol Bar (0<RBpr<<r) satisfast & Uéquation RE[L1—(Rp/M)K]~2=rK(1—rK)=2;
(11) BR{OM} < Bor PPy
ot Boo=r(L—rK)~2/K; ot ces limites sont atteintes.
A cause de cela nous nous bornons 4 la déduction des limites préei-
ses pour Pexpression (5).

Les THREOREMES FONDAMENTAUX. Pour les fonctions de la famille

d;M et respectivement pour les fonctions de la famille w, on a des inégali-
tés

o) I{®(r) <RysinQy, B)e Dy

ot By (0<Bp<r) et 2y, (8in2,,>0) présentent une solution des équations
auw inconnues R et Q

(12) [1+ (R/MPX]sin Q — 2(R/ M) 1——(R/M)K 1—rf
2(R/M)E sin 2 — [1+ (BJMPS] " [1+< R 1+9~]

+log MX 1—¢%
o —
& R MERE= (®DE
; 1 1—(R/ME 1%
18) 0=t .
(13) " K{logzll—i-(R/M)K' 1 -HK]"
1— 7‘”" 12 l
—log? M¥ o = . - -
& e RE — wimey | T EE

1 étant wn nombre entier entre 0 et K — J
L. Ce nombre 1 et la solution Ry, 9,

dotvent étre ch
oo, re choisis encore 'une telle fagon que le produdt K sin © soit le plus

(Im) o)} <R, sin 0, D(2) e D,
ot R, e Q. satisfont aux équations

(14)  logR.,= K~ Hlog [r* /(1 — +*E)] + sin 0, log [(1+9%) /(1 — &)},
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(15) Q=K cos 2, log[(1 4+ %) /(1 — %)] + 2alK ™!

et ces limites sont atteimies.

Démonstration des théorémes fondamentaux Avant de pro-
céder & la démonstration de ces théorémes il y a lien de remarquer que
nos théorémes sont équivalents 3 ceux qui établissent l’existence des
fonctions extrémales par rapport & la fonctionnelle (5) dans la famille @y,
resp. dans @, dont la partie imaginaire est égale & Ry sinQM ou resp.
R, 8inQ,,, données par les formules (12)-(13) resp. (14)-(15).

Pour démontrer ces théorémes considérons d’abord les fonctions
holomorphes univalentes K-symétriques dans le cercle |z]<1 de la forme

(16) @) =bz+ b+ 4 bszZK+l+ Lo=Dby(2 +BzzK+1+ )

olt b>>TYE, T — un nombre guelconque fixe de Pintervalle (0,1) et assu-
jetties & la condition [p(2)|<C1.

Considérons la famille de, toutes les fonctions de la forme (16). Nous
lappelons la famille gp. On voit facilement que la recherche des limites
précises de Pexpression (5) de (1) dans la famille ©,, est tout & fait équi-
valente au probléme analogue pour 1'expression I {(p (7) /by } dans la famille
@y, en posant T=M "%, Soit ensuite

(17) fe) = me + P+ ... = (e + A2+ ..

la fonction holomorphe univalente dans le cercle [¢|<1 telle que @,>0
et
(18) (@) = [F(#)V%,

ott la fonction @(z) est une fonction quelconque donnée de la famille ¢g.
On voit qu'une telle fonction (17) existe, est définie univoquement et appar-
tient & la famille F; de toutes les fonetions univalentes bornées dans
fz]<1 de la forme (17) ol a,>>T. Considérons la fonctionnelle

(19) K(f) = I{[/ (") [ 75},

déterminée dans la famille Fz. On voit bien que pour la fonction (18)
on a I{(p('r)/bl}=K (f). Il en résulte facilement que la recherche des li-
mites précides pour (5) de (16) est équivalente au probléme analogue
pour ’expression (19) dans la famille Fy.

Il suffit done de prouver lexistence et de déduire 1’équation des
fonctions extrémales 7 =f*(2) de la famille F5 pour lesquelles la fonction-
nelle (19) atteint son maximum, d’oll, en vertu de certaines propriétés
de cette équation nous obtiendrons, tous les caleuls faits, certaines réla-
tions qui conduisent & déterminer la fonctionnelle (19) pour f= #*. Enfin,


GUEST


204 W. Janowski
en retournant de iy, par ¢p & @, nous obtiendrons aisément le théorsme
(I), et ensuite, en passant & la limite, le théordme (II).

Nous démontrerons maintenant le théoréme (I). Dans ce but consi-
dérons la fonctionnelle (19). Nous constatons sans peine que la fonction-
nelle (19) posséde dans chaque point f de la famille Fy la différentielle
(voir [1], p. 43)

(20)  L(h) =K I{[f(r") o 7 [R (%) [f (%

Ou voit aisément (comparer [3], p. 183) quon peut appliquer & la fonction-
nelle (19) les résultats de Z. Charzyhiski et W. Janowski (voir [1], p. 45)
relatifs aux fonetions extrémales par rapport & la fonctionnelle (19)
dans la famille Fp.

I1 régulte de ces considérations qu’il existe des fonctions extrémales

- Aallz/“l]}’ h=h(z)eH.

respectives et qu’elles satisfont & 1’équation: v
(21) @1 (@) PMLf*(2)] = 272N (2 2) pour zel",
ol
M (o) = D[P (1), 07 + D[P (2), 0] — 2,
(22)

R(e) =D'[P(L,e)"(0)] + D[P, ()] — 2.

{ désigne la variable apparente de I'opération, tandis que 2z joue dans (22)

le role d'un parameétre
(23) V(w,2) =0l + wi)(l — i)™
D*(h) = L*(h) — iL*(hi), D*(h) = L*(h) + AL (hi),

L*(h) — la différentielle de la fonctionnelle (19) au point f*

P*= min {D*

0y <2n

(P11 (),e7™) + DU (#I(0), e} 2.
D’aprés (23)
(24) D*(h) +D*(h) = 2L*(h).

Selon (24) et (20) les formules (22) prendront la forme:

: _ 2 N o + ) .
(25) 9Jz<w)-K1{( A ) [w_f.(rz)-l]}—zb,

2 (P OENE 25 frE
N =
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et par conséquent
L[ 0+ 1)
M(w) =— f(* 2) (——**—z?*l -
iK ay w—f (")

_ (?‘ (rK))‘/K(l + of (%)

at 1— wf(r

e

L[NV S 1) e )
m)zﬁf[( P ) ( 7 )

—_(;t(rK))llx(‘l—)"V z ? _) K'—'l)] _2LD¢.
\ oo 1—r%z [ (")
Posons pour abréger 1 (z)=w, [*'(2)=0’, et soit

fuE)=of®, P =ee, )= FU0H) =Te?

Lréquation (21) prendra alors (aprés avoir multiplié les deux membres
K, —

par K Vi) 1a forme suivante:

i I/Keiw./x_‘fﬂ’f_

w? w — g€

VK, —W/Kl + wge
1 — woe™™

(21) 4 Qa)

T gite—a) _ o¥%e —iqz/K,l,;‘i:. T gmito—n K +2a)

b4
a2 | VE G E +r
- ¢ K 1— %z 0

217 4

oft on a posé P* =K 'a; ¥X[a— " sin(p/K)]. Ensuite, comme il existe
des nombres p,;, ¢; (i=1,2) différents de zéro, tels que les expressions

entre les parenthéses quadratiques de (27) soient identiques &

(28) (Pro — q)*(w — 06)7H (1 — e 7 w)!
et resp. & o
(29) (P2 — @) (2 — ,'.K)—l(l — &),

on obtient que I’équation (27) prend la forme

w't (0 — w,)* ot (#—2)*
ot (w— 0f?)(1— e %0w) 22 (z—r5)(1— %y’

(30)

ot Uon a Posé wo=aq,pi", %=4:pi , t=p;pi . On obtient de (30)

2 22,

w — Wy . ,
e — ) (T — 21"

[0 — e @ —eo "o)]” %

(31) %-
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o 'on a pris les branches des radicaux analogiquement comme dans le
travail cité ([2], p.64). Puisque «(0)=0, on obtient sans peine que
= wy25 (1 [g)®e~'"2. Bn intégrant les deux membres de I’équation
(31) on obtient, analogiquement comme dans le travail cité, une équa-
tion?) et en développant les différentes expressions de cette équation
pour les r suffisamment petits nous arrivons i l'équation:

(32) i ¢ log[(1 — 0)/(1+¢)] + log g™ — log T'(1 — ¢*)
gt log [(1— 7%) /(1 + +™)] + logr™ —log(l»w ) + 2Und

ou l=0,4+1,... En comparant respectivement les partles réelles et imagi-
naires des deux membres de I’équation (32) on obtient

(32 Rivi’é*)log[(1 — o)/(1 + )] + log[e/T (1 — ")
=R {77} log[(1 (1425 4 log [VK/ 1—r5)],
I{w;*e} log (1 — o)/ (1+Q)]+¢—]{ Y log|(1 — l+er)]+ZIy;

Tivaluons ensuite w, et 2z,. Considérons dans ce but les identités qui
résultent de (27), (28) et (29). On a

(83) 7o — o)’ = — 2067%|a 4 ¢"cos (p/K)| * +
+2((1 — ¢) @i sin(p/K) + a(1 + ] + 206 [0VX cos (p/ ) — d,
(84) Pz —af=— 2%[a + 0" (v/0)rE cos(p/K + 6 —p )&+
+ 2[(1 — %) g (v ]0) 74 nin (@/E 4+ — ¢) +a(l + # e
+ 2% [V (/o) rE cos (p/K + 9 — ) —a]

En comparant les coefffcients de dans les deux membres de P’identité
(33) on a

(35) oy = L8 ") ¢/F i sin(@/K) + a(l +¢%) |

2[e + ¢ cos(p/K)]e
Comme le discriminant du membre droit de (33) est égal & zéro on obtient
[(1 — ¢%) o™i sin (p/K) +a(l +f =4 [a — % cosz(tp/K)‘l,
c’est-4-dire )
(36) (1—g*)*a* +-20"% i sin(p/K) - (1

—")a+ " [4g" —(14¢*)* sin (o /K)| = 0.
En désignant par a; et a, les racines de Péquation (36), on a
oy = ¢"€i(1—¢") [ (1 + ¢") sin(p/K) + 24].

2) (‘ompa.rer [2], p. 64 — il faut remplacer dans I'équation (37) du travail cité
r par K pour obtenir Péquation démandée.
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Comme Y
s I/K w,K e -+ 0 o l/K — /K 1 +e 96
— 20 = min {g —_— — |
& — gd? 1—e%pe™™
I<y<2n -

ce qui résulte immédiatement des définitions de P*,e et de 1’équation

(27); il faut prendre alors celle des racines o et a, qui est plus grande,

c¢’est-a-dire

(37) a= " i(l— ¢ [—

Posons pour chaque z et y

A(w,y) =(1+ o) siny — 2z,

(38) B(z,y) =(1—a") cosy,
C(z,y) =1+ 2 —20siny.

(1 + o) sin(g/K) + 2¢]-

On a vu dans (37) et (38) que a=0"Fi(g*—1)"" A(p,p/K). En substituant

a dans (35), on obtient

A(0,9/K) —iB(e,9/K)
C(e,9/K)

Pour évaluer z, reprenons I'équation (27). Comme w (0)=

facilement que

(40) zo~ 7% cos(p/K + 9 — ) = cos(p/K).

D'un autre cbté, vu (21), (33) et (34),

a+ " (z[0)r™ cos|(p/K) + & —g] .

a+ ¢"Fcos{p/K)
En substituant zo~ % cos[(p/K)+9—g¢] de (40) & (41),

(39) wg=—e"

0, on en dédnit

on a

(41) t=1%g7}
on obtient

1

(42) t=1rEg1g".
11 résulte done de (23), en vertu de (42), que
(43) 2= wye~ .

Reprenons maintenant les équations (32'). Selon (38), (39) et (43) elles
prendront la forme suivante

K
Ale,p/E)) 10 0 Alog/B), 1"
N T _'—'1 = — +10g
Gl oD %10 T T~ el BT TR T
w Bg,p/K). 1 Blo,p/E), 1—17%
22,9 —e e,® —
- L = lo + 2.
Cle,9/X) 0g1+e+¢ Clo,0/K) E1+ %
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ol 1=0,+1,...3). Nous sommes arrivés au systéme d’équations analo-
gues, 4 un systéme que j’ai obtenu dans un autre travail (voir [3], p. 191)
en remplagant en ce dernier le systéme » par % et ¢ par ¢ /K dans les expres-
sions A (g,p) et C(p,p) qui s’y trouvent. Analogiquement, on peut, de
méme que dans le travail cité ci-dessus, remplacer le systéme d’équa-
tions (44) par le systéme suivant:

Ao,p/K) 2 2 1
D LA SN N — TV = () =|U — /2
(45) Co,p/E) (e,7) (0,7) 3 ¢ [ (e,r) =V (07"')] + 21z,
olL nous avons posé, pour abréger,
1—p 1-— T'K) o(1 — »*E)
= log |-~ ¢ ——pst ) == - S
Ule,7) Og(1+9 1+ FE V{e,7) logT‘K(l—gz)

De cette fagon nous avons démontré, selon (45) et (38), la premidre par-
tie du théoréme (I) pour la famille Fp

En appliguant la méthode tout & fait analogue a celle dans le tra-
vail cité (comparer [3], p. 192-199), on obtient ce qui suit: pour chaque so-
lution g¢,p des équations (45) pour chaque ! satisfaisant aux conditionsg
0<o<r, sin[U*(o,r) —V*(g,7)|* >0, il existe une fonction univalente
f'(2) dans |z|<1 de la famille Fy telle que f*(r5)=ge', ou bien

I{[1* ()] ™) = ¢ sin(g/K)a™ ¥~

Bn choisissant celle pour laquelle le prddujt o sin (¢/K) a7 YE est 1o plug
grand, nous démontrons la seconde partie de la thése I pour les fonctions
de la famille Fr. Bn passant de la famille Fy par gr & @y, ot T=M"K,

nous arrivons 4 la thése demandée. Enfin, on démontre le théoréme (IT),
comme dans le travail cité eci-dessus (voir [3], p. 199-200).
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}) On peut se borner évidemment aux valeurs 1=0,1,...,K—1.
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On the geometrical significance of curvatures of higher
orders for curves lying in n-dimensional spaces

by 8. GoeaB (Krakéw)

Burali-Forti is responsible for the following geometrical interpre-
tation connected with the first and the second curvature of curves lying
in the three-dimensional Eueclidean space.

Let %, and #, denote, respectively, the first and the second curva-
ture of a curve O at a regular point M. Fixing the point M, let us denote
by M a neighbouring variable point on the curve C, by M’ the projec-
tion of the point M on the tangent to ¢ at the point M,, and by M"
the projection of the point M on the plane exactly tangent at the
point M.

Then we have the following formulas:

(1) im QMM [M M)=x, 1),
MM,
(2) Lm (MM [(MyM - MoM’))=|z,].
MM,

These formulas may also serve to define eurvatures x; and x, at
point M,. In this way we obtain a fairly general definition of those no-
tions, which, for instance, does not imply at all the rectifiability of the
curve in the neighbourhood of point M,.

The object of this note is to generalize formulas (1) and (2). Before
formulating this generalization we shall introduce certain symbols.

We shall assume that a curve C lying in an n-dimensional Euclidean
space satisfies the assumptions under which Frenet’s equations are va-
lid. Denoting by o an are of curve ¢ we shall mark by commas the diffe-
rentiation with respect to the arc. Further, let us denote by #; (1=1,2,...,n)
the orthonormal system of vectors of Frenet’s n-hedron, and by #;
(j=1,2,...,n—1) the successive curvatures of curve C, it being assumed
that

Hp >0 (p=1,2,...,n—2).

1) AB denotes the distance of points 4 and B.
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