Le maximum de la partie imaginaire des fonctions
univalentes bornées

par W. JANOWSKI (R6d7)

Dans ce travail nous obtenons certains résultats concernant le ma-
ximum de la partie imaginaire des fonctions univalentes bornées.

Ce travail appartient au cycle de travaux dont les résultats sont de
la catégorie des théorémes sur la déformation.

1. Considérons les fonctions holomorphes univalentes dans le cercle
l2]<1 de la forme
(1) F(e)=2-+ 4,2 + ...

Soit M > 1 un nombre positif quelconque, P, — la famille de toutes
les fonctions bornées de la forme (1) assujetties & la condition |F(z)|<M,
et ¥, — la famille de toutes les fonctions de la forme (1).

La valeur 1>r>0 étant fixée, pour chaque F(z) nous considérons
(2) I{F@).
Ainsi formée, Pexpression (2) est une fonctionnelle définie dans la famille
F,, et par conséquent dans F,,.

THEOREME 1. Pour les fonctions de la famille Fyy on a Vinégalité

(3) I{F(r)} < ou singy,

ol oy (0<<en<r) ¢ gur (singy>0) présentent une solution des équations

1+ (o/My]sing — 20/ M Og(l—g/M_l—r)
(2¢/M) sing — [1+(o/M)*] 14 o/M 147
1 — 9

log M -»---‘~—Q-—-———s0,
@) e e T

‘ 1—o/M 1 —1') 1 'Jlf2
=1 2(———————-:—»-—— —log’M —or
4 [°g T4 o/ 147 8 Sje= o

telle que le prodwit o sing est le plus grand.
La Vimite (3) est atteinte.
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THEOREME 2. Pour les fonctions de la famille F,, on a inégalité

I{F(r)} < 0 8NP,
0 0y € @, Satisfont aux équations

log g, = log (r/(1—r%)) + sing,, log (1 +r)/(1 — 7)),

(5) Po = COSP,, log((1 +7) /(1 — 7))
et cette limite est atieinte.

Avant de procéder & la démonstration nous remarquons que nos
théorémes sont équivalentes & cex qui établissent existence de la fonc-
tion extrémale par rapport & la fonetionnele (2) dans la famille Fy, resp.
dans F. La partie imaginaire de cetbe fonction est égale & gy sing,,

"TeSD. 0, SiNg,,, OU @3 eb @y sont des racines des équations (4), resp. Oco

et @, — des équations ().

Démonstration du théoréme 1. Pour démontrer DPavant dér-
nier théoréme congidérons d’abord la famille Fr1) de toutes les fonetions
univalentes bornées dans |z|<1 de la forme

f@) =2+ a2 +...=a)(z + 4,2 +...),

ot ¢, =1, T' étant un nombre quelconque fixe de lintervalle (0,1). Ces
fonetions sont assujetties & la condition |f(z)|<1 pour tout |2|<c1. Consi-
dérons encore la fonetionnelle qui y est déterminée,

(6) E(fy=I{f(r)/a}.

Nous constatons que la fonctionnelle (6) a dans chaque point f de la fa-
mille Fz une différentielle qui ne s'annule identiquement dans aucun
point de Fp. En effet, en désignant par Af=A4f(z)=Aa; 2+ Aa, 2+ ...
la fonction quelconque, telle que f(z)--A4f(z)e Frp, on a

(1) B+ 4) = I{{f(r) 4 4f(r)) [(a; + day)}

o = I{f () jan} + I{Af () jar) — I {f(r) Aeyfai} + n(4f),
(8) Lh) = I{h(r)ja)} — I{f(r)afai}  pour chaque heH
(voir [3], p.43) est une fonctionnelle linéaire et

(9) (A < ([4F(T + (daJ 2P (41 (1), Aw,),

ot P(&,7)—0 pour &0, n—>0. Comme

147 () <1141l

') La famille introduit par M. Z. Charzyhski, comparer [2], p. 5.

(10) ey <(1—1 /) (2

pour (1—1/n)"'>r,
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pour » assez grand, selon l’inégalité de Cauchy, on a de (9)-(10), en po-
sapt (1+ (1—1/n)"*)*P(4f, da,)= e(4f), que

e (4f (2)),

ce qui prouve (vu (11 et (7)) que la fonctionnelle (6) est différenciable
dans Fy et que la différentielle de (6) au point f est donnde par (8). En
outre, il résulte de (8) que L (k) ne s’annule pas identiquement dans aucun
point de Fyp.

On voit aisément que la différentielle (8), prise en un point guelcon-
que de la famille #;, s’étend sur la famille linéaire & de toutes les fone-
tions méromorphes dans le cercle K (0,1), possédant des poles dans I’en-
semble E* composé des points appartenant & ce cercle et différents de r.
La frontiére de 'ensemble B* contient la circonférence K*(0,1), dont
aucun point n’est un point d’accumulation des points essentiels (voiv
[2], p..28) de P’ensemble complémentaire de E".

On peut donc appliquer 4 la fonctionnelle K (f) les résultats de Z. Cha-
rzyvski et W. Janowski (voir [3], p. 45) relatifs aux fonctions extréma-
les par rapport & la fonctionnelle K (f) dans la famille Fy.

Il résulte de ces considérations qu’il existe des fonctions extrémales
respectives et qu’elles satisfont & 1’équation

(12) (@) 7 () IM I (2)] = 27" N(2)
(voir [3], p. 53), ou
M(w) = D[P (£),0

(11) n(4f) <l (e

pour zeE*

|+ D[P (F ),
RN(2) = D[P(L,1/e) 1" ()] + D" [Z(C,) (L) —

o)] — 29",
29,

{ désigne la variable apparente de I’opération tandis que 2 joue dans (13)
le r6le d'un paramétre,

(13)

Y(w,4) =0l + 0d)/(1 — wi),
(14) D*(h) = L*(k) — iL*(hi),
D*(h) = I* (h) + iL* (ki)

(voir [3], p. 43). L*(h) est la différentielle de la fonctionnelle (6) au point f*.

P* = min (D*[y(f'(¢), 67| + D[ w(* (0),67)]} /2
D’aprés (14) )

(15) D*(h) + D*(h) = 2L* ().
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Vu (15) et (8), les formules (13) prendront la forme:

M (w) = QI{M _ %T_)} — oP*
@ 1
- &—1; {w[f* 0, Lo 19170 1] — (1) — )} ~29",
(16) ' . .
1 1

L 3 (o, 312)1(0) = 9 TR — (1) ~ )} — 2,

dolt, en posant successivement dans (14) w=f%(r), A=1/w et w=r, A=1/z,

on a, d’aprés (16) et aprés des calculs faciles:

(17)

fa . 1 w+f 7 1+f ) LYY - oOV*

R = [ 2200 ) A TO (e =) | =2,

1 v, EHT 1+rz_
(18) 9t(z)=m[rf () =) — () ))] 2P".
Posons maintenant pour abréger '
(19) fey=o, [)=w,
et soib
oy =ed%  fi=ee™ )=, )=

(20) ’

P* = (ia—¢ sing)/a %).
En multipliant les deux membres par a; ¢ et vu (17), (18), (19) et(20)
Péquation (12) prendra alors la forme suivante:

2 & .1 e~
(21) -“’—(eww+° . pe” l—“ﬁrzu
w? w — g6 1— pe”
1 LT 1+ vz
=Giree?—— — et —— 12 )
& ( Z—1 1—m "

I’équation que nous avons obtenue peut &tre écrite sous une forme
plus simple en vertu de certaines propriétés des expressions (17) et (18)
que nous allons examiner maintenant. M(w) et N (2), comme il a ét¢ dé-

2) P*{0; comparer [3], p.48. De 1& I{a};O. Nous utiligérons cette remarque
plus loin, *
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montré dans le travail cité (voir [3], p. 46), prennent sur la circonférence
du cercle |w|=1 (respectivement [¢|=1) des valeurs réelles non négati-
ves. M(w)=0 ayant, comme cela résulte de la définition de P”*, une ra-
cine double sur la circonférence du cercle |w|=1, n’a pas d’autres racines,
ni & Pintérienr du cercle |w[=1, ni sur sa circonférence, puisqu’elle n’s
que deux racines. C’est ce qui résulte directement de la forme M (w) (for-
mule (17)).

N(z) a deux racines. Cest ce qui résulte aussi directement de la forme
de N(z) (formule (18)).

N(z) ne peut pas posséder de racine & Pintérieur du cerele o<1,
car plors, en vertu de (12) et vu f*'(2)5£0, M(w)=0 aurait une racine
4 Pintérieur du cercle |w|<C1, ce qui serait contraire & ce que nous venons
de démontrer. Cella posé, N(z)=0 n’a de racines que sur la circonférence
du cercle 2| =1. Comme la fonction M (z) n’est pas négative sur la circon-
férence |2|=1, N(2)=0 ne posséde qu'une seule racine double.

Il s’ensuit de ce que nous venons de démontrer qu’il exigte des nom-
bres p;, ¢; (¢=1,2), différents de zéro et tels que les expressions conte-
nues entre les parenthéses de 1’équation (21) prennent respectivement
les formes suivantes:

o + e o 1406 "o % (prow — (11)
(22) © — e I—oe %o (o 0d") (1= oo )’
SR o1 P& — )
reet® + - ppe + 1z 1o (p2 )
2—r 1—rz (#—7)(1—1r2)

Par suite I'équation (21) prendra la forme

(23) ﬁ,f . vw._.ﬁpl a)_——_@_)ﬁ — } . (l)zi:—ﬂ_z)
o’ (0—0€") (1~ e ?w) T 2 (z— ry(1—rz)’

En posant dans 1’équation (23)

(24) 0[P = o, G /P2 = %

et en divisant les deux membres de Péquation (23) par pi, puis en po-
sant

(26) - Pafvt =1
nous obtenons 1’équation

2

w 9

(2 —2)

(w — wo) ¢ .
e—r)d—rz)’

(26)

o (w—ge")(1—ge o) ~ 2
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Posons maintenant

(" PP= g%, (oM, (— ge") %= i(ed)”,
(27) ‘ »
(__ Qe-—igy)l2 — i(gefup)l,ﬂ: 7;91’&6”’”2, (_1)1/-. 2

De (26) on obtient -

28 @' — w, e 2— 2,

28 - — g S o

(28) o [(0—oe®)(1—pe "w)"* 2z [(z—r)(1—r2)]'"?

ot l'on a pris les branches des radicaux [(z— r)(1—72)]"%, [ wl—’; 06™) %

X (1—pe~ )%, qui sont égales (pour #=0 et w=0) & ir'’ resp.

(g0,

Ces branches existent respectivement dans le cercle K (0,7) et dans
le domaine w[K(0,7)], olt les expressions sous les signes des radicaux
sont différentes de zéro. Puisque «(0)=0, il s’ensnit de (28) que

e 1/7 o iwlz,

(29) = (wo/%) (1" /e

En intégrant les deux membres de cette éguation nous obtiendrons,
aprés des calculs aisés et vu (29):

ee ™0 —1+4[(e6™"w—1)(e¢™ "0 — %]
e "o —1—[(g6™Pw—1) (e " w— ")"*
00 (1— g6™% w) + [06 (1 —pe™ " w) (06" — w)]'/*

%)

(30) log

+ wye~ *log

06" (1— 06~ w)— [06* (1 — 6™ w) (06" — )]
Wy —ig rz— 14 [r(rz_— )( )]1[2
=—z: e [log e—1— [‘J‘(TZ'—- )( )Jllg“}’
r(1—r2) [r(L—re) (r—2) ] o
+2;log r(l—7rz)— ['),(1__7.2)(,’._z)]1/2 +

o1 on a pris les branches logarithmiques qui, pour w=f"(r) et 2=r respec-
tivement, ont des valeurs principales. Ces branches existent dans les do-
maines simplement connexes K (0,r) et w[K(0,7)]. En tenant compte
de ce que w(2)->f*(r), lorsque z—7, nous obtenons immédiatement de

(30) que O=0.
H or (0— a)dw T Com— 1+ [{em—1) (cz— be) JH? .
) ez Y [l"g oo~ T—[(oo—T) (oa~bo) P

o\ b(1—om)f (b1~ cw)<b*w”m’]
+“(ﬁ) b(1—ex)—[b(1—em)(b—=)] 1
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Notre but consiste & déterminer le produit gsing. Iixaminons dans
ce but Péquation (30) dans lentourage du point ¢=0. En développant
les différentes expressions de (30) pour les z suffisamment petits, nous
obtenons les égalités suivantes:

w=1T%+a,2+...=0,(2)"),
e o —1)(ee 0 — @) P =g — 27 e (14 o) o+...= o + 0, (2),
[0e" (1— 6™ w) (06 — w)]!/*= pd"— 2 (1 + o) -}-...
=0 — 27 T (14 ¢°) 240y (%),
06w — 1+ [(0¢ 0 — 1) (00w — o) **
0w —1—[(pe™®w—1)(ge™ "0 — ")
=log[(1—o)(14 o) 1+ ¢ w+...=log[(1— p)(1+0) "] + 04(2),

06" (1— 0e™ )+ [06" (1 — ge™ " w) (6" — w)'*
06" (1— 6™ ) — [0€™ (1 — ge™ " ) (06" — )]

=log2e6¥—log[(1—¢%) 2 '] —logw — [(1+30%) (4o) ‘T e ...
=log 206 —log[T(1— ¢") 27 '] — logz+ O; (2)+ 2k, i
(ky=0,4-1,...).

D’une maniére analogue:
r2—14[r(re— 1) (z—7)]*
e [rirz—1)(z—7)]"*
(1= r2) 4 [r(1— re)(r— &) ]
r(L—r2)— [r(1—r2)(r— 2) 2
=log2r—log[(1—7")27"]—loge+ 0, (2) + 2kywi  (ky=0,41,...),

ol 0;(¢*) sont d’un rang non inférieur & 1 (k=1,2;41=1,2,...,7). En
substituant les expressions (31) et (32) dans (30), nous obtenons, en vertu
de la définition de la fonection 0;(¢*), 'équation:

(83)  log[(1—o)/(1+e)]+ wye~*{log2ge'r—
—log[7'(1 ~— ¢%) /2] — logz - 2, i)
= (w0 /20) e {log [(1—1) (1 + 7))+
+ 2y(log 2r —log [(1 —#*) /2]~ log# - 2leyri) ),

=1og{(1—7)(1+7)" ]+ O4(2),

(32)

‘) Le premiér coefficient du développement de la fonction extrémale st dgal
4 T, comparer [3], p.52.

Maximum de la parlie imaginaire 189

d’ot, a.prés une réduction aisée et aprés avoir divisé les deux membres
par w,e~*, nous obtenons Péquation

(34)  (L/wy)6log [(1— 0)/(1+ )]+ log o6 — log T(1 — o)+ 2w
= (1/2) log [(1—7) /(1 4r)]+Tog[r/(1—1*)] (=T, — k).

On obtient sans peine de I’équation (34) deux équations auxquelles
satisfont ¢ et ; en comparant respectivement les parties réelles et imagi-
naires des deux membres de I’équation (34) on obtient

R((1]wo) e} log[(1— 0)/(1+ 2)]+ IOg[Q/T(l— 92)]
(35) =R{1/z} log[(1—r)/(1+7)]4log[r/(1—
I{(1/oo) €™} log [(1— o) /(1+ )1+ ¢+ 2km=1I [1/2,) log[ —r)/(1+7)].

Evaluons maintenant w, et z,. Reprenons dans ce but les identités
(22).

1l résulte de (22) en tenant compte de (24), et aprés des calculs fa-
ciles, que

(36)  pi(w— we)f'=—2 {(a+t ¢ cosp) ge~ 0 —
—[(i— 0% gising+ a(1+ o*) Jw+ (a— ¢ cosg) ge’i"’},
(87) pi(e—2y)'=—2{(a+ vr cos9)re? —
—[(1—2*)wrisind+ a(1+1*)]2 + (a— o7 cosd)r).

En comparant les coefficients de o dans les deux membres de l'identité
(36) on a

(38) wy=[(1—¢%) ¢i sing+ a(1+ ¢")][2(a+ o cosg) o] ~*6*

On determine «, en profitant du fait que le membre droit de (36) est un
carré (car le membre gauche est un carré). On a ainsi

[(1—¢*) ¢i sing+ a(1+ @) =4 (a’— o® cos’p) ¢,
c'est-a-dire
(39)  (L—@"*a®+ 2ao(1— p*)i sing + 4p*— g*(1 -+ o%)* sin?p=0.
En désignant par a; et a, les racines de I'équation (39), on a
a=[08/(1—")1[— (1+ ¢") sinp=£20].
Il résulte immédiatement de la définition de P*, de « et de (21) que
—2a= min [pe" (67 + g6) (" — ge'?) ' —

0y <2 . .. o
—0e" (14 ge™ " W) (1— g )1,
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11 faut done prendre celle des racines «; et «, qui est la plus grande, e’est-

a-dire

(40) a=[gi[(1—¢)][— (1+ ¢") sinp+ 2¢].

Posons pour chaque z et y,

(41) A(z,y)= 1+ 2°) siny — 2z, B(a,y)= (1—4a") cosy,

C(z,y)=1+ o — 20 siny.

D’aprés (40) et (41) on a que a=gi(p*—1)""A(g,p). En substituant «

dans (38) nous obtenons

(42) wy=—6"0(0,9)[4 (0,9)+B(0,9)]""

Pour évaluer z, on remarque d’abord, qu'en vertu de (36) et (37),
pi=—2(a+tocosp)oe™ et  pi=—2(a-tvr cosd)r,

dott, vu (25),

(43) t=1(a-+ ¢ cos®)[o(a+ o cosp)]~ 6.
Pour définir ¢, considérons la fonction extrémale f*(z) et la fonction
(44) f@)=e"1"")  (f;(2)eFy),

oll § est un paramétre qui admet des valeurs quelconques dang le voisi-
nage de zéro.
Considérons en outre la fonction de la variable 4:

x(8)=1I{f; (1) /al} =T {e™¥f" (re'®) |a}}.

La fonction y(4) atteint, en vertu de (44) son maximum aun point §=0.
Par conséquent

: d (e Pf(re' N
(5] (%I{ a I)o 0_0

Aprés des caleuls aisés on a
L G TR X e L TR R U ST a T}
dé o s o a J

@ol, vu (45) et en tenant compte de la définition (20), on obtient

(46) 77 CO8 % —g cosp=0.

En déterminant 7z cos @ de (46) et en le substituant dans (43), nous obte-
nons (aprés avoir divisé par a-p cosg),

(47) t=rg=1¢®.
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On obtient done de (28), en vertu de (47),
(48) 2= wpe~ %,

Reprenons maintenant les équations (33) et (34). Nous obtenons 4 partir
de (48), en tenant compte de (41) et (42) et aprés un caleul facile,

1 1 . A B
49) - 1 Aley Bl

2w 0(0,9) C(e,9)
Par conséquent les équations (35) prendront, selon (49), les formes sui-
vantes:

Aleyp) . 1—p 0 A(o,p), 1—7r r
— lo, lo, [— 1o _ log -
Tlo,) g1+9+ ETA—¢) Ol Bigr I
(9,9’) Bo,p) . 1—7
——+ 2kr=— ——"""1o
T Oleyy) B1ge TP T Cleyp) C14r’

d’ou, aprés des calculs aisés on déduit les équations:

Alesp) | (1—9_1—f)_10 e(1—1)

C(e,9) 1+ 147 Tr(1—o) '
(50) B( ) 1
. e,p "9 -7
k= 1 ( )
TP R R

Remplacons maintenant le systéme d’équations (50) par un autre systéme
d’équations équivalentes & (50). Posons maintenant pour abréger:

U(e,r)=log{[(1— o) /(1+)]:[(1—7)/(1+m)]},
Vie,r)=loglo(1—17*)/Tr(1—¢%)].

Les équations (30) prendront alors la forme:

(51) [4(e,9)/C(e,@)1U(e,7)=V(o,7),

(52) [B(e,9)/Cle,p)1U (e,r)=0p+2kx.

De 14, vu lidentité évidente A*(z,y)+B*(x,y)=C*(z,y) on a U2(g, 7)=
=V*(0,r)+(p-+2kn)?, d’ot, supposant >0, on obtient

(53) tié=[Uz(@ﬂ')—V2(9,7)11’2+2k@-

En substituant ¢ de (53) dans (51) nous avons avec L’équation (53) un
systéme d’équations équivalentes an systéme (50) sous condition que
@>0, ce qui, d’aprés (52) et vu les inégalités évidentes C(o,p)>0,
Uo,r)>0 (car p<<r) fait que B(p,p)>0 et finalement cosg>0.
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Pour chercher ¢ il faut alors résoudre l'équation

(54)  [A(0s [T (e, = (e,)1")/0fes [U*(e,) =T (e,m) )]
xUleyr)—V (g,7)=0.

Ainsi nous avons démontré la premiére partie de la démonstration du
théoréme 1 pour la famille . .

Passons maintenant & la deuxiéme partie de cette démonstration.
Nous démontrons que pour chaque solution g,p des équations (53) et (54),
satisfaisant aux conditions: 0<<g<Cr, sin[U?(g,7)—V*(g,n)]"*>0 il ?Xim
une forction univalente f*(2) dans |2| <1 de la famille F, telle que f*(r)=
=g¢'” ou bien I{f"(r)/a;)==¢ sing/ay.

En choisissant celle pour laquelle le produit ¢ sing est le plus grand,
nous démontrons la thése 1 pour les fonctions de la famille Fyp.

Supposons donc que g,p présentent une solution des équations (53)
et (54) telle que 0<g<r, sin[U*(p,r)—V*(0,7)]*>0 et formons pour
ces valeurs les expressions correspondantes (41), (42) et (48).

Cor sidérons la fonetion analytigne H qui corresponde & l'integral®)

i 06w —1 4 [(6™"w —1)(g¢™"w — ¢")I'*
f[%(w)]1/2w~ldw _—_u[z‘}/’log 0w —1 (e "0 —1) (e "0 — )" +

(1 — ge~ % 6 (1 — 06" w) (06" — )
+z3/zlog 06" ( [ w) 4 [o ( @

06 (1 — 0e™ w) — [ 06" (1 — pe~ " w) (6" — w) ]
ol »=[2¢°C/T (1 — "] et o
M(w) = — 2 (0 — wp)* (0 — 06™) "1 (1 — g~ 0) 1567,

Nous remarquons que pour chague élément {a;,]ﬁ 1(w)} de H tout autre
élément {03 ,Mg(w)} du méme centre s'exprime par la formule )

My(0) = eMy(0) + 2kai (22 + 21%) - 2miedf?,
ol e=+41 et k,l sont des nombres entiérs. Nous remarquons encore que
pour chaque élément {w',M'(w)} de H du centre o' situé sur IK*(0,1)
Pexpression R{M'(w)} est constante pour |w|=1, par suite de la défini-
tion de H et la propriété concernant la fonction M (w) sur K*(0,1) (com-
parer [3], p.46). Prenons un élément .analytique de H du centre o,
{0y My(w)) tel que R{M,(wg)}=0.

*) On prend ici évidemment le§ mémes branches des racines (pe P -—1)"* el
[ele~%w—g)* dans le numérateur et le dénominateur.
*) Cela résulte immédiatement de (55).
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11 est facile de voir qu'il existe dans Pentourage du point w, une
courbe reguliére K de 1’équation

(56) w=on() (0<s<s")
et une chaine d’éléments analytiques,
(87) {0(5), M (w,s)},
de la fonction H le long de cette courbe tels que
o<1, w(0)=wm, |o(s) =1,
(58) R{M[w(s),s])=0 (0<s<s"),
M olw(s),s]#0, [Molo(s),s]<oo et M(w,0)=My(w)

au voisinage de w,. En effet, prenons comme K la courbe de T’équation
(56), vérifiant les conditions (58), passant dans un entourage suffisamment
Petit du point w,, issue du point w, et telle que R{M[w(s)]}=0 (0 <s<<s¥)
Evidemment, vu la condition M'(w,)=0, une telle courbe existe. En
posant en outre M (w,s)=M,(w), nous obtenons la chaine démandde.
On voit facilement qu’il existe le plus grand intervalle (0,s*) de (56)
dans lequel existe la courbe K, vérifiant les conditions (58). Pour simpli-
fier la désignation nous admettons dans la suite les notations K, (56)
et (58) comme notations correspondantes & la courbe la plus longue pré-
sentée ci-dessus. Remarquons qu’il existe toujours la limite suivante:
(59) lim w(s) = w*

LR o

ol o'=0 ou o°=pd®,

ce qui est évident pour s* finij il suffit alors de le démontrer pour s* in-
fini. En effet, supposant dans ce cas le contraire nous voyons qu’il existe
une suite {s,} qui tend vers Iinfini et telle que w(s,)—>, ol 0 #£0 et
o #0e™,

Désignons par M () 1a fonction d'un élément quelconque de la fone-

tion H du centre w. Alors, en posant M,(w)= M (»,s,) nous obtenons,
pour n suffisamment grand, que .

My () = &, M () + 2k i (247 + 21%) + 22k, 23,

ol e,= 1, %, et 1, sont des nombres entiers done, vu la rélation évi-
dente R{M,[w(s,)]) =0, que enB{M[(s,)]} + 1, {24} =0 De 1, vu
I{z,) #07), on a I,=1=—const pour n suffisamment grand. Dans la suite

- ") En effet, supposant le contraire on aurait, vu (49), B(o,p)=0, et par consé-
quent, vu (41), p=x/2, ce qui est impossible d’aprés (50).
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on peut supposer, en choisissant éventuellement la suite partielle de {s,},
que &,=¢ = const pour n suffisamment grand, d’ol

(60) R{M,(0)} =eR{M (o)} + 2ntI {3}
pour tout n suffisamment grand. X

Dégsignons par K Tarc simple de D’équation w=aw(#) ol t change dans
Iintervalle suffisamment petit et dans lequel

o' (f)) =1 et eR{M[w(t)])+2all{e}?) = 0.

Un tel are existe, vu les inégalitds o £ 06, ©=£0. Du fait que selon (60)
les équations
(61)

R{M, ()} =0, eR{M(w)}+2all{z} =0

sont équiva.lentes dans un voisinage de o pour n suffisamment grand,
il faut que w(s,)=&(t,) pour n sufflsa.mment grand, ol t, désigne un
certa.m point de lintervalle (—t t) Done, vu 'équivalence de (61) et
o’ (s)|=1 et |o'(t)]=1, nous obtenons 'identité w(s)= & (s—s,+1,) dans
un voisinage de s,. Par conséquent nous avons, en prolongeant, l'iden-
tité pour tout s<s, ou s>s, si §,>0 ou #,<0. Mais cela est ifnpossible,
car 'expression &8— 8,41, doit étre située dans l’intprxcalle {—t,t>, c'est-
-a-dire 1’expression s—s,, doit é&tre située dans (—2t,2¢) pour chaque =,
ce qui est impossible. Alors finalement il d01t &tre (H9).
Nous distinguons les cas:
a) 0'eK'(0,1) et o' s£a,
dans lequel nous pouvons évidemment considérer 1a chaine (57) dans tout
Iintervalle fermé <0,s">®). Ensuite nous voyons que, pour s proche de s*,
il faut que
R{M[w(s),s]} =R{M[w(s),s"]} =0 et

et encore R{M w,8")} =0 pour |w|=1. Par conséquent il faudrait que
M, [0 (s* ) 8°]=0, ce qui n’a pas lieu. Notre cas est donc impossible.

lw(s)] <1

b) . 0" =a,.
En ce cas, posant M*(w)=M (w,s*) on vom que
(62) M* () = 6" My () + 2o0k* 4 (222 + 221%) + 2ml"idd?

ol &", k*, 1" sont des nombres analogues & ceux de (60). D’ofx, pour w=w,,
vu les égalités évidentes R{My(w,)} =0 et R{M (wg)} =0 et la condi-
“tion 'I{z,} # 0, nous obtenons que

(63) I'=o0.

%) C’est possible d’aprés la rélation (59); la convention poﬁr 8% = 0o est évidente.
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En outre de (62) on a d’aprés (63) R{M'(w)} =c"R{M, (w)} "dans un
voisinage de w, et en particulier pour s suﬂlsa,mment proche de zéro

R{M [w(s ——s)]}:a R{M [w(s* —s) }

et finalement R{M,[w(s" —8)]}=0. D%l Pon déduit facilement gque
w(s*~s)=w(s) pour ¢ petits eb pa.r conséquent pour chaque 8. Mais ceci
est impossible, car au point s=s*/2 on aurait o’ (s)=0, ce qui est contraire
& la condition (58). Done, le cas b) est aussi impossible.

o) o'eK(0,1) et oFspge®, o #0.

Ce cas est impossible, car dans le cas contraire on pourrait selon la
condition évidente M*'(w*)=£0 prolonger la courbe K sur Vintervalle
plus vaste du paramétre s, le nombre s* étant dans notre cas fini
d’aprés (63). E

d) o' =g

Nous démontrons premiérement qu’il:existe un element de H {o',
M‘(w)} du centre arbitrairement proche du point zéro tel que R{M (@ )} =0.
Ceci résulte trés facilement du développement de lintegrale (55) dans

le voisinage de zéro. Il est facile de deduire qu’il existe pour un tel élé-

ment une courbe K’ tout & fait analogue & celle de (56):
w=w(s) (30<s<& )

et une chaine d’éléments. a,nalquues de H, {w(8),M (v'ys )} le Long
de cette courbe tels que .

O<l,  @O)=0, |’ =1
R(M[w(s),8} =0, (5<s<s™),
M0 (5),8]#0,  |My[w(s),s]j<oo et

M (w,0) =M (w)
au voisinage de w-. : '
Nous remarquons ici qu’il ‘existe dans notre cas les limites
lim m'(é) ="

58

(64) Im o'(8) = wy,

8—>8j
analogues & celles de (59). )
Ensuite nous démontrons que les limites (64) ne sont pas égales & zéro
simultanément. Dans ce but nous supposons le contraire. Désignons
par G ensemble K (0,1)—K et considérons dans cet: ensemble la fonctmn
analytique, déflme dans un voisinage de o' par . - (3
(65)  U(0) =M (0)— e logw,
13*


GUEST


106 W. Janowski

ott =1 et olt logw est une branche de logarithme qu'i sera définie plus
loin. On voit bien de (58) et (30) que & peub étre choisi d’une fagon telle
que fonction (65) soit univoque et holomorphe dans G. Posons

o'(s) =p(s) exp[if(s)]
et supposons que la branche de logarithme préc.édente 80it cl.loisie de
facon que logw'(s)=Ilogp(s)-+i2(s) pour ¢ suffisamment petit. Dang
ce cas mous aurons évidemment selon (63), pour tout s,
M [w(s)] = Ulw(s)]+ e#" [logp () + 12 (8)]-
En particulier nous obtenons pour s proche de s, et §*, en posant
U(w) =P—+iQ + 0(w)’) eay* =a +if
que R(s)=R{M [ ()]} = P+ o logp(s) — BLR(s)+ 01 ()
et I(8)=I{M [o'(8)]) = Q-+ aR+ f logp (s)+ 0y(w)
et alors, selon R{M' [m‘(s)]}:O, nous obtenons
I(s)=/(a*+ )" logp(s)+ B~ P+ Q@+ 05(w) ).

1l en résulte immédiatement que I(s) tend simulbanément vers --oo

(ou —oc) pour s->§, et s—¢”, mais cela est impossible, car la fonction I(s)

doit évidemment é&tre monotone?!?). .
Nous démontrons enfin que les courbes K et K n’ont pas de points

communs. Admettant le contraire, désignons par s le plus petit nombre
de lintervalle {s,,8™> pour lequel «'(s)eK.
On a trois cas:

a) w(8)=w(s), ot 0<s<s".

et

Ce cas est impossible, car il existerait les valeurs s<§ pour lesquelles
o' (8) appartient & K.

B @ (8)=o.

Dans ce cas on a R{M'[w,s]} =eR{M{w,0)}, e, par conséquent,

R{M'[w(s),s]) =0,  R{M[w(s),0]} =0,

pour s suffisamment proche de s ef évidemment R{M[w(s),0]) =0,
pour ¢ suffisamment proche de zéro, ce qui est impossible.

%) P40 déeigne le terme constant du développement de I (w) dans un voisi-
nage de 0, O(w) — la somme ’autres termes d’un rang >=1.

19) O1(w), Oz2(w), Os(w) d’'un rang >1. '

1) On en obtient facilement en dérivant la fonetion I(s) et en profitant de la
condition B (s)=0 et des équations de Cauchy-Riemann.
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») () = ge®.
Prenons en ce cas une branche de logarithme définie dans 'entou-

rage du point 1 et y admettant la valeur zéro. Nous voyons facilement
qu'on a pour tout s

M(w,8) = M (0) + 2kniz? + enizl?,  k=0,41,...

ot M*(w) désigne l’intégral (55) dans laquelle les logarithmes se ratta-
chent & la branche choisie ci-dessus. On voit que I'expression M*(w) est
univoque dans le voisinage de o = g¢™, d’otl il résulte immédiatement
que

[(M(w,s) —w2kmizy* — 2kaizg® P = M**(w),

pour s suffisamment proche de s*.
Analogiquement, nous obtenons que

[M(0,5)— 2k miz? — 2kmizh® P = M** (w),  K'=0,+1,...

En outre 1/M**() est une fonetion holomorphe dans le voisinage de "= ge™,
de la derivée différente de zéro.

Ensuite nous aurons, d’aprés R{M [w(s),s]}=0, R{M.[w'(s),s]}=0
que M™[w(s)]<0, M™*[w'(s)]<0, Lot il résulte immédiatement que
o (8)=w"(%,) pour certains s,<s* et ty< s, ce qui est contraire & la de-
finition de §,

En résumant, les deux extrémités de la courbe K° sont différentes
de g6 et de w,, un d’eux seulement peuvant stre égal & zéro. D’autre
part, il résulte de la définition de K, pareillement comme dans le cas
de K, que toutes les extrémités de cette courbe doivent &tre égales 4 zéro
ou & w, ou & g, ce qui prouve que le cas consideré est impossible.

Finalement il ne reste donc que le cas

e) o'=0,
c’est-a-dire que limw(8)=0.

8—8*

Aprés avoir introduit l'are K nous revenons & la démounstration de
l’existence de la fonction f*(z), annoncée & la page 192.

Prenons un arc parfiel ¢ quelconque de la courbe K issue du point
w, et désignons par w=w(2) la fonction univalente qui transforme le
cercle |2/<<1 en l’ensemble G=K (0,1)—C de facon que »(0)=0. Suppo-
sons encore que l’arc ¢ et la fonetion w(2) sont choisis de telle fagon
que ’(0)=Te™, ot « est un nombre réel. Cela est tout i fait possible vu
la condition limw(s)=0. On constate trés facilement selon la définition

=

&
de K et de ¢ que l’expression
(66) Mo (2) ]2 " (2)jw?(2)
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est une fonetion réguliére dans tout le cercle |z[<<1 et y posséde un seule

pole ¢, tel que w(l)=ge”. En choisissant convenablement le nombre
precédent a on peut admettre évidemment que £ est un nombre réel et
positif. De plus Iexpression (66) étant, selon la définition de C et de K,
encore réelle et non négative sur la circonférence |z|=1, nous voyons
qu'elle doit s’exprimer par la formule-

(67) M[w(2)]2 0" (2) [0 (2)=— B4 (z— AV (z— {) ™ (1— =),

ol B est un nombre positif et 4=¢* (8 réel). De (67) on a

(68) (M0 (2]}’ (2)w(e)=(— B4 (z—A)2™ (s— p) ™ (1 —g2)~".
Puigque »(0)=0, il s’ensuit de (67) que

(69) M(0)= B4,
D’autre part
(70) M(0)= 20"

ol #*=20’0T1(1—p%). En comparant (69) et (70) on obtient B/i=+"/g,
A=z,. En intégrant les deux membres de (68) et en développant ces
intégrales pour 2z suffisamment petits, nous obtiendrons analogiquement
comme 3 la page 188:

(11)  zZdog[(1— )/(1+ ¢)]+log2ee— log [T (1 — g*)/2]+ 2k, i

= Zlog[(1— ) /(1 + ¢) 1+ log 2L — log[(1—{%) /2] + 2k, i,
ou ky=0,41,42,... (i=1,2). D’autre part, les nombres g,p étant,
d’aprés notre supposition de la page 187, des solutions des équations(53)
et (54), on aura, d’aprés (33), (38) et (48);
(72) Zlog [(1— 0)/(14- )]+ log 2¢6*” — log T[(1— %) 2]+ 2k, i

= Zalog [(1—7)/(1+ )]+ log2r — log [(1 — #*)/2] + 2k, mi,
ol k;=0,4-1,42,... (i=1,2). En. comparant les parties réelles des
membres droits de (71) et (72) on obtient, en posant z,=e",

cosr log[(1—{)/(1+¢) ]+ log[4£/(1— o1

. =cos» log [(1—7)/(1+)]+log [4r /(1 —r7)],
d’ol v . .
(73) =1
En substitqant r au lien de / dans (71) nous obtenons en nous servant de
(72), que ¢“=1. En résumant, nous voyons que w(z) a la forme

(74) o@)=Tz+...
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Elle appartient done & la famille F,. Puisque nous avons encore, selon
(73), que w({)=pe'*, done la fonction (74) satisfait & la condition décrite
a la page 192. Le seconde partie du théoréme est done démontrée pour
la famille F,.

Considérons maintenant la famille ¥, et la famille des fonctions de
la forme

(75) f(R)=F(2)/Mp, ol Mp=sup |F(z)|<H.

sl <1

Les fonctions (75) appartiennent & la famille F,, on

(76) T=M""

Dégignons comme auparavant par f*(z) la fonction extrémale par rapport
4 lopération K (f):I{f(r) /al} dans la famille F,. Il existe alors dans
la famille ¥, la fonction extrémale F*(z) par rapport & DPopération
K (F)=I{F(r)}, et Pon peut admettre F*(z)=f"(2)/T. En posant F*(r)=
=p€'"M¥, on aura selon (75)

(77) ou=oM, ogy=g,

ol ¢ et g gardent leur significations antérieures. En substituant ¢ et ¢,
fournis par (77), et T fourni par (76) dans (53) et (54), nous obtenons
les équations (4). C'est ce qu’il fallait démontrer.

Démonstration du théorédme 2. Dans ce but nous traiterons
pour le moment M comme variable et passerons 4 la limite dans les équa-
tions (4), en faisant tendre M vers l'infini. Puisque o, est borné (voir
[1], p. 89), on obtient de (4) que gy et ¢y ont des limites o et ¢, satis-
faisant aux équations

log oo, = log[r/(1—7%)] + sing,, log [(1+7)/(1—1)],
Poo = CO8P, l0g[(1 +-7)/(1 —7)].

(78)

De méme, en désignant par S(r,M) le produit opsing,, on a S(r,M)
<8(r,00), car §(r,M) est la fonetion monotonique de I,

Considérons maintenant la famille ¥ . Soit Fe F  une fonction quel-
conque de cette famille. Considérons la fonction auxiliaire

(79) O (2) =5 F (%) =2 + Axd®+ ...,
définie dans le cercle |2|<<x<<1 et univalente. La fonction (79) est bornée,
soit sup|P,(2)|=M,, z=r étant fixé, on a évidemment

l2]<1

(80) (&, ()} <8(r,M,) < 8(r,00).
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D’autre part I{®, (1)} —~I{F(r)} si »—1, done finalement on obtient de
(78) et (80) évaluation de la partie imaginaire de la fonetion F'(z) dans
F,, de la forme I{F(r)}<<8(r,c0)2).

Pour démontrer que la limite S (r,00) est atteinte considérons mainte-
nant la suite de fonctions extrémales Fj(z) par rapport & l'opération
K (F) dans la famille 'y, , ot M, est une suite convergente vers l'infini.
On peut admettre, vu que la famille 7, est normale, par le choix d’une
suite partielle, que la suite F,(2) est convergente vers une certaine fone-
tion limite Fy(z). On a alors

LmI{F,(r)} = I{F,(r)},

et comme I{F,(r)}=8(r,M,) on a I{F,(r)}=8(r,00), ce -qui démontre
finalement le théoréme 2.
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%) Les résultats obtenus pour les fonctions non borndes coincident avee ceux
que H.Grunsky a obtenu par d’autres procédés; voir [4].
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Sur les fonctions univalentes K-symétriques

par W. JANOWSKI (Ri6dz)

Considérons les fonctions holomorphes univalentes K-symétriques
dans le cercle [z|<<1 de la forme

(1) B(2) =2+ Byt 4 B2 E Y L

ol K est un nombre entier et positif. Soit 3/>1 un nombre positif quel-
conque, P, — la famille de toutes les fonctions bornées de la forme (1)
assujetties & la condition |@(2)|<M et &, — la famille de toutes les fone-
tions de la forme (1).

Les valeurs z ou bien 1>r>0 étant fixées, on peut s’occuper des
expressions suivantes

@ 190 (4)
(3) arg(®(2)/2)"), ()

R{®(r)),
o)

au sens de trouver leurs limites supérieures dans les familles @, et D.
On voit bien que pour les expressions (2)-(4) on obtient ces limites

immédiatement, en profitant des résultats connus pour les fonections

1-symétriques (voir [2] et [4]). -

Pour les fonetions de la famille @y et respectivement pour les fonctions de la famille

Do on a des inégalités
(6) |P@I< By,  Pl2)e Dy,

ol Ry (0<Bu<l2l) satisfait & Véguation Rag/[1 — (Bag/ M)XK = |21K/(1 — |21y ;

(7) [@(2) < Beo D (2) € Doy
ol Rep = [2] /(1 — [2/%)7E;
(8) arg (D (2)/2) < Lum, D (2)€ Dy

o Qum et By (0 <RBy< |2]) satisfont auw dquations

1) On prend la branche de ’argument qui est égale & 0, pour z=10.
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