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Le maximum des coefficients B, et B; des fonctions
univalentes K-symétriques bornées

par W. JANowskr (£6d%)

Considérons les fonctions holomorphes univalentes K-symétriques
dans le cercle [2]<1 de la forme

(1) B (2) =2+ By 2N p B2 L

olt K est un nombre entier et positif. Soit M>1 un nombre positif quel-
conque, @y — la famille de toutes les fonctions bornées de la forme (1)
assujetties & la condition |®(z)|< M.

Nous démontrerons les théorémes suivants:

THEOREME 1. Pour les fonctions de la famille @y nous avons Viné-
galité

(2) |B,| 2K~ (1~ M~F)

et cette limite est atteinite.
THEOREME 2. Pour les fonctions de la famille @, nous avons Viné-
galité
f K (1— M%) powr M<exp[2/(K+1)],
(3) IBB|<‘ ~1/012 —-2K —-K
K7 R+ 14+ M% — 42 M) pour MZzexp[2/(K-+1)],

ol le nombre L est la plus grande des deux racines de U équation
Alogh +A(K—1)/(K+ 1)=—M"%.

La timite (3) est atteinte.
Pour démontrer ces théorémes considérons d’abord les fonetions
holomorphes univalentes K-symétriques dans le cercle |z|<1 de la forme

(h) ()= byz+ bye" T 4 by =) e+ By g T L),

olt b;=T"*, T est un nombre quelconque fixe de lintervalle (0,1). Ces
fonctions sont assujetties & la condition |@(2)|<1.

Considérons la famille de toutes les fonctions de la forme (4). Nous
Pappelons famille . On voit facilement que la recherche des limites pré-
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cises de B, et B; de (1) dans la famille @y est équivalente au probléme
analogue pour les coefficients B, et B; de (4). Soit ensuite

(5) He)=mat ap’ ... =0y (2 4,28 4. )
une fonction holomorphe univalente dans |2|<<1 telle que @,>0 et
(6) =[f(z5)1"%,

olt 1a fonetion @(z) est une fonction quelconque donnée de la famille g;.
On voit qu'une fonction telle que (5) existe, est définie univoquement
et appartient & la famille ¥ de toutes les fonctions univalentes bornées

dans |z|<<1 de la forme (5). En comparant les coefficients des mémes

puissances de z dans la formule (6) on obtient aisément que

A 1 1/(K
0 n=am on=[]am n=[pa- () @

Il en résulte facilement que la recherche des limites précises pour
les coefficients B, et B; de (4) dans la famille g, est équivalente au pro-
bléme analogue pour les expressions entre paranthéses du nombre droit
de (7) dans la famille F,.

Remarquons enfin gu’on peut remplacer dans ce dernier probléme
les expressions entre parenthéses par les expressions suivantes

Ha e o) 2

de la famille ', le nombre

4, |
8 Rl—1 1 !
®  RIF (®)
Faisons correspondre & chaque fonction f(z)
&) H7=H(thXsf:maXNﬂYzfyyaf;n-yYNf),

X, + 1Y% et que
Xy ¥y, Xy, Xy),

ol 'on suppose que a,,/a;;=

(9" H(X,, X, N2

s0it une fonction quelconque réelle de 2N —2 variables réelles, détinie
dans une région suffisamment grande et qui y admet les dérivées partielles
du premier ordre continues, ne g’annulant nulle part simultanément.

M. Z. Charzyfiski a démontré (voir [1], p.5) qu'il existe dans la
famille Fy des fonctions extrémales f*(z), pour lesquelles la fonctionnelle
(9) atteint la valeur la plus grande et que chacune des extrémales satis-
fait & 1’équation

*) Pour cela il guffit de considérer, au lieu de f(z)
sissant convenablement le nombre réel o
?) Nous désignerons aussi les n-idmes coefficients -, et 4, par a,,
4, (n=2,3,...) respectivement.

Ia fonetion ¢~ (c¢™) en choi.

(n=1,2,...),

icm
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(10) U (@) f* (@M (2)]= 27" N (2), <f2l<1y
ol
y E — *
(11) M(w)=[ 3 D10~ V4 Dy_y o ]—2P%,
p=2
3 b ‘ 1 -
(12) N(z)= [2 @;_13*@“1)‘“{" (OMINE ]_ 29P*,
p=1
fle)= 3 an?",
n=1
[f*(z)]p:,z‘“;(p)zﬂ (p=2:3:- 7-N)’
n=1
Ay=apla; (n=2,3,...,N),
An Xaz+7’Y1L ('”—__2!37~"7N)7
Hn :HXn(Xz 71:7 "7Xj\77 Y;: Y;:--',Y;V)'_‘
(13) _'Z:HE'N(-X;)-“;X;WY;r'-sYl*v)

(n=2,8,...,N),
D, =2 YaPH, (p=2,3,...,N),
n=p
N *
@:=Z (’”’—1)(]an9

n=2

N
2(’"“‘?""‘1 - p*lH* (p=213:“'7N))

Z)—

Pr= mmR{ZD;J yexpliz(p—1)1}

0<TL2w P=2

11 démontra aussi que les fonctions M(w) et M(z) ne prennent sur les
circonférences |w|=1 et |¢|=1 respectivement que des valeurs rée]'les,
non négatives et que chacune d’elles y admet une racine double au moins.
Enfin il démontra que le coefficient ¢ =1T.

On voit que notre probléme concernant les expressions (8) et (8)
ge réduit & la recherche des coefficients des fonctions extrémales 1 (2)
correspondant aux fonctionnelles (9), définies respectivement par les

fonctions
(14) H(X,,X,,...

K
~’XNaY2’Ya’-“’YN):K_lXa_K—a(z)xg.

y Xy Xy, Y37‘~':YN)=K—1-X2!

(15) H(X,,X.
11%
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D'une fagon plus préeise, si on trouve une fonefion extrémale F(x)
de la forme -
(16) PR =at e+ a2t +...=a] (g4 A2 +...)

pour laquelle la fonctionnelle définie par (14) ou (15) atteint la valeur
la plus grande, on peut obtenir la limite précise des expressions (8) et (8')
resp. des coefficients dans (1) en remplacant dans les formules (8) et (8’)
les variables 4, et A, par les coefficients A; et A4; de la fonction extré-
male f*(z) et en posant T=M"%,

Nous démontrérons maintenant les théorémes 1 et 2:

Démonstration du théoréme 1. Supposons que la fonction (9)
ait la forme H(X,,...,Yy)=K'X,, N=2. Comme le maximum de (8)
correspond dans ce cas au maximum de la partie réelle du second coeffi-
cient de (5) dans la famille 5, on trouve, selon des résultats bien connus,
que le second coefficient 4, de la fonction extrémale 7*(¢) satisfait & 16-
galité R{A}}=2(1—1T) (voir [2], p. 4) et on en déduit facilement que
[B,| < 2K (1 — M~%) pour chaque fonction de la famille ;.

Le théoréme 1 est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme 2. Pour obtenir la limite précise
(3) prenons, au lieu de (15), la fonction suivante
(17) H(XZ,X_Q,.A.,YN):K"JXg—.K'S(é‘_Y)X§+Y§, N=33).
est une fonction extrémale pour laquelle
1a fonctionnelle (9) est définie par (17) et si f*(2) atteint la valeur maxi-
mum, et si, de plus, les coefficients A; et A; de f*(z) sont réels, alors,
pour la méme fonction f*(z), la fonctionnelle (8') définie par (15) atteindra
son maximum. Prenons une telle extrémale f*(2) qui corresponde & la
fonctionnelle définie par (17). On trouve facilement que les expressions
(11) et (12) possedent dans ce cas la forme:

(18) M(w)=D; 0+ D} 0~' — 2P" + D} w+Dj; o,
(19) N(o)=E o7+ o'+ € 4§ —2P* + Ela+ €522

ol

On remarque bien que si f*(z)

Di=Dy=2E+1)EK *a} R|a;},
(20) @:+@:=4[[R{a;}frl+ T{ayfal= — (K) KR {a }a]

C=2(E+1)E*R{a;}, GCj=2a7K".

Dy = Dy =24 K,

%) Comparer la méthode suivie pour le ehom de lexpression analogue & (15)
dans {2], p. 147.
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L’équation (10) prendra la forme:

@1 T EIDI (@) + DIl () P— 2P/ (2))* + D11 ()4 D}
=[G A+ G+ (G + G — 2P*) 2+ G e+ G5 .

Nous remarquons ensuite que les coefficients de I’équation (21) sont

réels, d'otr il résulte aisément que tous les coefficients de la fonction f*(2)
sont réels et que par conséquent,

Hazl=0, I{al=0, Rla}=0a;, Rla;}=0;.
Remarquons en outre qu’on peut supposer ici que (comparer [2], p.149)

ay =0, a; >0 et P*<0. Considérons mamtenant la fonection 9t(z). Elle a,
d’apres (19), la forme

> Gla | aE+D) [,“E_ ?_(K)]_

(22) 1 i e NS KEsa} \ 2
ot a, (K +1)z a1z2]
1+FK“ %[

On sait que cette fonction a une racine double & de module égal & un,

d’olt I'on peut représenter N(z) sous la forme
(23) N(2) = 2ay K272 (7 — 2e2 + &) (2" — 2mz + &°).

On démontre ensuite, comme dans le travail cité, que la fonction
2 —2mz-+& a une racine z,, pour laquelle jz,|=1. Il en résulte que zy==z.
Posons
(24) & =6,

D’aprés (24) on peut écrire

(25) N(z) =20 K27 (" — 22 cos & + 1),

En comparant les coetficieats dans les formules (22) et (25) on obtient
ay =—4K(K+1)" a; cosd.

En posant, pour abréger, —cosd#=1, on a

(26) ay = 4K (K + 1)""al 1.

Revenons maintenant au nombre P*.
vail cité ([2], p- 151) que Von a

(1) P =K
(28) P =x

On trouve, comme dans le tra-

—da7 2 —2a7®) pour 1< aj,
=

—8ay% A4 2¢;%) pour Aza,
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Considérons I’égalité (27). Dans ce cas, en mettant la valeur de P”
de (27) dans (18), on obtient, selon (20) et (26), aprés un calcul aisé, que
pour w=f"(2),

M (2)] = 2a7* K [f*(2) ] 2{ [ (=) '+ 2207 *(2) + 1)

et que par conséquent I’équation (10) admet (aprés la division des deux
membres par 2a; K~'), en tenant compte de (25) et (26), la forme suivante:

ar [ () P{1 -+ 2200 T [F5 ()] 4 [ ()17 = (1 427 270,
don -
(29) @14 20 @) [ @)1 = el ML 4 207 7).
On a pris les branches indiquées des racines, car les coefficients de 2>
de deux cotés de (29) doivent &tre égaux. Comme l'équation (29) possdde
la méme forme que I'équation (35) du travail cité (voir [2], p. 151) on dé-
duit finalement de I'équation (29), en appliquant un raisonnement tout
& fait analogue, que 21logaf-A4;=0 d’ol, daprés (26),
(30) A=0, s ajstexp[—2K/(K+1)],

0<i<<ar, s ay=exp[—2K|(K +1)]

(comparer [2], p. 152).

Considérons maintenant les conséquences de l'égalité (28). Suppo-
sons que dans (28), A>ay. De (18), on trouve, en tenant compte de (20),
(81) M(w) =20k 0™ (w*+ 4407 T 0¥ — P a0 +4dai " o + 1],

En mettant la valeur de P* de ( 28) dans (31) on obtient
(82) M(o) =20 K" 07? [0+ 440y w? 4 (84a] ' — 2) 0 + 4dat e +1].

Comme I’expression (32) est analogue & celle de (44) du travail cité ([2],

- 152) on obtient une équation en f*' (2) identique & I'équation (48) du tra-

vail cité ([2], p. 153) et par conséquent on trouve finalement que

(144507 + (1 —24a; ) + 24a; "  logd =0

d’olt, selon (26),

(33) AlogA+ A(K — 1) /(K +1) = —ay.

On voit bien que, pour A=ay, on a (cf. [2], p. 154) ay=exp[—2K (K +1)].
En comparant les coefficients dans les formules (22) et (25) on obtient

(34) P*=2a; K~'[4; — (K —1) KA} — 222 —1].

Comparant (27) et (34), (28) et (34), tout en tenant compte de (30), (33)
et de I'égalité evidente aj =T, on obtient finalement ce qui suit:

icm®
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1° Pour A<T, on a A=0, lorsque T'sexp[—2K /(K +1)] et 0<CA<T,
lorsque T'=exp [—2K/(K+1)]. En méme temps

(35) A;=4K(K + 1)

(36) A= (K) (Kil) P11

20 Pour A=7, il doit étre T'=exp[—2K/(K-+1)] et en méme temps

Ay =4K (K +1)7'2, A;‘-(K)( 4 )/12+1—T2

K-+1
3° Pour i<T, on a Alogi+A(K—1)[(KE+1)=—T, si

T<exp[—2K|(K+1)]
et en méme temps

Ay =4K(K+1)"'2, Aj= (lf) KA1 2 4247 41— 4T2 4 TR

Remarquons, comne nous 'avons fait dans le travail cité ([2], p. 155),
que ce cas n’est possible que pour T'<<exp[—2K/(K+1)]. On démontre,
de méme gue dans ledit travail, que A est la plus glande de deux racines
de I’équation Alogi-+ (K—1)/(K+1)=—1T.

On démontre ensuite, analogiquement comme dam le susdit travail
([27, p. 155B), que:

a. I1 existe pour chaque 0<T<1 et pour A=0 une fonetion umni-
valente bornée .

Y=z +as 2?4 ag 2t . gy (2 Ayt A7e3 4 ..))

telle que af =T, A;=0, A;=1—T" Cette fonction satisfait & une équa-
tion fonctionnelle de la forme w—o '=T""(z—z"").

b. 11 existe pour T=exp[—2K/(K+1)] et pour chaque 0<AT
une fonction univalente bornée,

=0 z+a; 2 +a; 2

w = f()

=a (2 + A2+ A8+ ..,

w =1z
telle que
(87) ar=T, A;=4K(K+1)7'2, A;=(§)42(K+1)—2,12+1—1ﬂ.

Cette fonetion satisfait & une équation fonctionnelle de la forme

—~ 1

w exp {w——g; exp[—2K /(K + 1)]1—2 exp (A‘ A-Azw-—-)= 0.
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c.. 11 existe pour chaque T'<exp[—2K/(K-+1)] et pour A satisfai-
sant & Péquation 1logl-+A(K—1)/(K+1)=—1 une fonetion univalente
bornée, ’ . . ‘s
o=f@E=ar+ad+al ... =aE+48+ 435+,
telle que

a =T, Ay = 4K (K +1)712,

K

(37) .
A= (6)42(1{ LD)TER L2 41 — 4T TR

Jette fonction satisfait & une équation fonctionnelle de la forme

41D HE (0) (0 — 0 P) — (04 0 ) +n-+1] X
X exp [K(0)T (0" —w™'?)[24]— z exp[(z — 27)/24] = 0

ol K(w)=(w+ow '—2n)"? n=-—21/T+1.

En introduisant maintenant les valeurs (35) et (36), resp. (35) et (37 )
dans la formule (15), au lien de X, et X, nous obtenons, en tenant compte
d’une remarque faite au début de ce travail, p. 163, que l'une des expres-
sions K~H(1—T1") on K~Y(24*-+1-+T%—42T), ol 1 est une racine de 1%-
quation

Alogh4-A(K — 1) (K +1) = —1T,
représente la limite précise démandée dans (3) pomr T'=M~%¥, Hnfin,

en comparant les expressions dans Pintervalle 0<T'<1, on trouve facile-
ment, comme dans le travail cité, que

K11 — MK pour M <exp[2/(K 4 1)],
E7'2R + 1+ M~ 2 %) pour M > exp[2/(K +1)],
oli le nombre 1 satisfait & Péquation Alogi-+i(K—1)/(K+1)=—M"¥,
En considérant dans @, les fonctions extrémales ®*(z) pour lesquelles

le troisitme coefficient est positif de module plus grand, nous tirons de
a.-c¢. les conclusions suivantes:

1° Pour T>exp[—2K/(K-+1)] il existe exactement une fonction
extrémale, définie par la formule
(38) @" (&) = [f" (") T,
ol f*(2) est définie dans a.

2° Pour T'=exp[—2K /(K +1)] il existe une clagse infinie de fonctions
extrémales définie par la formule (38), ou ['(2) est définie dans b.

3% Pour T'<exp[—2K/(K41)] il existe exactement wne fonetion
extrémaIge définie par la formule (38), olt f*(2) est définie dans c. pour
T=M"*,

1By <{
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On démontre de méme que dans le travail [2], p. 159, que pour la
famille @, de toutes les fonetions de la forme (1) on a |B,|<KE (242 +1),
ot A=exp[(1—K)/(1+K)]
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