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+(1—1t)R(B,2;). Hence the modulus |exp(—p,2)| lies between the mo-

duli lexp(—p,2)|, |exp(—p,2:)|, and the (absolute) convergence of (1)

follows from the absolute convergence of the two series’
ay exp(— f121)+ a5 exp(— fz1)+ ...
and
ay eXp(— fr2y) + ap xXP(—fazs) + ...

7. We can find an explicit formula for the boundary of D. If 2= iy
series (1) can be written in the form

718XD (— f12) + yoexp(— fow)+-...,

where y,=a, exp(—1if,y). Since log|y,|=logla,|+ 'y (B, imaginary
part of 8,), we find, by use of (4), the following equation for the boundary

line of D:
log @, | Ba )
—— t+ =Y
ﬂn ﬁ‘n
From this formula it may also easily be deduced that D is a convex
region containing tha angular region (6).
8. By refining the argument of section 5, we can prove that series

(1) converges uniformly in each clogsed and bounded set in the interior
of D. In fact, if |@|<O,<n/2—05, we have

o=

lim argf,>— 0-—6,>—x/2 and lim arg §,< 8+ Q< 7/2;

hence, for great values of n,

B (Bn)> |Bal cos(argp,)> [Bal ¢,

where s:l[cos(é—{-@o)]/Z. Thus, for great values of =, the terms of (5)
are less (in absolute value) than the terms of the series

M (exp(—=z|fy] o)+ exp(—elfa] @) +-..)
yhich converges for positive o. This proves that (1) converges uniformly
in any region '

2=2+ ¢ expi@ O< <o, 10/<6,).

] Thfa un'jiorm convergence in arbitrary closed and bounded sets
in the J.nt,e,nor of D follows by the Borel-Lebesgue theorem.
This implies that the sum of (1) is an analytic function inside D.
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Probléme aux limites de Poincaré généralisé

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Le probléme aux limites de Poincaré ([3], Cha-
pitre X) consiste dans la recherche d’une fonetion u(x,y), harmonique
3 lintérieur d’un domaine D, limité par une courbe fermée L, qui sur
cette courbe satisfait & une relation linéaire

(1) du)dn-+ a(s)u-+b(s)du/ds=f(s)

entre les valeurs limites de la dérivée suivant la normale du/dn, de la dé-
rivée tangentielle du/ds, et de la fonction u elle méme; a(s), b(s), f(s)
sont les fonctions données de la longueur d’arc de la courbe I qui déter-
mine la position du point sur la courbe L.

Le probléme cité fut posé et résolu par Poincaré dans le cas parti-
culier a=0 et sous la supposition gque les fonctions données, b(s), f(s)
et la ligne I, sont analytigues. L'auteur de ce travail [2] & résolu le prob-
léme pour le cas a0 maig sous la méme supposition d’analyticité. Le
probléme a été résolu complétement, sous les suppositions plus générales
que les fonctions a(s), b(s), f(s) satisfont 4 la condition d’Holder, par le
mathématicien soviétique Hvedélidzé [1]. ’

Dang ce travail nous nous proposons de résoudre le probléme de la
recherche d'une fonetion harmonique %(x,y) 4 lintérieur du domaine D,
qui en tout point (s) au bord L de ce domaine vérifie 1a relation généra-
lisée suivante:

(2) dujdn a(s)u=AF(s,u,du/ds),

ot F(s,u,v) est une fonction des trois variables, définie dans une certaine
région et A est un paramétre. On admet les suppositions suivantes:

I. La ligne fermée de Jordan L a la tangente continue en. tout point
et Pangle que fait cette tangente avee une direction fixe satisfait & la
condition d'Holder, c’est-a-dire qu'on a

(3) [0 | Serls— sl (0<y<),
olt d,, désigne 'angle que font les tangentes aux deux points arbitraires
de 1a courbe L aux coordonnées curvilignes s et s;.
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II. La fonction des trois variables réelles F(s,u,v) est définie dans
la région fermée

(4) (s)eL,  |Jul<E,, |I<E,.
Elle vérifie la condition d’Holder par rapport aux variables s,u et la con-

dition de Lipschitz par rapport & la variable v, c¢'est-a-dire qu’on a
(5) |F (8 ,1,0)— F(81,% ,0)| S K [|s— 81|+ [w— w4y [P+ [0 — ] ].

II1. La fonction a(s), détinie sur L, vérifie la condition d’Holder
(6) la(s)~ a(s)| <K' [s— 5"
On admet que les exposants d’Holder satisfont aux inégalités

M a< f<1, a<y<l.

Nous cherchons Ia fonction demandée (M ) sous la forme d’un potentiel
logarithmique

8 w(M)= [ logra,u(c)do

(8) z

de la couche simple de densité réelle u(o). On a alors

(du fdn)y=— mpe ($) -+ [ sing,, 7" w(o)do,
9) i ’
(du/ds)8=1f CO8 Py, o 14 () do,

ol ¢, désigne l'angle que fait le vecteur ;-;,,, joignant les points (s) et
(0) sur L avec la direction positive de la tangente au point (s). La fonction
sous la premiére intégrale (9) a une faible singularité, si r,—0 et la se-
conde ~— une forte singularité; par conséquent, la seconde intégrale a une
valeur principale de Cauchy. En substituant les expressions (9) dans Ia
?elation limite (2), on arrive & une équation intégrale pour la fonetion
inconnue s (8):

(10) — 7 (8) —\—If Sipg, 75 (o) do-+ a(s) [ logry! (o) do
: i

=AF[s ,jf logi,! (o) do, [eorgy, i u(o)dal.
: i

O’est'une équation intégrale non-linéaire & une forte singularité. La méthode
cla;smqge des approximations successives est impuisgante & résondre
I'équation (10). Nous la résolvons done par Papplication du théorame
topologique de J. Schauder [4]: .
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Si dans un espace complet, linéaire ot normé, wne transformation con-
tinue fait correspondre & un ensemble S de points, conveve et fermé, son sous-
-ensemble compact, alors il existe dans Densemble 8 wun point invariont de
la transformation.

2. Etudes des intégrales auxiliaires. Avant d’appliquer le théoreme
de Schauder & D'équation intégrale (10), nous démontrerons les proprié-
tés concernant les trois intégrales qui figurent dans DPéquation (10).
Nous étudierons d’abord lintégrale la plus difficile,

(11) B (s)= [ cO8s, "5 p(0)do,
L

dont la fonction sous-intégrale admet la forte singularité si rg,—0.
THEOREME 1. Si la fonction réelle u(s), définie sur L, vérifie la con-

dition & Hélder,

(12) lu(s)— p(s)|<xls— sl

oty 0<a<y<l, y éant Vexposant &’Holder concernant la propriété (3) de

la courbe L, alors Vintégrale (11) vérifie aussi la condition d'Hélder sous

la forme

(13) iQ(s)—®(31)1§(K1]’I;L+Kz”) [s—s8[*
avee le méme exposant a<<1; les constanies positives K, et K, ne dépendent
que de la forme géoméirique de la courbe L, M, désigne la borne supé-
rieure de la fonction u(o).
Pour démontrer le théordme, désignons par ¢, P'angle que fait la

tangente au point (o) avec le vecteur 7., et remarquons qu’on a

[ c08p.sr do = [[d(logry') [de]do=0.

L

L

Nous pouvons done éerire 'intégrale (11) sous la forme
(14) B(s)= [[O8e 75 11(0) — COSPoyTs' 14(8)1do= I, (8) 4 L, (8),
i

ot Pon a désigné
I (s)= I(GOSQJSU“ COS"—"'as) Ts—al I (0)do,
L

(15)

12 (8) = ’ GOS@HB’V‘;I [1“ (0') — M (8)] do.
Les fonctions sous-intégrales ont ici une faible singularité. Nous démontre-
rons que chacune des intégrales (15) vérifie la condition d'Holder avec

Pexposant a<1.
17%
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Soit donc un point arbitraire (s) de la courbe L et le point voisin (81)

de cetite e.ourbe. On peut toujours supposer que la distance Tsg, @80 Nuffiga m-
ment petite pour que le cercle I' de rayon (Fig. 2) rp= 2r, contient i I’in
48y - -

Fig. 1

Fig. 2

térieur un seul arc ! de la courbe L; désignons par L—I la partie extérieure
- de la courbe L. Décomposons l'intégrale I(s) en deux parties

(16) L(s) =15 (s)+ I{H(s),

étendues aux arcs ! et L—I, et considérons d’abord la différence
17) 1 (8)“15(31)=,Zf[1°(8,0)7';1 = P(s1,0)r5, 11 (0)do |
en posant

(18) P(s,0)= CO8Qg; — COS P =— 2 §in. [((Psa + @) /2] sin [(pee— (ﬁas)/z] .

Or nous avons (Fig. 1) &,= o, @ done, d’apré .
; " o1 Yo s la supposit
la fonetion (18) satisfait & l’inéga.h'tés ’cle la f’ormep pposition (3),

(19) |P(s,0)| <, [s— o

pour tout point oel, gfl la constante positive ¢; ne dépend que de la courbe
L. Remarquons ensuite qu’il existe un nombre positif ¥y ne dépendant
que de la courbe L, et qu'on a les indgalités '

(20) 1<]s—olry’ <y
pour tout les deux points (s) et (o) sur la courbe L. Nous avons done
1 _ .
111(8)|<J[P(3?0)]7'3a1 I/«c(ﬂ)\da<01xM,llfls—0!’]8—01"1610;
M, étant la borne supéri i i
u périeure de la fonction |u(s)|. L’inégali

nt . . galité analogue

est vérifide par l'intégrale I%(s,). Nous en concluons, d’aprés la va.liur

icm

Probléme aux limiles de Poincaré généralisé 261

rp=2rg du rayon du eercle I' et I’inégalité (20), qu’il existe une
constante positive ¢, ne dépendant que de la forme de la courbe L, que
les inégalités

(21) L)< eMJs—sl,  L(s)I<eM,ls— 8]

soient vraies en tout point (s) et (s,) de la courbe L. Nous écrivons ensuite

(22) E7s)— I ()= flr_Poe,a)r,;’—P(sl,a)r;;]u(a)da

= _l'l[l’(s, o)— P (51, 0)]?‘;1/L(ff)dfr+Lfl-lf(81 10) (15" — i) 1t (@) dor
et remarquons que

P(s,0)—.P(81,0) = (COSQ— COSFy ;) — (COS Foy— COB Pys,) 5

done [P(s,0)—P(s1, )< g — 9"‘:-;1": 4 [ @os— %s,‘ . O gutv= ‘Psla‘{‘ assl)
7, étant un angle que fait le vecteur ;*s,, avec le vecteur ;;1, égal en valeur
absolue A |@ge— Fo,- Nous avons donc
(22%) 05— Pagol K 1Oyt + 104l
!P(S, U)”'P(‘glya)l<2 1%3* @asll‘}’ wssll
§i oceL—I. Fivons maintenant le point ¢ et traitons l’angle @, comme
fonction de la variable s, alors, d’apras les formules de la géométrie infi-

nitésimale, cette fonction aura une dérivée en tout point s 550 qui s’exprime
par la formule :

(2211'1)

(22")

Ap s [ds = +sings, r;yl -

Oette formule fait connaitre l'ordre de grandeur de cette dérivée, si
|o—s]—0. En appliquant le théoréme des accroisgsements, nous avons

(22'7) @as — Pasy| =150 P g |18 — 8215

o étant sur L—1 et (s') étant un point sur Parc (ss;). D’aprés le méme
théoréme, il existe sur I'are (¢'c) un point ol la tangente est paralléle

au vecteur sw’?r, done, remarque faite des inégalités (3) et (20), nous aurons
1a limitation suivante de la dérivée (22™)

|dps sl = |80y, Tog| S 17 18" — 0

quelque petit que soit la différence s'—o5%0. Mais si le point o est situé
sur Parc L—1, alors la longueur |’ —o] est toujours supérieure & la distance
rgy, done |§"— olz|s—s |z Tl en résulte la limitation suivante de la
différence (22%V):
(22Y)

[fos— Pas| S12* 7i8—a]" (0eL—1).
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Nous en concluons que la différence (22™) satisfait & linégalité

(28) [P(8,0)—P(8,0)|< e |8— 8,]" pour cel—1,

¢, 6tant une constante positive ne dépendant que de la courbe L. Nous
aurons done

ILfl[P(S,0)—1’(31,G)J?E,IM(U)dvl<xvz ls—s|"M, [ ls—o|™"do.
= L1

Or lintégrale & droite augmente comme [logry| si |s—&|—>0, par consé-
quent la premiére intégrale dans la somme (22) vérifie la condition d’Hsl-

der avec un exposant positif y—e, arbitrairement inférieur i ¥, et nous
avons

(24) ILfl [P(8,0)—~P(s1,0)]75, 2 (0) do|< g M, s — 8,7,

olt 1&}. constante positive ¢; ne dépend que de la courbe L et de & Pour
étudier la seconde composante de la somme (22), remarquons que I'on a

(25) [T6a~7'slnr<":931<Js"‘81[7 1/2<Tslu/7.sa<3/2 (O'EL_Z)-

Par conséquent nous aurons, d’aprés les inégalités (19) et (20),
. 1 -
IL—sz(éua) (T —?ﬂl‘l,)/,a(a)da\ < M,Ja’l]‘__fzisl“ ol |s— 31|7'§é17';iid0

<232V ar’M,|s—s| [ls— o do.
L-1

L’intégrale obtenue est comparable 3 [s—si"" si 8,5, done
(26) ILflP(sl,a) (15 —T5a) (o) do| < 0, M, s — s, .

En somme, d’aprés les indgalitds (21), (24), (26), Vi

_ ! 5 , » (26), Lintégrale I, (s), donnée
pa.r' la 'formule (15), vérifie la condition d’Holder avec un exi)os;mt y—e
arbitrairement inférieur & y et l'on a .

(27) a(8)— Ly (8:) | << Oy M, |5 — 5,7,

La lconsta;nte positive 0, ne dépend que de la courbe I et de e Btudions
maintenant la seconde des intégrales (15). Nous la décomposons de méme

en deux parties
Ly(s)=1I5(s)+ If~\(s),

étendues aux arcs [ et L—1. Pour la premieére partie,

. [PY——
les mégahtég (12) of (20) nous aurons, d apres

’

1
|23 (s)| = |ZfeOS¢as'rs‘ul [/L(a)—fb(g)]dgg fo |s— 0](1—1(10
13
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et l'inégalité analogue pour intégrale Ii(s,). Par conséquent, nous avons
les inégalités

(28) L)< zls—sal,  Ls)<dzls—al

ot 1a constante positive ¢’ ne dépend que de la courbe L.
Pour étudier lintégrale I3~ nous écrivons

(29)  IFUs) — I (s)= [ cospery [nlo)— p(s)]do—

L f 608 e, Tars it (0) — u(81)]do
A}

= [ [COSGas— COS Gy )i [10(0) — i (81) 1o+
L

+ [t —r5e) o8 [u(0) = p(s1)]do
L-1

en nous appuyant sur la propriété
[Cosqoistdo= [ [dlogry')/de]ldo=0.
L £l
En appliquant maintenant les inégalités (12), (22Y), (20) et (25) & Vexpres-
sion. (29), nous aurons
s — I (sl als— sIPf'MLflla— 81" 152 do -+

4otmage s 6] [ |s— o] do.
-1

La premidre intégrale obtenue 3 droite reste bornée si |s—s,|—>0 et la se-
conde a la partie principale: const: |§—s;]*"", nous en eoncluons, d’apres
les inégalités (28), que lintégrale I,(s) satisfait & Pinégalité d’Holder
avec un exposant a sous la forme -

(30) 1Z,(8) — L (s))| < Cae|s — s1%

ot I constante positive C, ne dépend que de la courbe L. En réunissant
les résultats (27), (30) et remarquant qu’on a supposé a<<y<1, nous con-
¢luons que Dintégrale (11) satisfait & la condition d'Holder avec l'ex-
posant « de la forme suivante

(31) [ () — P ()| < (Ko M+ Ko w) [s — 5%
les constantes positives K, et K, ne dépendant que de la forme de la courbe
I, c.q.f.d.

Nous signalons encore que, d’aprés les expressions (14) eb (15), la
fonction ®(s) elle-méme satisfait & T'inégalité

(32)  1BI<AM, [ls—olr!dot x[ls— ol do< M+ Far,
: ; .
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ol k; et %, sont les constantes positives fixées ne dépendant que de la
courbe L.

THEOREME 2. 8¢ la fonction réelle u(s), définie sur la ligne L, est
continue, alors les intégrales swivantes de fonetions & faible stngularité

(33) Tu()= [logri u(o)do,  Ja(e)= [singuri) u(o)do

sont des fonctions déterminées sur la ligne L qui satisfont & la condition
d'Holder, la premidre avee wn exposant arbitrairement nférieur & Punité
et la seconde avec un exposant arbitrairement inférieur & Vewposant y, con-
cernant la propriété (3) de la tangente.

Pour démontrer le théoréme, nous suivons la méme méthode que
précédemment. Nous considérons done deux points suffisamment voising,
(s) et (s;), de la courbe L, le cercle I" de centre s et nous décomposons les
intégrales (33) en deux parties étendues aux ares I et L —I. Etudions d’a-
bord Pintégrale

Ty(s)= T3 (8) 1,5 (s).
Nous avons

(34) 1 (8)— T3 (s1)| < M, | [log (1, 75:1)] do.
1

En utilisant la transformation homothétique de P’arc I, du point s comme
centre, qui ameéne le cercle I" au cercle de rayon unité, on voit que la cliffé-
rence (34) vérifie V'inégalité

(34')

|J§(8)~Ji(sl)[\<\eonst-M‘,\sw—sll‘
Pour la seconde partie, nous avons de méme

(35) JJf'l(S)—Jf"l(sl)KJVI,,LfZ [log(rs,,75,")] do.

Or pour les points (¢) sur L—1I on a les inégalités 1/2<r,, 75, < 3/2, il
ex:igte donc une constante g telle que tous les points (o) sur Parc L—1
vérifient Pinégalité [log (rs, 7)< ¢ 75,075 — 1| et nous aurons, d’aprés (20),
I-ff"’(S)-—Jf‘l(sl)KM,AqL S o1l do
—1
<M qzls— s [ |s— o] do.
L-1

L’intégrale obtenue augmente comme [log[s—s,[|, si le rayon rr= 20,
du.cerele I" tend vers zéro. Nous en concluons finalement, d’aprés ’iné-
galité (34'), quie I'intégrale J, (s) = J! (s) 4+ J1(s) vérifie la condition A'T&-
der de la forme

(36) [1(8) = 1 (81)| <M, g s — 5,1

’
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avec un exposant 1—e¢ arbitrairement inférieur & l'unité; g, est une con-
stante positive qui ne dépend que de la courbe L et du nombre & choisi.

11 reste & étudier 1a seconde des intégrales (33). Nous la décomposons

de méme: e
Jo(8) = Ja(8)+J5H(s)
et nous voyons, d’aprés 1'inégalité (3) et le théoréme de la moyenne, qu’on

a lpg|< erls— of?, done
S <er M, [ls—ofry!do< e g M, [ |s— of " do,
! i

(37)

Jis)I< ey M, [ — o do.
. i
Ces intégrales admettent par conséquent la limite supérieure const X
X M,|s—s]". Nous avons ensuite
WTE(8)— JE T ()| < [ 5ing g — xingy, 1, e (o) do -+
L

+ Jlsing, s, — 15t (o) do,
L—-1

mais, d’aprés les inégalités (221) et (22Y), on a

|singe, — singy, | < ' [s — &7,
done, en appliquant de méme les inégalités (20) et (25), nous aurons
(38) \Jf"’(8)~JéL”(81)I<GI'!8~Sx|”M},xLLIs—ﬁl"‘fla+

M, 15— 8l ”221—:]1 ls— ol'~2do.

La premiére intégrale obtenue & droite est comparable & [log|s—s;]] et
la seconde & |s—s,[*"'. Nous en concluons, en réunissant les résultats (37),
et (38), que lintégrale J,(s) vérifie la condition d’Hplder de la forme

(39) o (8)— o ()< M, qhls— s [7°

avec un exposant y—e¢ arbitrairement inférieur & y c. g.f. d., ¢, est une
constante positive ne dépendant que de la courbe L et du nombre ¢ choisi.
En outre, il est facile de montrer que les intégrales (33) admettent les
limites supérieures suivantes

(40) Wil < Mugis  1a(8) < Mg,

¢1 et ¢; étant des constantes positives ne dépendant que de la courbe L.

3. Solution du probléme. Pour résoudre 1’équation intégrale (10),
considérons .un espace fonctionnel E composé de toutes les fonctions
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continues réelles u(s), déterminées sur la cowbe L. Nous définivons lg
distance des deux points u;(8) et wy(s) de cet espace par la bhorne supé-
rieure suivante:

(41) 8(p1ypaz) = SUP |1 (8) — p1p (8)].
En outre, on définit la somme des deux points et le produit du point par
un nombre réel d’une fagon évidente. L’espace ¥ sera done complet, normé

et linéaire. Considérons maintenant dans l'espace EF un ensemble borné
8(g,%) de tous les points p(s) qui vérifient & la fois Pinégalité

(42) () <o
et la condition d’Holder
(43) (8) — (s <xls — gy

avec un exposant «<1 admis dans la propriété (5). Les constantes posi-
tives ¢, sont fixées suffisamment petites pour quon ait & la fois

(44) o < Ry, kig + ko <Ry

Alors, d’aprés les propriétés démontrées (32), (40), toute fonction d’en-
semble S(p,#) satisfera aux inégalités

(45) jiflog'rg;l/t(a) do < Ry, [ 08y, 7, (o) do| < R,.
4 i

L'ensemble S(p,») est évidemment fermé, puisque la fonetion limite
d.’une suite uniformément convergente des fonctions, vérifiant les condi-
tions (42) et (43), vérifie aussi ces conditions. I’ensemble S(o,%) est
en outre convere; en effet, si u(s) et u, (8) sont deux fonctions vérifiant
les inégalités (42) et (43), alors la fonction (1 —») uy (8)+vuy (8) vérifie aussi
ces conditions, si le nombre réel » varie dans P’intervalle (0,1). Cela veut
Fh;’e que tous les points du segment rectiligne dans I’espace fonctionnel b,
Joignant les deux points u,(s) et u,(s) de Pensemble 8(0,x), appartiennent
aussi & cet ensemble. Remarque faite de l'équation intégrale proposée
§10), transformons maintenant ensemble §(g,») en faisant correspondre
a toub point x(s) de cet ensemble un point p(s), déterminé par la rela-
tion fonctionnelle

(46) . 10) +Lf singy, 75ty (o) do + a(x)}[logw;l (o) do
=iF [sglogr;;]/t(c)da,If COBP., 75 u (o) do].

Pour la fonetion u(s) donnée, I'équation (46) a la forme d’une équation
de Fredholm  faible singularité avee la fonction inconnue w(8). Si nous
supposons que I'équation intégrale homogéne, obtenue en égalant & zéro
le membre & droite dans Péquation (46), n’a quune solution p=0, alors
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& chaque point u(s) de l’ensemble 8(g,«) correspond un point (s)
d’espace FE, déterminée par la formule connue de Fredholm. Cette cir-
constance a lieu par exemple dans le cas ou la fonction donnée a(s), non
identiguement nulle, n’est pas positive: a(s)<0; fait bien connu dans la
théorie du potentiel. .

Remarquons maintenant que la fonetion de la variable s & droite dans
la relation (46), étant le résultat de la substitution dans la fonction F (s, u,v)
des intégrales (11) et (33) & la place de u et v, satisfait & la condition
d’Holder avec 1'exposant a. Cela résulte de la propriété admise (5) et des
propriétés démontrées (13) et (36). En outre, la fonction p(s) étant con-
tinue, les deux intégrales a gauche dans la relation (46) satisfont aussi
& la condition d’Holder avec les exposants 1 —e et y—e Nous en concluons
que la fonetion y(s), correspondant & la fonction u(s) de ’ensemble S(¢,x)
satisfait & la condition d’Hélder avec l'exposant «. Nous allons montrer
que cette fonction w(s) fera partie de ’ensemble S(p,x), si le module du
parametre 1 est suffisamment petit. Remarquons donc que, d’aprés la
formule connue de Fredholm, la fonction w(s), correspondant & u(s),
admet la limitation suivante:

(48) lp () < A MpP

M; étant la borne supérieure de la fonction |F| et P est une constante
positive ne dépendant que du noyau de 1’équation (46), gqui ne dépend
donc que de la forme de la courbe L et de la fonetion donmnée a(s).
Cherchons le coefficient d’Holder pour la fonetion y(s). D’aprés les iné-
galités (31) et (36), le coefficient d'Holder pour la fonction composée
AF & droite dans la relation (46) aura pour l’expression
WE(L+ Ko+ Ey% + oq),

en choisissant f(1—e)=ua. .

Les deux intégrales & gauche dans la relation (46) ont, d’aprés les
inégalités (36), (39) et (48), les coefficients d’Holder (4| MpPg, et [A| Mz Py,
en choisissant y—e=«, 1 —¢ =a. Nous en concluons que la fonction y
dans la relation (46) satisfait & la condition d’Holder de la forme
(49)  |p(s) — (sl < |Aa [MpPg, + Mp M P +

+ MpPyK' + K(1+K 0+ Ko+ oq1)]is — 81l
M, étant la borne supérieure de la fonction |a(s)|.

La fonction transformée p(s) fera donc partie de ’ensemble 8(p,x),

si le paramétre 1 a le module suffisamment petit pour qu’on ait % la fois
A MzP <0,

50)
Ot M Pet Mg M Py, + My Py K4 K (14K 0+ Ko+ 01)) <.
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Pour appliquer le théoréme de Schauder, nous démontrerons mainte-
nant que la transformation (46) est continue dans Pespace E. Soit done
une suite {u,(s )} des fonctions d’ensemble §(p,%) qui tend wniformé-
ment vers la fonction u*(s) du méme ensemble. Il est évident, d’aprés
les limitations (40), que l’intégrale de fonction & faible singularité

(51) [logry.! pin (o) do
L

tend uniformément vers lintégrale mlalogue de la foncetion limite

(51) Jlogrs i (o) do.

Pour démontrer que la méme propriété possede Pintégrale de la
fonction & forte singularité

(rz) (-bn (,S:) :f C'OSq’snrs;yl /l'u(a)dg
L

éerivons cette intégrale sous la forme (14) déja wutilisée et nous aurons

(52) D, (s) =.]~<COSrﬂsa-— OOS(Z:‘as)rSal pnlo)do -}—fCOS (I—)aa'}';;rl [t (0) = un(s)]do.
L
La premiére intégrale concerne la fonction & faible singularité ef tend
uniformément vers 1'intégrale analogue de la fonction limite ux *(o). T1
reste & épudier la seconde intégrale que nous désignons par @,(s). Nous
démontrerons que la suite des intégrales @,(s) tend uniformément vers
Pintégrale
Q) =] €08 , 75 [ (o) — ' (8)1do.

Soit done au voisinage du point (s) un arc I, (correspondant au nombre
positif &) assez petit pour qu'on ait

(63) ‘ fCOb(pmg’},,c [tn(0) —

(sNdo <yx [ {o—s|* "do < e/2
L_. L~ lg
pour toute la valeur n et pour s arbitraire. Cette inégalité est donc
aussi satisfaite par la fonction limite u*. Le point ¢ étant extérieur
a Pare d'intégration L—1,, nous pouvons maintenant faire correspondre
au nombre £ un nombre N, asgez grand pour qu’on ait

J 008 P a7y Lt () —

1 (8)1do — [ €08 Gty [14" (0) — 1" (8)]
jAs% Lol

= 82,
i n>N, quelque soit (s). Il en résulte que I'intégrale @,(s) tend unifor-
mément vers Pintégrale Q(s); donc on a la convergence uniforme svi-
vante:
(54)

11m D, ( co:: wlos 11" () do.
¢U Gl
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Nous en concluons, d’aprés la propriété (5) de la fonetion F(s,u,v)
que le résultat de Popération sur les fonctions u,(o):

Fls ,flog]s;, 1" (0)do, [ cosps,rs, 1’ (o) do]
i

tend uniformément vers le résultat de la méme opération sur la fonction
limite 4” (o).

I en résulte, d’aprés la formule de Fredholm, que la suite des fone-
tions {y,(s)} correspondant aux fonctions ,(s) par la transformation
(46), tend uniformément vers la fonction limite y*(s), correspondant & la
fonction limite x(s) par la transformation (46). Cela veut dire que la
distance 6(y,,y") tend vers zéro, si la distance d(u,,u") tend vers zéro
et la transformation (46) est continue. Il reste & montrer que I’ensemble
8’ des points y(s), transformés des points x(s) de Pensemble S(g,x), est
compact. Or les fonctions y(s) de ensemble §', d’aprés leurs propriétés

pEN<e, v —pls)I<xls —af

sont équicontinues et équibornées, donc elles vérifient les conditions du
théoréme d’Arzely et 1'ensemble 8 est compact. Toutes les conditions
d’application du théoréme de Schauder étant satisfaites, nous en
concluons existence dans I’ensemble §' du point u«(s) invariant relative-
ment & la transformation (46), c’est-a-dire vérifiant I’équation intégrale
proposée (10).

Le potentiel logarithmique u (i) f log7 s s (0} do, dérivant de la

fonetion u« (o) est la solution du probleme généralisé de Poincaré proposé.
Nous considérations peuvent é&tre étendues & la recherche d’une
fonction harmonique, vérifiant la condition aux limites sous la forme plus

générale

(55) dujdn + a(s)u + b(s)du/ds = AF (s ,u,du/ds),

b(s) étant une fonction définie sur L et vérifiant la condition d’Holder
avec 'exposant «. En cherchant la solution du probléme sous la forme
du potentiel logarithmique (4), on obtient pour la densité de la couche
Péquation intégrale suivante:

(A6) — (8 flog?';,l,u(o')dcr—{—

+J Sing,, 5, 1 (o) do + a(s)
(8) [ CO8@e,T5, (o) do = AF[s, flogvsa ulo)ydo, [eosp,,rs, nlo)do],
L L

dont les parties linéaire et non-linéaire contiennent l'intégrale de la fone-
tion singuliére & une forte singularité. Nous supposons que 1’équation

singuliére linéaire


GUEST


270 W. Pogorzelski

(B7)  —mu(s) + [ singg,rs, plo)do -
I

4 a(s) [logrg' (o) do + b(s)Lj CO8 @, oy 1 (0)do = F(8)
L

bien étudide, admet la solution wnique p pour toute la fonction f(s) véri-
fiant la condition A’Holder, ce qui a lieu si ’équation homogéne correspon-
dante n’a que la solution nulle et si I'index de I’équation (67) est égal & zéro.
Sous cette hypothése, les considérations qui suivront seront analogues
aux précédentes et on concluera l'existence de la solution du probléme,
(55), si la valeur absolue du paramétre 1 est suffisamment petite.
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The problem of non-local existence for solutions of a linear
partial differential equation of the first order

by A. Pris (Krakéw) *

E. Kamke has shown that the partial differential equation
(1) 0z/0x + Q (x,y)0=z/0y = O

Wi’ui’gF a coefficient @ (z,y) of class (') in a certain (open) region D admits
in every closed and bounded subset of D a solution of class €%, possessing
a pogitive derivative with respect to y2). The problem of non-loecal exi-
stence of non-trivial®) solutions of class " has been solved in the negative
by T. Wazewski, who furnishes an example of a differential equation
of form (1) such that each of its solutions of class €' in the whole region
D is a constant function*). In this example the region D, constituting
the domain of the function @(z,y), is simply connected, and Q(z,y) is
of high regularity in D.

In this paper we shall consider the problem of non-local existence
of non-trivial solutions of equation (1), having a total differential (in the
sense of-Stolz) in region D. For the open simply connected region D we
shall prove the existence of a solution having a total differential at every
point of D and such that its derivative with respect to y is positive nearly
everywhere in the set D (§ 1. Theorem 1). Consequently, such a solution

* The author thanks Professor T. Wazewski for his suggestions during the pre-
paration of this paper.

1) A function continuous together with its derivatives of the first order is ter-
med a function of class (1.

%) An analogous theorem is also known for the equation

k2
dz)dx + Z Qi85 Ygs e y,) 02/0y, = 0
i=1
with o larger number of independent variables. The proof (in the case of two variab-
les) is to be found in [1].
3) By a non-trivial solution of the equation (1) we mean a solution which is
not identically equal to a constant.
4) See [6]. An example of such an equatlion defined over the whole plane is to
be found in [5].


GUEST




