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On obtient facilement de la derniére inégalité (cf. [3], p.19, lemme 1 5))

¢
(10) o < Ml exp[N[g()de]  pour t>0.

L'inégalité (10) met en évidence que x(¢) est bornée, car il a été supposé
que lintégrale fg(t)dt converge (cf. (2)).
0

II. Admettons les hypothéses (B), (2), (8) et considérons la trang-
formation
(11)
On vérifie facilement que la nouvelle variable z satisfait & 1'équation
#=Y"'f(t,Ye) qui, en vertu de I'hypotheése (8), se réduit a
(12) & =F(t,2).

Le théoréme de Weyl pouvant &tre appliqué au systéme (12) (A=0),
on conclut, que chaque solution z de ce systéme est bornée, done, en vertu
de (11) et de (5), chaque solution z(¢) du systéme (3) a la méme propriété.

x=7Y(t)z.
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5) Lemme 1, publié dans [3] concerne le cas |¢ls:0. En appliquant un pas-
sage & la limite convenable, on voit facilement que l'inégalité (10) est aussi juste
au cas 0y==0.
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Sur la limitation et l’unicité des solutions d’un systéme
non-linéaire d’équations paraboliques aux dérivées
partielles du second ordre

par J. SzArsxI (Krakéw)

Le but de la note présente est d’évaluer la différence entre deux solu-
tions de certains problémes aux limites relatifs au systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre de la forme

0z;

0z; 02; 0%z,
(0.1) szi(t,xl,...,mn731,... )

2 — I —
Z geee
’ m:aml ’ ’an ’ 050,-0%} ’

(i=1,2,...,m)
ol le second membre de la i-éme équation ne dépend pas des dérivées
des fonctions 2;,...,2; 1,241y s%m-

La méthode consiste & comparer le systéme (0.1) avec des équations
différentielles ordinaires en faisant intervenir la théorie des inégalités
différentielles ordinaires.

Dans le § 1 nous commengons par démontrer deux lemmes qui ne
sont que des modifications convenables de deux théorémes diis & Wazewski
[2],. [3]. Dans le § 2 nous nous servons d'un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires et nous obtenons des évaluations qui permettent;
d’établir des critéres d’unicité des solutions de certaing problémes aux li-
mites. Par comparaison du systéme (0.1) avee une équation différentielle
ordinaire nous obtenons dans le § 3 des critéres plus généraux dont 1'un
(théordme 3.1) constitue une généralisation du critére de Giuliano [1].

§ 1. LemME 1.1. Soit G un ensemble ouvert et borné dans Vespace
(%1y..-,2,). Supposons que la fonction ¢(t,P), ol P=(&,...,%,), soit
continue pour Pe@ e t appartenant & Vintervalle :
(T < o).

(1.1) 0<t<T

Posons

M (t)=maxe(t,P).
Pel
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Dans ces hypothéses, pour chaque t, de Vintervalle (1.1) et pour chaque
point Poe @G tels que [0p|0t]y, p, existe et que

(1.2) M ty) =ty Py),
on a
(1.3) D_M (1) < [09[0t]4,py»

ot D_ désigne la dérivée supérieure gauche.

Démonstration. Supposons qu'on ait (1.2) et que [dp/dt], p,
existe. Il existe une suite £, de points de lintervalle (1.1) telle que t,<t,,
t,—>1t, et
M) — M (L)

tv - tO

i M) = ¢, Po)

D_M (1)~ lim
tv ()

V=00

P00

Du fait que <%, il résulte, en vertu de la définition de M (%), que

@ (4, B0) — ¢ (b, Py) — [Q‘E]
i ("o,Po)’
ce quil fallait démontrer.

D_M(t,) €lim——"—
t,—t,

Lemme 1.2. Supposons que les fonctions oy(t,Y1y. .. ¥m) (¢=1,2,...,m)
soient continues et non-négatives dans Vensemble

P00

0<<i<T, Yy =0 (1=1,2,...,m).

Supposons enswite que la fonction oy(t,Y1,...,Yn) S0it non-décroissante
par rapport & chacune des variables Yiy...\Yi11Yip1s.1Ym. LOUr g0
(4=1,2,...,m) désignons par

CYi=0y{b 61500 60) (1=1,2,...,m)

Vintégrale supérieure) du systéme d’équations différentielles ordinaires

(1.4) Y| @b = o5 (ts Y1y 1 Ym) (i=1,2,...,m),
issue du point (0,&1,...,8,) € supposons que celte intégrale existe dans

Vintervalle

(1.5) 0<t<T.

Soient @;(t) (i=1,2,...,m) m fonctions continues dans Vintervalle (1.B)
telles que
(1.6)

Pi(0) < g (1=1,2,...,m).

) Quant A la définition et L'existence de l'intégrale supérieure voir p. ox. [3],
p. 121-122.
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Supposons enfin que lorsque pour un indice 4, (1<iy<\m) et pour %, de Vin-
tervalle 0<t<<T on a

(1.7) i, (fo) > 04, (tos 1, -3 8m),

alors

(1.8) D—¢iu () < Uia(to;% (to)s- - 9¢"m(t0)) .
Nous avons dans ce cas

(1.9) () Swy(tery. - y8m) (1=1,2,...,m)

dans Pintervalle (1.5).
Démonstration. Considérons la snite de systémes auxiliaires

(1.10) Ay |dt = oy (t, Y1y .oy Ym) + 1)y
et désignons par ¥;=y,(!) une intégrale du systéme

(1=1,2,...,m)
pour »=1,2,...
(1.10) telle que
(1.11) Y (0) =&+ 1 /.

Nous avons alors (ef. [3], p. 123) dans un intervalle 0<¢<Ch suffisamment
petit les relations

(1.12) wi(tyfl;‘“ysm)<yiv(t)<yi,v~-l(t)’
(1.13) Iim y;, () = w;(ty815. .0 8m)

Il en résulte, en vertu d’un raisonnement classique, que pour >0 ar-
bitraire il existe un indice »(8) & partir duquel les intégrales y,(¢) exi-
stent dans Vintervalle

(1.14) 0t<T —6

et y remplissent les relations (1.12) et (1.13).

Fizons un indice arbitraire »>v»(8). D’aprés (1.6) et (1.11) nous
avons

P (0)<y,(0)  (i=1,2,...,m)
et, en vertu de la continuité, les inégalités
(1.15) Pi(t) <Yy (1) (6=1,2,...,m)

sont remplies dans un voisinage & droite du point 0. Nous affirmons que
les inégalités (1.15) sont remplies dans l'intervalle (1.14). En effet, s'il
n’en était pas aingi, il existerait un point ¢, (0<<ty<<T'—4) et un indice 4,
tels que
(1.18)

(1.17)

(1) <y, (1) pour 0<CE<Y, (t1=1,2,...,m),

P4, (8,) = Yig (fo)-
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De (1.12) et (1.17) résulte (1.7) et par conséquent, selon les hypothéses,
nous avons ’inégalité (1.8). Il s’ensuit, d’aplé% (1.16) et (1.17) et en vertu
de la monotonie de oy, que
(1.18) D—‘Pin(to <0'i0(to;¢1 b)) --7‘Pm(to))< O'i.,(to;@/h(to)y--wl‘/mv(to))
< %(to,?/lu(to) o 7?/7;14,(730)) -+ 1fv = dyy, (k) [db.

Dautre part, selon (1.16) et (1.17), nous avons D_g (te)=dy,, (4)/dt,
ce qui est incompatible avee (1.18).

De (1.13) et (1.15) résulte (1.9) dans Pintervalle (1.14) et par con-
séquent, § étant arbitraire, dans Pintervalle (1.5).

Voici encore un lemme sur les inégalités différentielles dont nous
aurons besoin dans la suite:

LemMe 1.3, Soit o(t,y) une fonction continue et non-négative dans
Pensemble 0<<t<T', y=0, et supposons que pour chaque intervalle

(1.19)
ol 0 <ty<<T, Dunique intégrale y(t) de Véquation

h <t

(1.20) dyldt = o (t,y),
définde dans (1.19) et satisfaisant & la condition
(1.21) Lim y(t) =

{11

soit tdentiquement nulle. Soit @(t) une fonction continue et non-négative

dans Vintervalle

(1.22) 0<t<T

telle que

(1.23) ®(0)=0

et supposons que lorsque pour un point t (0<t<T) on a
(1.24) @(t) >0,

alors

(1.28) D_g(t) <oty @ (1)).

Dans ce cas nous avons p(t)=0 dans Vintervalle (1.22)2).

Démonstration. Admettons I'impossible, que pour un #,(0<t,<T)
on ait g (t))>0. En vertu de (1.23) et de la continuité il existe un ¢, (0, < %)
tel que

(1.26) p(t)=0

%) Ce lemme n’est pas une conséquence du lemme 1.1, puisque la fonction ¢(f,y)
n'est point supposée é&tre continue pour t=0.

icm
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et que linégalité (1.24) est remplie dans Pintervalle (1.19). On 3 done,
selon nos hypothdses, inégalité (1.25) dans Vintervalle (1.19). Mais alors,
en désignant par y(f) 1'intégrale inférieure & gauche (of. [3], p.121-122)
de Péquation (1.20) telle que

(1.27) Y (ty) = (te) > 0,

- nous avons (cf. [3], p. 139) 0<y(f)<<p(f) dans Lintervalle (1.19). Il en

résulte, selon (1.26), quon a (1.21), d’oft en vertu de nos hypothéses,
%(t)=0 dans Yintervalle (1.19), ce qui est incompatible avec (1.27).
§ 2. TafoREME 2.1. Supposons que
10 Les fonctions f;(t,P,2,,.. XY SERRRYY PRYSVRYSTRRUS Jon I M (1 Y N
3@y Dise s Py P11y Tiay e ooy Tg) (z—l,d, .ym), 0% P=(m,,...,m,), soient dé-
finies dans un ensemble D dont la projection sur le plan (t,2,,...,2,) recouvre
le produit topologique R de Vintervalle

(2.1) 0<t<T (T o0)

et dun ensemble owvert et borné G dans Uespace (,,...,n,).
p 12 1Yn.
20 Lorsque les valeurs 7y, et Ty, sont telles que

2 (Fpe — Far) A 2 < pour tout systéme (Ay,...,A,),
alors =
Fi@yP 21y sy Prye ey Duy e e Fitgyere) —
—Fi (8P 21y s 2y Dy s Dy - < sty 0+ ) <O
(i=1,2,...,m)
Gi(B3P 321y By D1y vy Pryees s Fipye- o) —
— Gi(6 P21y ey By Pryee o sPrge ey Fryee ) KO8,
3% iy Py Unyee sy Uy Py ey Dy ee ey Pipyenn) —
=93P )01y Uiy Dryee ey Py e s Py - S oty u =01y [ty — V)

(t=1,2,...,m), o les fonctions o;(t,y1,..
théses du lemme 1.2.

«3Ym) satisfont & toutes les hypo-

?) L'hypothése 2° implique que les équations du systéme (0.1) (ainsi que celles
du systéme avec les seconds membres égaux 4 g;) sont du type paraboligue normal.

La condition 2° a lieu en particulier, lorsque D est convexe par rapport aux
variables r,, les fonctions f, et g, possddent la différentielle totale par rapport aux
variables 7, et

, 2 W0l jor,>0, ! 2 Mhs99,/0r, >0

dans D et pour toub systéme (4,,...,4).

Annales Polonici Mathematici TI 16
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..,m)  sont continues

dans R, de classe O* dans B et possédent les dém)ée? partielles du second

ordre par rapport aux variables (wy,..
Ko

6o

70

., @) continues dans R.

On a dans R
67?3 _f,(t Puy,.. ,um,g%' ,,(%% ,,—;;JZ;; ,)
o, ov; ov; v,
-lt»_ql(t P,v,.. “Wb}'i’ ,55; -(%—j—a—,x/ )
[2;(0,P) — 0,(0,P)|<e; pour Pe@.
Jus (8, P) =0y (¢, P)| ey pour 0<t<T, PeRq.

Ceci supposé nous avons

(2.4)

‘%::(trp)"“"-’i(t;P)iga’i(tﬁu cerEm) (i=1,2,... 7')"’)4)
dans R tout entier.
Démonstration. Posons pour 0<t<T

M, (t) = max (u;(t,P) — v;(¢, P)),
PG

N, (t) = max (v;(t,P) — u;(t,P)),
Pe¢G

W.(t) = max [ug (¢, P) — 03 (4, P)].
Pe@

Pour ¢ appartenant & lintervalle (2.1) on a alors soit W;(¢) = M,(t) et

D_Wi(#)<D_M;(t), soit W;(t) =

N,(@t) et D_W,(t)<D_N;(t). Les fone-

tions W,() sont évidemment continues et nous avons selon 6°

(2.5

)

W, (0)<e;  (i=1,2,...,m).

“En vertu dulemme 1.2, pour terminer la démonstration de notre thé-
ordme, il suffit de montrer que lorsque pour un indice 4, et un point %,
appartenant & l'intervalle (2.1) on a

(2.6)
alors
(2.7)

Wiy (t0) > 4y (s 8150+ y8m),

D_ W O"iu(tOJ Wilt),- Wm(to))-

Supposons done qu'on ait (2.6) et par exemple

(2.8)

4) Pour la définition de w,(t,e,...,

Wio(to) = My(t) o6 D_Wy(ty) < D_ My (ty).

e,) voir le lemme 1.2.
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En vertu de la continuité il existe un point PieG tel que

(2.9) Wio(to) = M1‘ (t) = Uz, (805 Po) — Vo (f0,Po) -

Comme  w;,(0,¢,,.. - Em)=¢;, et 0; >0, nous avons @y, (Byy 1.+
et par conséquent, d’aprés (2.6),

(2.10)

gm)>£'

0

W, (t)> s,

Il en résulte, en vertu de 7°, que Py est un point intérieur de G et par consé-
quent, selon 4° la dérivée

[0 (“i,, - "7«:.,)/ 3t](to,P.,)
existe. Nous avons done, en vertu du lemme 1.1,

D_M;,(t) < [0 (wi,— vy,) 0%
(to,Po)
d’oll, selon (2.8), ' Y
(2.11) D_We,(t) < [0 (ws, — 1) 0]y 2y -
Comme P, est un point intérieur de @, on a, en vertu de (2.9) et
d
la définition de I, o (1), ’ (2:0) ot de
(2.12) [0“ta/axkl(zo,zao) = [a")i.,/amk](zﬂ,Po) (b=1,2,...,n),
0% (ug, — v

n
2.13 O Wiy —0)
( ) 7',k2=1 [ awﬂ'am}c ]Zk](to.Po) <0 pour tout systéme (A1y--52n).

En vertu de (2.2), (2.3) et (2.11) nous avons ensuite

. . > 2 .
D—Wiﬂ(t0)<fio(typ7uu-~-7""m7%’-'-’auto’“-}‘autn ’ ) -
0z, 0x,, 0oy 0y, (to,Po)
i ov;
_gio(trp}vla---avmya—zn‘r~'; 2, 6'01,,7, ) ’
' 2, Oz, 6:@6.’2,0 (to.Po)
d’ol, d'aprés (2.12),
ou; ou, u,
(2.14)  D_W, (1)< [ (tPu Uyt Oy Yy
o \"0 1‘, 11y YUmy 02, ’ ’00:,1""’6:»,-350,"
o, Ouy;
_‘fia (t,P,ul, vy Uy F) to: vy 10: . )]
2, 0z, 6mj am,c e, po)
o, Bty 0%,
+[f-(tPu...u e e Y )
i Vot Uy 3 %my awl: ;amn Bwjamk
ou; Oug
“‘Wo(t’Pa”l: oy Uy ) 1‘0 ey - )]
’ 2, o, ’ 690, 6mk to, Po)

16%*


GUEST


244 J. Szarski

D’autre part, selon 2° et (2.13), nous avons

Ouy, Oy, _E)ZLL,B_ )w
(2.15) fi t,P,ul,...,um,%l—,..., " f)a}jamk""
. .
D, O, oy, )}
—fi Uogynes Uy eyt sy <0.
f’ln (tﬁ'P7 1) 1 mey ()mlﬁ ) ().’I:.n ? ? omlamlr ’ (to’Pﬂ)\

De 3°, (2.14) et (2.15) il suit que
E-Wi,)(to) Loy (8 [y — Oty v oy 1= Pl Vo, P02

d’on, en vertu de (2.9), de la définition de W,(t) et de la monotonie de
0, nous obtenons (2.7). 11 en résulte, selon le lemme 1.2, que

Wit) S wi(tyeryee sy tm) (i=1,2,...,m)

‘dans l'intervalle 0<t<T, d’ou Pon déduit (2.4).

TEGOREME 2.2. Retenons les hypothéses 1°, 2° et 3° du théoréme 2.1
en admettant que

13;)) ;:%nf;;e intégrale du systéme (1.4), issue de Vorigine, est identi-
quement nulle, o est-d-dire
(2.16) 0;(6,0,...,00=0  (i=1,2,...,m).
Dans ces hypothéses le probléme miwte
#%(0,P) =¢,(P)

2 (1,P) = p(t,P)

pour Pe@,

(2.17)

pour O0<t<T et PeFG

relatif au systéme & équations (0.1) admet dans R au plus une solution con-
tinue dans R et possédant toutes les dérivées figurant damns (0.1), continues
dans R. Cette solution (lorsqwelle ewiste) dépend d'une fagon continue des
valeurs initiales @ (P) et des valeurs aux limites vy (t,P).

D’aprés (2.16) le théordme 2.2 est une conséquence immédiate du
théoréme 2.1, puisque dans ’hypothése b) on a

M w; (£, 6y yee-y8p) = 0;(8,0,...,0) =0, lorsque (g1,...;8n)>(0,...,0).
TefOREME 2.3. Conservons les hypothéses 1°-6° du théoréme 2.1 en

admettant que

T L’ensemble FG posséde en chagque point P le plan tangent, et la nor-
male aw point P contient un segment ouvert (P,Q) situé & Vintérieur de G.

iom
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b 10[w;(t,P) — i (t,P)] [0n — hy(t,P)[w; (8, P) —v,(2,P)]| <& H; pour
0<t<T, PeF@, o

(2.18) h;(t,P) = H;=const > 0

et 0]0n désigne la dérivée par rapport aux variables (2,,...,%,) suivant la
normale intérieure & FG.

Dans ce cas les inégalités (2.4) ont liew dans R tout entier.

Démonstration. La démonstration est tout & fait analogue & celle
du théoréme 2.1. I1 faut seulement montrer que cette fois (2.6), (2.9)
et I'hypothése 7°b (au lieu de 7°) impliquent que P, est un point intérienr
de G.

Admettant Pimpossible, que Pye¢ PG, on a d’aprés 7°b,

Rgy (fy Po) [ty (B s Po) — 03, (f s Po) 1 gy Hyy - [0 (wgy — 03) 00 ], gy -

D’autre part, en vertu de (2.9) et de la définition de M; (t), nous avons

(2.19)

[0 (Mi0 — 'Uin)/a”](to,Po) <0,
d’ot, selon (2.19),

hq‘o(to:Po) [ui.,(to:Po)

Tenant compte de (2.18), on en obtient

- i’i,,(to yP)1< EiuHio'

4y (B3 Po) — 0, (f0,Po) < &,

ce qui est incompatible avec (2.9) et (2.10).
THEOREME 2.4, Dans les hypothéses du théoréme 2.2, en admetiant
Uhypothése T°a et (2.18) du théoréme 2.3, le probléme mixie

%(0,P) =¢;(P) pour Pel,

(2.20)
azi(typ)/an — i (8, P)2; (¢, P) = ;(t,P)

pour 0<i<T, PeF@G
relatif au systéme @'équations (0.1) admet dans R au plus une solution con-
tinue dans B et possédant toutes les dérivées figurant dans (0.1), continues
dans R. Ceite solution (lorsqu’elle existe) dépend d’une fagon continue des
valeurs initiales @;(P) et des valeurs aux limites w;(t,P).

Ceei est une conséquence immédiate du théoréme 2.3.

THEOREME 2.5. Conservons les hypothéses 1°, 2°, 3° et 6° du théoréme
2.1 ainsi que Vhypothése T’a du théoréme 2.3 et supposons que

4% Les fonctions w; et v; sont de classe O et possédent les dérivées du second,
ordre par rapport aux variables (2y,...,,) continues pour 0<t<T ¢t Pe@.

5" Les équations (2.2) et (2.3) sont remplies pour 0<t<T et PeG.
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0" 0[u(¢,P) — vy (t,P)]/0n — hy (¢, P) [, (8, P) — v, (,P)] = 0 pour
0<t<T ¢t PeF@, ol

(2.21) hy(t,P) >0.

Dams ce cas les inégalités (2.4) sont remplies dans B tout entier.

Démonstration. La démonstration est tout & fait analogue & celle
du théoréme 2.1. Il faut seulement montrer que cette fois (2.6), (2.9)
et les hypothéses 4, 5%, 7% et 7°b’ (au lieu de 4°, 5° et 7°) impliquent
les relations (2.12) et (2.13). Pour §’en convaincre il suffit de considérer
le cas oll P, appartient & F@, puisque dans le cas contraire les relationg
(2.12) et (2.13) sont évidentes. Or, lorsque P, appartient 4 F'@, nous avons
selon (2.9) et 7°b’

0 [, (g, Py) — 3, (t0,P0)]/0n = 0.

Il en résulte — du fait que

(2.22) g, (89, Po) — vy, (t, Po) = M, (t) = max [wg, (t, P) — v;, (4, P)],
PG

que '

(2.23) 0 [y, (0, Pg) — 03, (89, P0)]J0m = 0.

D’autre part, de (2.22) il suit que les dérivées de la différence
u‘io(tO;P) - 'Uio(to:P)r

suivant les directions tangentes & F@ au point P,, sont toutes nulles.
Cette propriété et la relation (2.23) impliquent (2.12). Quant A la rela-
tion (2.13) remarquons d’abord que, selon 'hypothése 7%, chaque droite
passant par Py, qui n’est pas tangente &4 F@, contient un segment (Py, @)
situé dans @. Il en résulte, d’aprés (2.22) et 4%, que Pinégalité (2.13) est
remplie pour chaque systéme (4,,...,4,) correspondant 4 une direction
qui ’est pas paralléle au plan tangent & F@ ef, par conséquent, en vertu
de la continuité, la relation (2.13) a lieu pour tout systdme (Argreeyhn).

THEOREME 2.6. Dans les hypothéses du théoréme 2.2, en admetiant
Vhypothése °a du théoréme 2.3 et Vindgalité (2.21), le probléme mixte (2.20)
relatif aw systéme (0.1) admet au plus une solution continue dans B et 038 é-

dant toutes les dérivées figurant dans (0.1), continues et satisfaisant & (0.1)

pour 0<t<T & Pe@. Cette solution (lorsquelle ewiste) dépend dune fagon
continue des valeurs initiales g,(P).

COesi est une conséquence immédiate du théoréme 2.5.
§ 3. I’hypothése 3° des critéres d’unicité formulés dans les théors-

mes 2.2, 2.4 et 2.6 peut é&tre remplacée par une hypothése moing restric-
tive. Voici trois théordmes sur ce sujet:
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THEOREME 3.1. Supposons que les seconds membres du systéme (0.1)
salisfassent auw hypothéses 1° ot 2° du théoréme 2.1 et que
B Nfi (B Pty g sty Pryen s DyeeeyPiyees) —
—;fi(t,P,vl,...,vm,pl,...,pn,...,rik,...)\ga(t,ln?,x [, — v)),
ou la fonction o(t,y) satisfait & toutes les hypothéses du lemme 1.3.

Dans ce cas le probléme mixte (2.17) relatif au Eystéme &’ équations
(0.1) admet dans R au plus une solution continue dans R et possédant toutes
les dérivées figurant dans (0.1) continues dans R.

Démonstration. Soient u;(¢,P) et v;(¢,P) deux solutions du pro-
bléme (2.17). Nous avons done

(3.1) %;(0,P) —0;(0,P) =0
(3.2)  w(t,P)—u(t,P)=0

pour Pe@,
pour 0<t<T et PeF@.
Posons pour 0<t<T
W (t) = max {max|u,(t,P) — v(¢,P)]}.
i Pe@

Pour chaque , (0<t,<T) il existe un indice 4, et un point P& tels que
soit B
(3.3) W (ty) = My, () = 1z, (f, Py) — v3,(tg,Po) €6 D_W (o) <D_M;,(2).
soit B ~
(3.4) W (ty) = Ny, (t) = vy, (89, Py) — Uy, (8, Po) €6 D_W (t) < D_ Ny (%)

La fonetion W () est évidemment continue et 'on a, selon (3.1)

(3.5) W(0)=0.
Nous allons montrer que lorsque pour un #, (0<{,<7) on a
(3.6) W(t,) >0,
alors
(3.7) D_W() < "(th(to))-

En effet supposons qu’on ait (3.6) et par exemple (3.3). Selon (3.2) le
point P, est alors un point intérieur de G' et par conséquent la dérivée

[0(u;, — 'D'ln)/ aﬂ(tu,Pn)
existe. En vertu du lemme 1.1 nous avons donc
D‘—Mio (to) < [0 (s, — 3) [0y 2y
d’on, selon (3.3),

(3.8) D_W (o) < [ (5, — v3,) [0t ] g, py) -
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D’autre part les relations (2.12) et (2.13) ont lieu, comme P, est un poinf
intérieur de @ et la différence

Uy (fo P) — 03, (2, F)

atteint sa valeur maximum en P,. Comme wu,(t,P) et v;(¢,P) satisfont
au systéme (0.1), nous avons, d’aprés (3.8),

— Ou, ou, P w,
D_W (ty) < i (80P ythgyeeytoy =2y vy =2y ) -
( 0) \i’lo( H y %1y Y *my aml ’ ’ am” ’ ) amfaa;h ? (0P
v, v, )
—F NPy, = —J~...~~-~—»~i-°~~,..>
f’ln ( ’ [Rd ¥ 1 ¥moy aml b ! 637.", ) ' amjam’a ’ ‘(‘O'PO) H
d’ou, selon (2.12)
- ou, du; 0%u;
(3.9) DMW(ta)<[fio(trpaulv-'rum:"a?l:v-"‘a"wfj;-“; 0;0‘10;;7‘ a) -

Ou, Ou, *v.
_fio t,P,u,,...,um,_",m’_J_o ,,,,,, %0 .. +
O,
! (t0,Po)

Bu; O, v,
Jr[fic(t,l’,u],...,um,—a . Y B
7, 0, 0mw; 0wy,
ou, ou; 9w,
_fio(tiPﬂ’l’--'777711.:6_‘17---7““1‘17"'7 '"’*"lq":"' :
2, 0z, 0, 0y, (to,P)

Mais, en vertu de 2° (théoréme 2.1) et (2.13), nous avons (2.15), d’olt 'on
déduit, d’aprés 3" et (3.9),

D_W(t) < “(toy max |u;(tg,Py) — ”i(f'OaPo)\)
’L
ce qui nous donne l'inégalité (3.7). En vertu du lemme 1.3 nous avons
done W (¢)=0 dans lintervalle 0<t<T, d’ot
u; (8, P) — vy (8, P) = 0
dans R, — ce qu'il fallait démontrer.

EXEMPLE. L’hypothése 3%, du théoréme 3.1 est moins restrictive
que hypothése 3" du théoréme 2.1, car la fonction o(¢,y) n’est point

supposée é&tre continue pour t=0. Nous le montrerons sur Pexemple
suivant. Posons

m
fi=1ntiglzi+¢i(t’P7p17--'7p'n1"'7"'1k;-")-

On peut alors appliquer le critére du théoréme 3.1, car Ihypothése 3%
est satisfaite par la fonction

o(t,y) = my|Ing|,
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Cependant le critére du fthéoréme 2.2 n’est pas applicable. Ceci .tient
A ce que dans le théoréme 2.2 les fonctions o;(,%;,...,¥n) Sont supposées
étre continues pour t=0.

Pour terminer nous formulerons les théorémes 3.2 et 3.3 en nous
dispensant de la démonstration qui est analogue & celle du théoréme 3.1.

THEORRME 3.2. Dans les hypothéses du théoréme 3.1, en admetiant
Phypothése T°a du théoréme 2.3 et Vinégalité (2.18), le probléme mixte (2.20)
relatif au systéme (0.1) admet dans R au plus une solution continue dans
R et possédant toutes les dérivées figurant dans (0.1), continues dans E.

TahoREME 3.3. Dans les hypothéses du théoréme 3.1, en admettant
Phypothése T°a du théoréme 2.3 et Dinégalité (2.21), le probléme mixte (2.20)
relatif au systéme (0.1) admet au plus une solution continue dans R et possé-
dant toutes les dérivées figurant dans (0.1) continues et satisfaisant & (0.1)
pour 0<t<T et Pe@.
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