Le maximum des coefficients 4. et 4, des fonctions
univalentes bornées

par W. JaNowskr (L6d7)

Les ANNALES POLONICI MATHEMATICI éonstituent une continna-
tion des ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE
(vol. T-XXV) fondées en 1921 par Stanistaw Zaremba.

Les ANNALES POLONICI MATHEMATICI publient; en langues des
congrds internationaux, des travaux consacrés & I'Analyse Mathématique,
la Giéométrie ot la Théorie des Nombres.

Cette note appartient & un cyele (cf. [3] et [4]) de travaux concer-
nant les fonetions extrémales dans les familles de fonctions univalentes
bornées. Les resultats obtenus dans ces travaux s’appuyent sur les équa-
tions différentielles obtenues par Z. Charzyniski [1] et ensuite généralisées
par lui et par moi-méme [2] et concernant les cas dans lesquels lintégra-
tion de ces équations ne conduit qu’aux intégrales abéliennes.

Considérons les fonctions holomorphes univalentes dans le cercle
[2|<1 (c’est-h-dire des fonctions gui ne prennent qu'une fois chacune
de leurs valeurs dans ce cercle) de la forme

.

(1) Fe) =2+ A2+ ...

Soit M >1 un nombre positif quelconque, F,;, — la famille de toutes
les fonctions bornées de la forme (1), assujetties 4 la condition |F(z)| < M.
Nous démontrons les théorémes suivants:

THEOREME 1. Pour les fonctions de la famille Fy; on a Pinégalité
|4, <2(1—21) )
el cette limite est atteinte.
THEOREME 2. Pour les fonctions de la méme famille on a Pinégalité

2841 — A4 M our M>=e
2) 4 </ A pow A=

L1—ar2 pour M <e,
ol le nombre 1 est cette de deux racines de éguation 2 loglh=—M""2) qui
est la plus grande. La limite (2) est atteinte.
PANSTWOWE WYDAWNICTW O NAUE OWE — WARSZAWA 1955 Pour démontrer ces théorémes, considérons d'abord la famille F,
Naklad 1400 egz. + 159 ogz. Podpisano do druku 15. XIT. 1955 . de toutes les fonctions univalentes bornées dans |z|<1 de la forme
Ark.‘ wyd. 11,75, druk, 11, Druk ukoriczono w styeznin 1956 r. 5 2
Papier druk. sat. kL IIT, 90 g, 70x100 Zaméwienie nr 763/55 f@)=aqz+azr+...=a(z+4d,7+...),

Cena 7z 23,50
‘Wroclawska Drukernia Naukowa — ‘Wroclaw, ul. Swierczewskiego 19.

1) Ce résultat a été obtenu d’une manidre différente — cf. [6] et [5].
?) (e résultat a été obtenu d’une maniére différente — cf. [7].
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ot @,>T, T — un nombre quelconque fixe de I'intervalle (0,1). Ces fone-

tions sont assujetties & la condition [f(z)|<<1 pour tout |z|<<13).
Faisons correspondre & chaque fonetion f(¢) de la famille ¥ le nombre

suivant:

(3) H;=H(Xy, Xypy. ooy Xy Xopy Yagyeoy Yovg),
ot on suppose que a;/a=X,+1Y,, (n=2,3,...) et que
(4) H(Xzaxay---,XN7Y27Ys’-":YN); -N>27

soit une fonection quelconque réelle de 2N —2 variables réelles, définie
dans une région suffisamment grande, et qui y admet des dérivées par-
tielles du premier ordre continues, ne s’annulant nulle part simultané-
ment.

M. Z. Charzynski a démontré dans le travail cité ci-dessus qu'il
existe dans la famille F, des fonctions extrémales *(2), pour lesquelles
1a fonctionnele (3) atteint la valeur la plus grande et chacune de ces extré-
males satisfait & 1’équation

(5) @ @FM (@) 1=27"N(e),  0<l2l <1,
ol
1\7
(6) M () = [Z Dy_yw~ %D 4Dy 10”7 — 297,
(7> = I v Cp 12 (o= 1j+ C Np*l] ___ZCp*’
:‘2_71 a;:z‘)b, )= 241 {I*(p}JL (p=2,3,...),
Ay =apfa;  (n=2,3,...),
A =X, +iY, (n=2,3,...,N),
H:,:H’X (X:: ?*9 YR7Y;7Y;7---1YJ*V)"‘
_@HY( 2 X’\aY7 -’Y;V) (n=2,3,...,N),
(8) . >y .
: D,,_1=2)J a;,(”)Hn (p=2,...,N),
n=p
N
€= (n—1)a,H,,
n=2
N
C; 1=4 2(”—1""1)0’;—.194.12[;, (p=2,3,...,N),
Nn=p
P* = min R {Z D, _,exp[iz(p— 1)1}
0<T2n
?) Nous désignerons aussi les n-idmes coefficients a, et 4, par e, (n=1,2,...)
ot resp. 4, (n=2,3,...).
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et que les fonctions M (w) et MN(z) ne prennent sur les circonférences jw|=
resp. |¢|=1 que des valeurs réelles non négatives, chacune d’elles y admet-
tant une racine double au moins. Enfin M. Z. Charzyniski a démontré
que le coefficient a7 =T7.
Nous allons démontrer maintenant les théorémes 1 et 2.
Démonstration du théoréme 1. Suppoéons,
(4) ait la forme

que la fonetion

(9) H(X,,...,Yx)=2X,, N=2,
d’olt en tenant compte de (8) et aprés des calculs faciles,
D} =D; =2a;? GCy=a; C,—at
(10) 1= 19 0 ‘2: *02 29
€ =6 =24, PT=—2a;".

Iéquation (5) prendra dans le cas de la fonction (9) la forme suivante

(11) [ ([ )T LD] [ (2) + Dy 1" (2) — 2P7]
=2 (Gle + Gl e+ G+ G — 297
et la formule (6), en tenant compte de (10), pour w=f"(z), prendra la
forme:*
(12) M (@)] = 203 [ ()17 [f*(2) + 1T

Comme N(z) admet une racine double z, de module égal & un (cf. [1]),

on a z,=—1, ear les coefficients € G:+G, G et P* sont réels et vu Iiné-
galité évidente R{ 2}=>0 (car il existe une fonction pour laquelle R {5} =0).

En substituant Cl‘ de la formule (10) dans (11) on obtient aisément que
(13) N(2) = 20727 (2 + 1),

Iréquation (11) prendra alors (en divisant les deux membres par 2ay),
selon. (12) et (13), la forme suivante: )

a @I @17 (e
doll a2 )ﬂf@n4ﬂ+uwn*ﬂ=z'

membres de cette équa,tion nous obtiendrons

”"2{[f* ~[f"(=
1172 =arz(z—1)""

e+ 17,

En intégrant les deux

]_1/2} — A ‘ 12,

Par conséquent f* ( [f(z)—
abréger
(14)

. Posons maintenant, pour

pR)=2(1—2)7"
alors la fonction extrémale aura la forme

(15) (2) =g a1 (2)].
10%
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Aprés des caleuls aisés on déduit de (15), selon D'égalité (14),
R{ay}=a; =247 (1—a7). Comme a; =T, on a

(16) ay =27 (1 —1T).

Considérons maintenant ld famille F,, et la famille des fonetions
de la forme

(17j f(2) =F(2) M5z,

ot Mp=sup [F(2)|<M. Les fonctions (17) appartiennent & la famille
|zl <1

Fp, o

(18) T=M"

Désignons comme auparavant par f'(z) la fonction extrémale par
rapport & la fonctionnelle H;=H(X,;,...,Yy;)=Xp. Il existe alors
dans la famille F,; une fonction extrémale de la forme F*(z)=2+Ay2°+...
et on peut poser F*(z)=f'(2)T~', d’oit A;=a; T~ et, vu les formules
(16) et (18), Ay=2(1—M"").

Le théoréme 1 est ainsi démontré.

Démonstration du théoréme 2. Supposons maintenant que ¥=3
et essayons de déterminer la fonection H(X,,X;,Y,,Y,;) de telle facon
que les coefficients D;, Dj, € et G dans I’équation (5) des fonections
extrémales f*(2) par rapport & la fonctionnelle H;=H (Xy;, Xqy, Yapy Ysy)
soient réels. On peut obtenir cette fonction de la maniére suivante. Pour
N =3 les expressions (6) et (7) prendront la forme

2P* + D} v + D; o?,
G ot b Gl L G -Gl — 2P+ Gz L Gl a2,
On obtient de (8), dans le cas ot N=3,

(19) M(w)=D; 0+ D v —

(20) RN(e) =

€ = 2[aH; +2(X] +iYDHE]], D —alC;,

De 13, pour que I{€/}=0, il faut que l'on ait
a Hy,(X5,X5,Y;,Y;) + 2X; Hy (X5, X; Y3, ¥5) —
— Y} HY, (X5, X5, Y5, 75) =0
On voit bien que l'équation a comme intégrale particuliére
(21) H(X,,X,,Y,,Y,) =X, + Y2

Pour la fonction (21) les expressions D!,D!,D:,D;,GC)+G! G
Cl, @; ot & prendront la forme
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Dy = Dy = 4a; Rla;),
(22) €+ & = 4[R{a3) + I{as)ai~?],

& =Cl=trla), GC=C=2q

E's S b *3
Dy =D, =2a,",

et 1’équation (5) — la forme

23) @I D: (=)0 + Dy [f (2
=[Gt Gl (G + G —

)T 2P [ ()T + Dif (@) + D)
2CD )@+ Gz + €.

Nous remarquons ensuite que les coefficients de 1'éguation (23) sont réels,
d’ott il résulte aisément que tous les coefficients de la fonetion f*(2) sont
réels et par conséquent I{a;}=0, I{a;}=0, Rla;}=a; et R{aj}=a;.

On voit alors unmédmtement que la 1eche10he de la fonction f*(2),
pour laquelle la fonctionnelle H;=H (Xy;, Xy, Yop, Yop) =X 35+ Y3 atteint
la valeur la plus grande, est équivalente & la recherche de la fonction
pour lagquelle la fonctionnelle X3, atteint la valeur la plus grande.

Remarquons, en outre, qu’on peut supposer a, ;>04), et que a; >0,
car il existe une fonction pour laquelle a;=0. D’autre part il faut re-
marquer que P*<0, cette expression représentant le minimum de
Dj cosz-+Dj cos 2.

Considérons maintenant la fonction 9 (z). Elle a en tenant compte
de (22), la forme

(24) N(2) =2(as2™ >+ 20527 + 2a; — D™+ 2452 -+ a; 7).

On sait que cette fonction a une racine double & de module égal & un,
donc on peut représenter N(z) sous la forme

N(2)=2ay 2~ (2 — 22+ (F —2mez+ ).

Considérons deux cas:
I. La fonction
(25) P —2me -+ &

a une racine z,, pour laquelle |zi]<<1. Les coefficients de la fonction (24)
étant réels, le nombre conjugué z, est alors la racine de cette fonction.
2! et z;! étant symétriques envers |z|=1, sont aussi des racines de cette
fonction. I1 en résulte immédiatement que le nombre z doit é&tre réel,
car, au contraire, a fonction (25) posséderait 4 racines distinctes. Lies
racines de la fonction (25) sont alors de la forme z,=r et 2 =7~ oL 7 est

4) On peut obtenir a;>0 en prepant, au lieu de F*(z), la fonetion —f*(—xz),
ayant le méme coefficient ay, mais ol uj est de signe opposé,
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un nombre réel plus petitque 1. Par conséquent z%=zzy=rr'=1=4,
2m=r-+r"" et

(26) N(r) =2a;27 (& —ez 4+ 1) [ — (r +r7 Nz +1].

En comparant les coefficients dans les formules (24) et (26) on obtient
(27) P* —2{0;3 —ar [1+ s(; +H1},
Nous remarquonq que
(28) : e(r 4+ 1> 0.
En effet, dans le cas contraire, il devrait &tre 1+e(r+r71)<0, car
[r+77Y>2, ce qui est impossible, car on aurait alors P*>0 en tenant
compte de ay;>>0. Il en résulte, vu les relations (27) et (28), que
ay =le|+|r|+ [P =147+ 7 >2 ce qm est impossible en vertu de
théoréme 1.
II. La fonction (23) a une racine z, pour laquelle [2|=1. Il en ré-
sulte que 2, est une racine unique double de cette fonction et, des coeffi-
cients de (22) étant réels, z,=z. Posons

(29) £ = (i

%0y = — 2 —1r —¢7"

Vu (29), on peut écrive

(30) N(2) = 2ay 2~ 2(2* — 2z cos® - 1)

En comparant les coefficients dans les formules (24) et (30) on obtient
a; = —2ay cosd. Comme a;>>0, on a cos®<0; en posant, pour abréger,
—cosd=1>0, on a

(31) . ay = 2a5 A.

Revenons maintenant au nombre P*. Vu les formules (8) et (22),
on a
. P'= min R[D}]é” + D; e

I<r<on

= min (4a; ay c0ST + 24;° cos 2a)
L2

= min (8ay*2 cosz-+2a;° cos2w).
0 gmgz—z

Posons pour abréger
(32) w(x) = 8ay> A cosx + 2ay° cos 2w

et cherchons pour quélles valeurs de z=m, %(2) atteint son minimum
et évaluons de méme P*.

On a %' ()= —8ay2 ) sina, — 4a;® sin2,=0, d’ot x, doit. satistaire
& 'une des équations: cosm,=—1, coszy=—Ai/ay, cosmy=1.

icm

Le muzimum des coefficients 4, et 4, 151

Examinons les trois cas ci-dessus:

1° Dans le premier cas z,== et on a u'(%)>0 pour i> ay,
W (m)=0 pour A=ad}, u’(w) <0 pour i< a;, mais u™(z)>0 pour
l=ay.

Il en résulte que la fonction (32) atteint son minimum pour m‘,:n
quand A>>ay et, comme il est aisé de voir, P*=—8a;2 i+ 2a;° pour iz ar.

20 Dans le deuxitme cas z,=arccos(—Afa;) et on a

—Aja;)]>0

Pour A=a’ on obtient le premier cas et pour i>a; le point
n’existe pas. Il en résulte que la fonetion (32) atteint son minimum pour
x,= arc cos(—Afa;) quand i<a; et, comme il est aisé de voir,

P = — da7 A2 —247°

30 Dans le troisiéme cas @, doit &tre égal & 0 ou 2w, mais u’'(0)<<0
et ' (27) < 0 donc dans ce cas le minimum n’existe pas.

1l résulte de ces considérations gqu’il existe seulement deux possi-
bilités, en ce qui concerne P*

(33) P = —dat ¥ —
(34) P*
Nous étudierons maintenant les conséquences de 1'égalité (33). Dans

le cas considéré, en posant P* de la formule (33) dans (19) on obment
aprés un caleul aisé, en tenant compte de (22) et (31), que pour w=1"(

M (2)] = 203 [£7(2)) {7 ()P + 2207 71" (2) + 1}
Par conséquent I'éguation (23) admet (aprés division des deux membres

par 2a;), d’aprés (30) et (31) la forme suivante:

I @T L+ 2206 (@) + [ @7 =

d’olt
(33) @S @T IR =a T (L 28 2T,

On a pris les branches indiguées des racines, car les coefficients de 2z
des deux cotés de (35) doivent &tre égaux. En intégrant les deux membres

de (35) dans un ensemble simplement connexe quelconque, ne contenant
pas de point zéro et compris dans le cercle |z/<C1, on obtient

(36) f*(2) + 24a; " logf"(2) — [f(#

u'' [are cos( pour A<a.

pour A< aj.

<
*2 0,3 - 5
= —8a;" A+ 2a; pour Aza; ).

(142071 272,

—2

(] =a;"(z +21logz —2z ") + K.

5 On voit bien gue pour /‘,:rz’{, lex deux valeurs de B¥ données par (33) et
(34) sont égales,
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En développant les différents termes de (38) pour z suffisamment petit:

(&) =ajz+0:(2), logf*(2) =logas +logz + 0,(2),
(37) ()17 = (a72) ' — Ay a4 04(2),

2+ 21 logs — 27 =221logz — 27+ 0,(2),

ol le rang de 0;(2) (¢1=1,2,3,4) est au moins 1. En considérant en parti-
culier les valeurs de z sur un arc ¢ de la circonférence [2]=1 que la fon-
ction w=j"(z) transforme en un arc analogue D de la circonférence |om|=1
(cf. [1]) on voit, d’aprés (36), que
(38) R{K} =0.
En mettant les expressions (37) dans (36) nous obtiendrons
(39) 24 loga; + Ay =0(2) - K,
olt 0(2)=0,(2)+ 24a,720,(2) — 04 (2) — ay "1 0, (2). Selon la définition de la
fonction O;(2) on obtient de (39) ’équation
(40) 22logal + AF = K.

Tous les termes de l'expression du membre gauche de (40) étant des nom-
bres réels, on obtient de (38) que K =10 et Péquation (40) prendra alors
la forme 24loga;+4y=0. En tenant compte de la valeur a; de (31):

(41) 22(1 -+ logal) =0,
d’olt
(42) A=0 si a;z#el, 0<A<e si ay=eh

Congidérons maintenant les conséquences de ’égalité (34). Suppo-
sons que dans (34) A>aj. De (19), on a, d’aprés (22),

43) M(o) =200 (0" + 410, " w® — Pa; ~* 0* + 4207~
En posant la valeur de P* de (34) dans (43) on obtient
(44) M(w) =2a7 0 [w! 4+ 4da] " 0® 4 (8a; ™ — 2) 0® + 4har " w + 17.

D’autre part, comme il est aisé de voir de (44), M(w) posséde une racine
double wy=—1 et on peut réprésenter M(w) sous la forme

(45) M(w) =2a* 0™ (w0 + 1) (w?
En comparant les coefficients de «® dans (44) ef
(46) n=—2a "t 41

et, vu la condition ia;~

o 4 1).

—2nw +1).

(45) on obtient

I>1, on a
(47) n<—1,
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En tenant compte de (30) et (15), I’équation (23) prendra (aprés la di-
vision des deux membres par 2a;) la forme

&’ [ T (1 [ (=
D’ou
(48) arf"

) F 1P T — 20f7(2) + 1} =27 + 22 + 1)

@@ ) + 1 (DT~ 20 (2) + 1 =277 (2" + 202 +1)

ol Pon a pris la branche de radical {[f"(2)]— 2nf"(2) +1}'* qui est égale
pour f*(2)=10 4 1. En intégrant les deux membres de (48) dans un ensemble
simplement connexe quelcongue, ne contenant pas de point zéro et com-
pris dans le cercle |2|<1, on obtient

(#9) {[/" ()T — 2uf"(2) + 12 = {[f"(2)F — 20f"(2) + 1} 2 [ ()]

()T — 2nf"(2) + 1} —1"(2) 4
(P @F =20 ) 1R = (1 40
=a; N z+2logz—2"Y) + K.

+ (n—1)log

En développant les termes de (49) pour =
(" (&) F — 2nf"(2) + 1)1
=[layz+ a2+ ... — RN E = S
=1— nayz+ [(a;2 — 2na3)/2 — n*a]® /‘)]zz +0,(=),
{[I"@F — 20" (@) + 12 (17
=[alz +a;Z+ ... —

—2n(ayz+ a2+ ..
—(a12)" — (45 + nad) i~  + 05(2),
(50) log(f*(2) — n — {[f"(2)F — 2nf"(2) + 1}*7)
=log{ayz +as’+...
=log(—1 —n)+ 0,(z),

suffisamment petits:

2 (ay 2+as 2+

S @iz e A )T

—n—[{ayz + ... —2n(afz +...) + 177

log([f* ()17 — n — {[f* ()T — 2y (= +1}”‘[f @17
=log{lalz+asd+...)"" —n—

—[ayz+... P —2n(ajz+..) + 177 (a7 54...) 7
=logz +log[a;* (" —1)/2] 4 0,(2) '

#4224 loge — &' =24 logz — 57" + O5(2),
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ot le rang de 0O;(2) est au moins 1 (i=1, ,3 4,5). En considérant, en
particulier, les valeurs de z sur I'are C (cf. [1]) on obtient de (49) que
(51) R{K}=0.

En effet, soit un point quelconque z = ¢ sur Pare ¢ et le point correspon-
dant w =¢'® sur Parc D; désignons le membre gauche de 'équation (49)
par I,[f*(2)] et le membre droit par I,(2) et posons pour chaque valeur de

alw) =1,(w)

et pour chaque valeur de z

B(2) = I,(2).
On a
Rla(d®)} = R{2i(2 cos @ — 2n)'*sin (0/2) +
+ 2i(n — 1) arg [6°2 (6" — 2n + ™) — o 0]} =0,
car

2c080 —2n>0
d’aprés (47), et
R{B(e")] = R (2i(sing + Ag + 2kn) + K} =R{K},
d’ott R|E}=0. En posant les expressions (50) dans (49) nous obtenons,
en vertu de la définition de la fonction 0,(z), I'équation

(52) 1+ A¥art4-n+(n—1)log(—L—n) +(1—un)logla; (n* —1)/2] =K.

Tous les termes du membre gauche de (32) étant des nombres réels, on
obtient d’aprés (51) que K =0 et 1’équation (52) prendra alors la forme

1+ Atal 4 n+m—1)log(—1—n) +(1—mn)logfay (v’ —1)/2] =0

et, en tenant compte de (46) et (
141ia;" log =0, d’ont

(83) Alogl=—ay.

31), nous obtenons P’équation en 1:

Supposons maintenant que A=a;. On voit bien que dans ce cas I’équa-
tion (35) est équivalente & Péquation (44) pour A=a;y et par conséquent
pour n=—1, d’olt en vertu de (41) on a a;=e"'

En comparant les coefficients dans les formules (24) et (30) on obtient
(54) P* =2a; — 41 a; — 2a; .
En comparant ensuite (33) et (34), (34) et (54) on obtient finalement,
Q’aprés (42) et (B3) et 'égalité évidente a;=T, le résultat suivant:
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10 Pour i<T on a A=0 lorsque T #e~ 1
et, en méme temps, 4;=1—1".

20 Pour A=7T il doit étre T=e"" ef, en méme temps, 4; =1—T"=
=R 41 —ATA+ T

30 Pour A>T on a Alogd=~—1" lorsque T<<e™
AF=22 41 —4T2+T%

A est ici celle de deux racines de I’équation Alogi=—T qui est la
plus grande. En effet, en posant P(1)=2logi+T (0<i<1) on aP'(A)=1+
+logA. Comme LimP(1)=T>0, minP(A)=P (e ")=T—¢'<0, imP(1)=

0 <i—0 1>3-1
=T>0 I’4quation a deux racines L, <e™' et L>e '. A>T, d’ol, yu que
P(T)<0, on a 4, <T et 2,>T. Done i=41,.

Remarquons que ce cas n’est possible que pour T<e™!, car, dans le
cas contraire, 'équation (53) ne posséderait pas de solution en A plus
grande que T.

Introduisons les fonctions de la variable 0<<T'<1 suivantes:

(T) +1—4u(T)T +T°,

ot u=pu(T) est défini par égalité u'=e 7. Bn classifigant les valeurs
de A; et 1 selon les valeurs de la variable T on obtient finalement:

! et 0KA<T lorsque T=e"

! et, en méme temps,

1

A1) =117 AJ(T) =2’

i T>e™l, A;=Ay(T) et 1=0,
i T=e?, Aj=AyT)=45(T) et 0<KILT,
i T<et A =AyT) et 21=0,

ot A =AY (T) et Alogh=—1T."
Nous démontrons maintenant que:

THEOREME 3. Il ewiste pour chaque 0<T<<1 et pour A=0 une fonction
univalente bornée,

=iz tad et =a (e A7+ ATS+ ),

telle que at="T, A;=0, Aj=1—T"

Cette fonction satisfait & une équation fonctionnelle de la forme

o =1"@)

(55) 0—o =T z—27".

THEOREME 4. Il ewiste pour T=e"" et pour chaque 0 <A<T une

fonction univalente bornée,
o=f@E)=aztaltasdt+. . =
=T, Af=21, Aj=1—T"

ar(z+ As+ A8 L),

telle que aj=
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Cetle fonction satisfatt & une équation fonctionnelle de la forme
(56) o expl(o— o ") (2le)  |—zexp[(z —& 1) (22)71]=0.

THHEOREME 5. Il ewiste, pour chaque T<<e™* et pour 2 satisfaisant
& Déquation Alogi=—T, une fonction univalente bornée,

w=Ff@) =0zt at+at+... =a g+ AP+ A} ),
ay =T, A5 =221, Aj =22 +1—4T +T°.

Gette fonction satisfait &
B7) (17 [B(w) (oY 4oty 4+ n 1] %
T(0'®— o ) (22)7 ] —zexp[(e —27")(24)" "] =

telle que
une équation fonctionnelle de la forme

L w—l/:‘.) . (a)
Xexp[B(w)
ol B(w)=(w+ o —2)" n=—2A7""11+1.

Démonstration du théoréme 3. Considérons dans le cercle |w|<1
la fonetion réelle suivante:

R{w +2277 log 0 — 07} =Rlo — o'} ).

On voit qu’elle est égale & zéro sur toute la circonférence |w|=1 et encore
sur les segments C) et €, symétriques, par rapport & axe réel, issus des
points w,=—1 et wy=1, dirigés vers le point zéro. Ces points sont évi-
demment des racines de l’équation

(0 +2AT logw — 0™ ") = (0 — ™) =1+ w?=0.

Prenons deux segments quelcongues, 07 et Ci, faisant partie des
précédents, symétriques par rapport & ’axe réel et issus des points o,
et w,. Prenons ensuite la fonction univalente bornée,

(58) o=0@) =06z+..., a; >0,

qui transforme conformément le cercle |2{<<1 en ’ensemble G =K (0,1)—
—(0140;) ol K(0,1) désigne le cercle |w|< 1. L’ensemble G étant symétri-
que par rapport a l'axe réel, les coefficients de la fonetion (58) sont alors
réels.
Supposons encore que les segments €7 et O
fagcon que le coefficient a; soit égal & 7.
Considérons maintenant expression

(59) w(@) —[wE)]™ =T -2,

soient choigis de telle

%) La fonction w+22af~logm—m~1 est le memhre gauche de Péquation (36)
pour [*(@)=w et af =7,

icm
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De la définition de w(2) et des arcs €] et (4 il résulte que Pexpression
(59) n’admet sur la circonférence |z]=1, que des valeurs imaginaires ef,
comme elle est encore holommphe et bornée & Vintérieur du cercle |z]<1,
elle doit done se réduire &4 une constante.

On caleule facilement que cette constante est égale & zéro. On trouve
ensuite sans difficulté que l'on a A;=0, A;=1—T% On voit bien que
1a fonction (58) satisfait & 1équation (55), qui est équivalente & (36).

Démonstration du théoréme 4. Considérons dans le cercle
|w}<11a fonetion réelle suivante (comparer & 1a note®)) R{m+24elogm—m™".
On voit qu’elle est égale & zéro sur la circonférence |w|=1 et encore sur
les ares C, et (,, symétriques par rapport & 'axe réel, issus des points
wy=—Ae—i(1 =22V et wy=— e+ i(1—26")'7 et dirigés vers le point
zéro. Ces points sont évidemment des racines de Iéquation

(0 +24elogo — 0™ = 07 (o + 2lew + 1)=0.

Les ares ¢, et O, ne se croisent gu’au point zéro et éventuellement, au
point w,=—1 si A=e"". Prenons deux ares quelconques C; et ¢; faisant
partie des précédents, symétriques par rapport & 1'axe réel, issus des
points w; et w, (resp. du point o).

Prenons ensuite la fonetion univalente bornée

(60) o=o0)=az+..,

qui transforme conformément le cercle |z|<<1 en l'ensemble G=XK(0,1)—
—(C;+0;). Comme dans le cas précédent, tous ses coefficients sont réels.
Supposons encore que les arcs O et ¢ soient choisis de telle fagon que
le coefficient a; soit égal & 7.

Considérons maintenant ’expression

(61) (2) 4 24elogw(z) — [w(2)]

On constate, comme dans le cas precédent que l’expressmn (61) est égale
A zéro. On caleule ensuite facilement que 'on a ici Aj =24, Aj=1-T~
On voit bien que la fonction (60) satistait & équation (56); cette équa-
tion est équivalente & (36).
Démonstration du théordme 5.

loj<<1 la fonection réelle suivante:

a; > 0,

“1_¢(z+424loge —27").

Congidérons dans le cerecle

R(A(0) — A(w)o~" + (n—1) log{[4 (0) — 0 +n]/[4(0) 0™ — o™ +n]}) ),
ol A (w) = (0’ 2new + 1)V et n=—22T""+1.

7) La fonction A (w)—.L () o™ -+ —1) log{[4 (w) ~w+n]/[4 (0)n -0 al}

est le membre gauche de l'équation (49) pour f'(z)=
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On voit qu'elle est égale & zéro sur toute la circonférence |w|=1 ¢t encore
sur Pensemble C+C,4C,, oll ¢ désigne le segment de 1'axe réel allant
du point w;=—1 an point wy=mn-(n*—1)"**%); ces points sont des ra-
cines de la fonction (45). €, et O, sont les ares symétriques par rapport
& I’axe réel, allant du point w, au point zéro. Ces arcs ne se croisent qu’au
point zéro et au point w,.
Prenons deux arcs quelconques O; et C; faisant partie des ares O,
et (,, symétriques par rapport & l'axe réel, issus du point .
Prenons ensuite la fonetion "univalente bornée

(62) w=wk)=0z+..., >0,

qui transforme conformément le cercle |2|<<1 en l'ensemble =K (0,1) —
—(0+40;-+0C,); tous ses coefficients sont évidemment réels.

Supposons encore que les arcs O et C; soient choisis de telle fagon
que le coefficient aj soit égal & T.

Pour démontrer que ce choix des arcs O et C; est possible considé-
rons la fonetion (z)=¢ '[a,p(@)]=a,z+... (|2l<1), ol g(z)=z(1—2)"
et a, est choisis de maniére que la fonction w(z) transforme le cercle
|2]<1 en l’ensemble G=K (0,1)—C. On calcule facilement qu'on & a,=
=—dwg(1—ey)~% Comme wy=n-+(n?—1)"% n=—21T""+1 on obtient
que a;=Ti"". Comme a;>7 (car A<1) on peut rétrécir 'ensemble @ de
manidre que le premier coefficient ay de la fonction (62) soit égal & T,
cela, démontre la possibilité du choix des ares C) et Cj.

Considérons maintenant l'expression

Alo)—A (o)™ '+ (n—1) log{[A(w) —w —{—n]/[A(w)w;l——w“—}— n]} —
— Tz +2A1logz —2 ")

On constate, comme dans les cas précédents, que cette expression est
égale & zéro. On caleule ensuite facilement que 'on a A; =21, Ag=22*+1—
—42T+T? On voit bien que la fonection (62) satisfait & 1’équation (57);
cette équation est équivalente & (49). Il résulte de la discussion précédente
que le troisidme coefficient de la fonetion extrémale satisfait aux condi-
tions

A5 =A44(T),

sio T>el, Ay = AJ(T),

ol A satisfait & Iéquation (53) pour aj=T.
En méme temps il existe pour

g T<e,

§) En effet, powr —l<o<w, on a w’-—2nw-+1<0 et par conséquent
R{A(0) — A(@)o™ + (n— 1) log([4 (w) — 0 + n]/[4d(0) 0™ — ™" 4 2])}
= (n— 1) R{log([4 (») — 0 + n)/[4d (@)™ — 0™ +a])} =0,
car |[4(w) — o +n)/[4 (@) o™ — o~ +a]] = 1.

icm
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I'. T> e ' exactement une fonction extrémale correspondante, dé-
finie dans I.
II”. T=e¢ ' une classe infinie de fonctions extrémales définies
dans II.
I, T<e?
définie dans IIL.

Considérons maintenant la famille ¥, et la famille des fonctions
de la forme (17). Ces fonctions appartiennent, nous ’avons vu, & la fa-
mille Fp ot T=M""! et par conséquent il existe alors dans la famille Fy;
une fonction extrémale de la forme F*(z)==z-+ 432°+... et l'on peut
poser F*(z)=f*(z) M1, Aol

exactement une fonction extrémale correspondante,

(63) 4| R 41—4AM ™ M pour M>=e,
) Tl1-M7 pour M<Le,
ou A satisfait & I'équation A logi=— 3 "', Le théordme 2 est ainsi demontré.

Considérons maintenant la famille ¥ de toutes les fonctions de la
forme (1) Nous démontrons que pour les fonctions de la famille F, on «
[4q] << 3.

Pour cela nous supposerons, pour le moment que M est variable
et nous passerons a la limite dans ’expression

Ay (MY =224+ 1AM+ M, Alogh=— M1

en faisant tendre M vers linfini. Puisque 11 lorsque M —oo, on obtient
(64) Lm A4y (M~Y)=3.
M—o0

Considérons maintenant la famille F,. Soit F'(z) une fonction quelconque
de cette famille. Considérons la fonction auxiliaire suivante

(65) ‘P (2)=n" Fuz)=z2+Aynd + A58+ .

*®

(0<% 1),

définie dans le cercle |zj<1 et univalente. La fonction (65) est hornée;

soit sup|®P,(2)]=2M, et considérons le coefficient A, de la troisiéme
121<1
puissance de z de la fonction (65) et celui de la fonetion extrémale de la

famille ¥, . Désignons le par A, A;’J,z satisfait évidemment & P’équa-
tion (65) pour M=M,. Il est évident que

(66) | 45| 4 < A3, -

Or le membre droit de I’équation (63) est une fonetion monotone de M,
nous obtenons done pour M=M, :
(67) Ay, <3.

D'autre part, @,(z)—+F(z), si x—1, donc finalement les équations (66),
(67) et (64) conduisent an résultat demandé.
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Le maximum des coefficients B, et B; des fonctions
univalentes K-symétriques bornées

par W. JANowskr (£6d%)

Considérons les fonctions holomorphes univalentes K-symétriques
dans le cercle [2]<1 de la forme

(1) B (2) =2+ By 2N p B2 L

olt K est un nombre entier et positif. Soit M>1 un nombre positif quel-
conque, @y — la famille de toutes les fonctions bornées de la forme (1)
assujetties & la condition |®(z)|< M.

Nous démontrerons les théorémes suivants:

THEOREME 1. Pour les fonctions de la famille @y nous avons Viné-
galité

(2) |B,| 2K~ (1~ M~F)

et cette limite est atteinite.
THEOREME 2. Pour les fonctions de la famille @, nous avons Viné-
galité
f K (1— M%) powr M<exp[2/(K+1)],
(3) IBB|<‘ ~1/012 —-2K —-K
K7 R+ 14+ M% — 42 M) pour MZzexp[2/(K-+1)],

ol le nombre L est la plus grande des deux racines de U équation
Alogh +A(K—1)/(K+ 1)=—M"%.

La timite (3) est atteinte.
Pour démontrer ces théorémes considérons d’abord les fonetions
holomorphes univalentes K-symétriques dans le cercle |z|<1 de la forme

(h) ()= byz+ bye" T 4 by =) e+ By g T L),

olt b;=T"*, T est un nombre quelconque fixe de lintervalle (0,1). Ces
fonctions sont assujetties & la condition |@(2)|<1.

Considérons la famille de toutes les fonctions de la forme (4). Nous
Pappelons famille . On voit facilement que la recherche des limites pré-
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