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Supposons que 2, (,,&;) et 2, (t,,;) sont des solutions du systeme (1)
admettant pour £,=1) les valeurs w(z,...,4,). Les fonetions 2, et 2, sont
de classe €' dans ’ensemble R. A l’aide de la transformation 7 elles se
changent en fonctions 2 (fo-+iu,, ;) et 2 (to+ B, %) qui sont des solutions
de ’équation (10) dans ’ensemble R’ et y sont identiques. En posant =1
on obtient que les fonections 2 (82,;) et #(f,,%;) sont identiques dans
T’ensemble R. Ainsi I'unicité des solutions du systéme (1) dans I’ensemble R
est établie.

Appréciation du domaine d’existence de P'intégrale
d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, dans le cas de variables complexes

par W. PAwELSKT (Gdansk)

_ Considérons Uégquation

0z 0z oz
1 —=F|E Y- et TR EE B
(1) o 1‘( Yroeesrlins®s ,%)
w celle-ci, sous une forme abregée,
(2) pzf(a)vylr-"yﬂaza%v--7q‘n)~

Supposons que la fonetion F(Z,Yiy...sYp,2:q1,---28,) S0it analylique par
oapport & toutes ses wariables dans Densemble (A)

B)  le—axl<k,  y—ul<k,  jz—al<k, |g—dl<k
(¢=1,2,...,n)

et que @(¥1,...,Y,) S0it une fonetion analytique pour

(4) l—yi<k  (i=1,2,...,n)

Supposons ensuite que la valeur absolue de la fonction f(z,yy,...
s YnsZy 1y 0y) SOIL plus petite que M, de méme que les valeurs absolues
de ses premiéres et deumiémes (miztes) dérivées;

| Op | S . ’
3 i—;i?<M, ib‘qu;;<M (i,j=1,2,...,n),
| il (VYivy;
(6) lg5l<M,
I O 0 . k 0 ¢ 0 k
(7) I‘P(f‘/l)'-':yﬂ,)—zol< Iy k”y,(ylv'-:!/u)_%‘ < '_I

Sous toutes ces hypothéses Uéguation (1) n'a quw'une, et une seule,
intégrale 2(@,Yy,...,Y,) analytiqgue dans Vensemble (B}

k .
e — i — << —eoeoe——— — M i — x,}
(8) 1% ‘1‘0|<67 lyz %1\ 4"1/(M—|—1) 1'1. Lgi
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38 W. Pawelski
(ot 6= [[(2n+1)(n+1)° (M +k+1)]) gui se réduit & la fonctiong(y,,...,y,)
dans Pensemble (C) .

o=y,  |y—yil<

k
In(M+1)

La démonstration de ce théoréme se compose de trois parties.
Dang la premiére, nous apprécions le rayon a du cercle de centre
au point ,, dans lequel existent les infégrales du systéme d’équations
différentielles qui déterminent les bandes caractéristiques pour (1) dont
les valeurs initiales @,,y;,2",q; satisfont aux inégalités
i~ i<y

k . k
l?/;‘k_f’l2'<“2“> E -—Zoﬂg-;,

eb qui, pour [rp—ax|<<a et ces valeurs initiales, vérifient les inégalités
3
}z(m)~zo|<27c,

3
Iyi(w)—y£l<zk, k.

| oo

g () — g2l <

Dans la seconde, nous substituons aux valeurs initiales dans les
fonctions évaluées respectivement:

«  Op

F=g(v,...,1,), o=
4

*
Yi =gy

et nous démontrons qu’il existe un nombre positif d<ca tel que, pour
(4) o — a5, << 6

le jacobien J(V1yeens0) =D (T1,...,7n) /D (v1,...,9,) pour les fonctions
".( p) = ..._._aq)
Gilw,v)=y; ByViyennyUny@(V1y-enyVy),
ov;

soit différent de zéro dans le cercle 4, et d a tr )
mation (1) , €t que, dans ce cercle, la transfor-

¥i=7i(@,v) (t=1,2,...,n)

peut étre inversée univoquement.
Dans la troisidme, nous démontro ]
ns que Pengemble (B) de (8)
iast c(?ntenu da"ns le champ de la transformation inverse T, ce qui achéve
2 ’demo?.stramon de Dexistence de l'intégrale de Péquation (1). L’uni-
cité de l'intégrale de cette équation résulte de sa forme analytique et du

fait que ce.tte intégrale doit admettre dans ’ensemble (C) les valeurs
de la fonction analytique @WY1yeneyYn)
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I. On trouve Dintégrale de ’équation (1) comme pour les fonctions
de variables réelles en résolvant le systdme de caractéristiques qui, pour
les fonctions F(&,¥;,«-+)YnsZsq1y-+-10,) Prennent la forme suivante:

ay; of ad w Of dg;  of | of
9 = —=f— Y ¢ = 4+ g,
®) da dg;’ dw f ~ Bq,-q” dz 6y,-+ oo b
ou bien, en introduisant les notations

af af af
Y= = i=
i 0:‘/1 y z a2 H Q'n. aq‘ ?
la suivante:
dy; dz & dg;

10 = —=f— ; —=Y,;+Zq;.
(10) pa @ g =1 ]_,;Q:‘b: o= LT

Supposons que le point £==2y, Ys="9;, =2, Gi= g; de Vespace com-
plexe & 2n-+2 dimensions vérifie Pinégalité

* k * * k
(11) lyi—yil<s, l—al< g — @<+
2 2

57
Désignons Vintégrale passant par ce point par Cc":
* * * * *
Yi=Ys(2, Y55 1YnsZ 2012 Gn)
* ¥ * * *
(2 =z(m,y1,...,ymz 3417"'?21»)7
Qi=Qi(myyl*r'-ay:”z‘)q;9'--1![:)-

On tdchera de choisir «>>0 de maniére que pour |z—ux,)<a Dintégrale ana-
lytique C* de Dégquation (10) existe et vérifie Uinégalité

(12)

k,

ENI

* 3 ')
W@, gy s @)= B —hy 2@ ) — 20 <
4

(13) ., 3

PACH/T MRy SRS
(T1 résulte alors des inégalités antérieures et de Phypothése (6) que
* * * * 3
1g:(, 95 s @I <IG(@ 4T -5 G0) — Gl | < - M <k M)

Dans ce but on s’appuiers sur la propriété B énoncée dans le corollaire
du théoréme démontré dans un travail de M. T. Wazewski?!) que voiei:

1) T. Wazewski, Sur Uappréciation des intégrales des systémes & équations
différentielles ordinaires et de leur domaine dewistence dans le cas des variables com-
plewes, Annales de la Société Polonaise de Mathématique 16 (1937), p. 97-106. -
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Supposons que les fonetions f,(x,y,,...,y,) soient analytiques dans

le domaine
(14) £ —m|<a, ly;— il <b; (i=1,2,...,n)

et considerons le systéme d’équations différentielles

. dy; .
(15) = Sh@gem) (=120,
Respectons ’hypothése H relative aux fonctions auxiliaires o;(¢,u,,...,u,).
Hyporaise H. Supposons que les fonctions o,(t,uy,...,u,)

(i=1,2,...,n) sotent continues e non négatives dans Pensemble des points
réels (t,%;,...,u,) pour lesquels on a

0<t<s, =0 (j=1,2,...,n).

Supposons ensuite que la fonction o; (i==1,2,...,n) est croissante (au sens
large) dans Vintervalle fermé [0,00] séparément par rapport & chacune des
vartables (Wyy... Ui 1, 1y..0 ). En supposant que k>0 (i=1,2,...,n)
on désignera par

= wy(t, k..., k,), vy U=y (K k)

Vintégrale supérieure du systéme

du;

thai(tﬂl’l:-“iun)

(i=1,2,...,n)

issue du point t=0,t=k,..., U4, =k,.
existe dans Vintervalle 0<<t<s.

Supposons que, les fonctions f, vérifient, dans le domaine (14), les
inégalités

(16) gfv‘(wsylz'-wyn)[gﬂ'
Considérons une intégrale quelconque
(17) y1=¢1(m)a ey Y=

du systéme (15) et supposons (en désignant par ,,..
respectives) les inégalités

(18) lpi ()

On suppose que cette intégrale

(le—ol g1 — 911,y [0 — B2)-

P ()

-3k, les constantes

— yil<k;< b;.

Propriété B. Désignons par ¢ (i=1,2
positive de I’équation

(19) w;(t,ky, ...,

...yn) la plus petite racine

kn) = bi

icm
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et, au cas oll une telle racine n’existe pas, posons i{;=oc. Si les hypothé-
ses du théoréme sont satisfaites, l'intégrale (17) existe, est analytique
dans le cercle |r—x)|< min(a,s,?,,...,t,) et vérifie Pinégalité

!%‘(x)_y?lg\wi(lw_wulyku---ykn)-

Passons au caleul de la constante a. Dans le domaine de son existence,
Dintégrale (12) vérifie le systéme (10). En y introduisant la différence
¢;— ¢}, changeons ce systéme en

dy; a " ,
PP ) H-f—ngf£(qf—q;)+q?],
(20)
dq,{ — 1) [
o Yi+Z[(g;— qi)+g5]-

(Pest un systéme d’équations différentielles correspondant au systéme
(15), et anquel s’applique le théoréme mentionné plus haut.

En g’appuyant sur les hypothéses (5) et (6) on trouve que les valeurs
absolues des cotés droits du systéme satisfont aux inégalités

l —Qi]‘<M7

@) - 3 0ai=l— 3 ol @+ GI<HA+nd + 34— g,
j=1 i= j=1

|+ 2| =Y+ 2[(g;— ¢+ @1 <M (1+ M +g;— gi)-

Done, d’antant plus, les inégalités suivantes sont satisfaites:
n
!—Qi1<M<1+nM+gqu—¢éfl),
(22) lf— 5‘019J<M 1+ nJH— Iq, 4,

[T+ Zg <M1+ nM—{-Z; lg5— gil)-
=
Ainsi

n
(23) o, uyyee s Ugy ) =M (1 77M+Z'fl'j+n+l) (1=1,2,...,2n1)
j=1

et les conditions (18) ont la forme

k k . k
ACHETHES 5 [#(#) — 2l < EX Mz‘(mo)—qg|<§‘-

Le systéme des fonctions o;(t,%,...,%y,,,) remplit aussi I’hypothése H
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(croissance ou décroissance au sens large). De plus, pour que les inéga-
lités (14) soient vérifides, il suffit d’admettre

3 3
Iz—zo|<zk7 lg;— gil< Zk

3 .3
[B— m| < Zk’ lyi—yil< Zk’

Te systéme d’équations différentielles & variables réelles

n
(24) fldﬁzi—_-M(1+ nM +,-§1 Wiyt (t=1,2,...,2n+1)
a une, et une seule, intégrale u,; (i=1,2,...,2n+1) qui
1° pour t=0 admet les valeurs u,=Fk/2,
20 Y= ty=...=Usy,1, C& qui Tésulte de 1° et du fait que tous
les cotés droits du systéme (24) sont égaux.
Aingi done, au leu de (24), il suffit de résoudre I’équation

du

(25) 7

=M+nM2+nMu.

On en déduit ’équation linéaire
w'— nMu— (M +nM*)=0

dont Vintégrale, d’ailleurs unique?), a la forme
12 k i t l
. u:exp(jnMdt){—+j (M+nM2)exp(—jnMdt)dt ,
0 2 3 D f
ce qui donne en définitive, aprés les transformations,

(26) Y= % + (% + M + ;) (exp nMt—1).

.Considérons la fonction u(t)=%k/24(1/n-+M+k/2)(expnMt—1) for-
tement croissante de —oo & +-co qui, pour = 0 admet la valeur % (0)=%/2.
Désignons par T la racine de I’dquation u(f)=23k/4 et choisissons
Ty=min(k/4,T). Alors, -dans notre cas, #,=7T, (1=1,2,...,2n+1) et

. Pintégrale (12) du systéme (20) existe, est analytique pour

. [3
[w_w0|<mm(z k7T0’8\)a

en outre s>>3k/4, car on déduit de la forme du systéme (25) et (26) que
Vintégrale «(f) existe méme pour —oco<i<-4oco. Néanmoins pour les

?) Voir E. Kamke, Differentialgleichungen reeler Funktionen, Leipzig 1930, p. 33-

icm
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évaluations ultérieures, tdchons de trouver un «>0 et en 'méme temps
a<min(3%/4,T,,s) pour lequel ait lien (13). Choisissons dans ce but la
fonction

k 1 k
p(t) = — + (7 + M+ 7) (expn(M+1)t—1).

(27)

11 résulte immédiatement de (26) et (27) que @(i)>u(t) pour i>0, donc
la racine de ’équation g(t)=3k/4 (désignons-la par a) est moindre que
la racine T.

Résolvons V’équation ¢(e)=3kf4. On a

1
3 k + ('n + M+ Z;—) (expa(M +1)a—1),

expn(M +1)a=1+ 717“_ U

4(»A+M+—)

n 2

P onfig k-
0=—— —

n(M-+1) 4(_1_+M+la__)

n 2

1 k k k

SRrFL) I <%

n

Il en résulte que a<min(k/4,T), donec a<min(3k/4,T,,s).
On tire les conclusions suivantes des résultats obtenus par P’appli-
cation du théoréme de la page 40:
19 La racine a dans (28) satisfait aux conditions (13), ce qué impli-
que que [m—az|<a,
3

3
[y: () — yI< g (1o — o)< L l2(@) =&l <p(lz—al) < - &y

3
!Q«f'(m)_qglg‘l’(li”_mui) <'4— k.

20 Les fonctions (12) sont analytiques dans le cercle e —ao| L. Boi-
demment elles le sont aussi par rapport & toutes les valeurs initiales Y12, 4}
dans Densemble

% k . %
|Z*—~:ZUE\- ? IQ1_qg|<'§

PN 2

ly; =yl <
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Remarquons que d<<a, ce qui résulte de l'inégalité In(1+z)>x—a2/2
pour x>0, aprés de simples caleuls.

Nous terminerons la premiére partie en démontrant que dans Pen-
semble (C)

(29 =y < <
29) YmUIS Gy T
ont lieu les imégalités
(30)
) k k 0 k
=yl <4, leWusm—al <oy ey on) = a4l < -

Démonstration. La premiére des inégalités (30) résulte directe-
ment de (29). On a ensuite

(31)

Notons

1@ (Y150 -y Yn) =20l g[‘P(f’/lr--:f‘/n)_‘P(yg:“-7.'U%)|‘H‘P(f’/?)---7?/;,7,)_30‘~

q'(?/ly--v.’/n)g@(y)’ (P(y(l‘y"-y:‘/'(rjb)gm(yo)-

Supposons que ¥ et Y? appartiennent (0). Le segment S (t)= Y -4( ¥ — ¥°)
(t réel, 0<t<<1) appartient également & (C). On a

s:(0)=y1+ (- ),

Sn(t)=.l/ft+t(yn“’y3b)'

Alors  O[8()]=¢(8,(2),...,8,(1)), P[SM)]=S(Y), O[8(0)]=H(¥?)
Done
P th) =90k ) = B[S0 — 0 (3.0)) — | 2250
] Ta
1 n

t a(P(S (t)i“')S)L(t) !

~5ﬂ [ 7;: = 5?/:——) (.l/;;—y%)J dt,
d’ou
(32) lqj(?/u“'ayn)_(P(l/l;--':Z/n”

b B (8 @), ..., 8,
<‘Z jf( 1(8)5. .25 n()) k Jl<—k-,
2 dn(M+1) 4

11 résulte directement de (31) et (32) que la deuxiéme inégalité de (30)
est satisfaite.

YRl db <n

0 k=1

icm°

Domaine d'existence; cas ds variables complewes 45

On démontre de la méme maniére la troisiéme inégalité de (30).

II. Désignons par (R,) ’ensemble des points complexes &,v;,...,%,
qui satisfont aux conditions

(33) 2=z, |-y < (i==1,2,...,u),

in(M+1)

et par (+.) Pensemble V=(v,...,v,) vérifiant les conditions

) — Y| K e

Dans les fonetions (12) substituons

Svn)

* 09" (/D] LA
&= av;

i

34) yi=ny, = (T, ), (i=1,2,...,n).

Désignons les fonctions ainsi obtenues par

(35) a,v),  qi(wm,0).
Désignons ensuite par L(V) la courbe définie par les relations

(36)

Filze,v),

o — | <0, Yi=Y:(@,v) (i=1,2,...,m).

A chaque valeur V de (r,) correspond une telle courbe. Chacune de ces
courbes satisfait & la condition que pour x=wx, la valeur correspondante ¥
vérifie ’inégalité b

in(M+1)’

car, pour x==ie,, on a y;=1v;. Toutes les courbes L(V) ainsi obtenues for-
ment un ensemble évidemment borné, fermé et connexe que I’on désignera
par E(R.). On obtient cet ensemble en substituant & V dans (36) tous
les vyy...,7, de (r,) et & z toutes les valeurs du cercle [z—z|<d.
Désignons par E(R,,{) toute section de cet ensemble obfenue en
posant x=_ (constant). Si 'on ne considére que les points complexes
(%y5---3Yn) Obtenus de cette manidre, sans tenir compte de J, on désig-
nera cet ensemble correspondant & @=_ par e(r,,£). Désignons (comme
plus haut) par §(S) la section de ensemble (B) pour #=_, et par s({)
la méme section mais en négligeant o, c’est-a-dire la section composée
des points x=(,¥;,...,¥,) de lensemble (B). Désignons par T,.(V) la
transformation dépendant d'un paramétre complexe 2 suivante:

ly:—yil <

Y=y (2,01,..,0,),
6y e

Y= YDy Tay ooy V)
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T résulte des considérations antérieures, p. 40, que les fonetions (35)
sont analytiques dans l’ensemble (P)

(38) lo—a| <8, loi—uil <

dn(M41)’
satisfont aux inégalités

3

3 3
[F— 93l < “k |5‘—zo|<"z k, I?i"‘qg|<'z k, Gl <®+M

et vérifient le systéme d’équations (10) dans le cercle (D)

[ — 2| 8.

La résolution de la premiére partie de notre probléeme (démonstra-
tion de existence) se réduit & présent & la résolution par rapport & vy,...,v,
du systéme d’équations y;=7;(x,v). Les solutions obtenues, substituées
enguite & v,,...,v, dans Z(w, V) donneront l'intégrale cherchée. Dans ce-
but il faut démontrer que

1. pour tout x complexe de (D) le jacobien

D (?/17 ;'!/n)

39 J(@,v,,...
9 @ Doryerny)

1 V) =

est rlifférem de zéro dans (P),

. dans Densemble (r,) la transformation inverse pour T.(V) emiste,
umgue et analytique.

On prouvera les propriétés 1 et 2 apréds avoir démontré que dans
Pensemble (P) ont lien les inégalités

0G;(,01,..,0,) 0T (%oy 015 40,) 1 L.
(40) f“—a—q;,‘*’_"’l 0,0;,7. R <= (hi=1,2,..,m)
Démonstration. Notong
i(w,v) 07 (x,0)
(o) = —
(%) o, ,
. 0Z(z,v 0z (w,,v)
(1) ;(w)=-—651’—)—%, (4 fixé, i=1,2,....)
g () = 391 (2, ’U) a‘_h'(moa”)’
Cav, ov,
(42) "= 07 (24,v) o 35 (%,0) x_ 0g; (%,7)
v, v, ' ¢ dv, ’
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alors
(43) 75 (880) = (%) = £ (255) = 0,
et, vu que

_ - Op(Vyye.y®y)

Z(BysV1ye s V) =@ (015.00,0n), Qi(mm”n-'-y”n)="“—'i§—‘,l“:

! ;

on a
(44) mi=0 (i) et m=1, |CI<M, |%|<M.

Pour des évaluations ultérieures rappelons que

3
lq'i(w),ul""!”ﬂ)l QZ k+M<k+My

ce qui a lieu en vertu de (13). Dans la suite substituons les fonetions

(48) 7i(#,v15...,04), Z(@y01y. -y Tn), Zi(®5015250,) (i=1,2,...,n)

% y;,2,q; dans les équations caractéristiques (10) et différencions par
rapport & o, les identités ainsi obtenmes qui sont vraies pour |z—ux,|<a
(page 43). On peut faire ceci sous I’hypothése que [x—azg|<<a parce
qu'alors les fonctions (45) sont analytiques d’aprés la démonstration
du théoréme & la page 39.

On obtient alors le systéme d’équations différentielles

d"h 6Q1 * - 0 i * aQi ) ¥
- ”’2 x]"}“”j)'—g; ayj (77]+ﬂ]) 62 (‘a ] )}

1 ®_ Sn‘,c-\-u (T Q‘-‘-)

dm \im1 0%

n . n B aQ
Z(ﬂj+ﬂi)(—yf+£4i‘a‘é‘) -

n a ;
(46) . (£+ N Q)
dx; 8Y, 0% .
i % o) +Z (ot
A Z(M" (3% dgs )+ Catwa)+
» W (0T, o [0X, | _0Z
+§j(m+n,~( +% )+(z+ )( +qtaz)
j=1

Désignons les c6tés droits de ces équations respectivement par

Zi(”j;’?ﬂ:); /‘(7‘7’7771‘:)5 Qi("jy"?ﬂ'i':) (4,=1,2,...,m) .
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On obtient des équations (46), (42)-(45) et de I'’hypothése & la page 40
les inégalités suivantes:

(45 (157755 €] <M,>J1 Pl o2 - 3] ]+ M M| 2|+ M2,
j= J=1

e (o3, ) << 3 1oy |+ 0 M) M (4 M)+
j=1

+ (3 Il ) [ M+ (k+ M) ]+

i=1

47 {121+ MY DI+ (o My T,
bl < (?_:1 14 1 ) LI+ O M) M)+ 0 |+ M2
+ (é 7|+ 1) [ M +(k+ M) M T+
(15 M) L (oot M)
par suite

7 )
ey NS D) (gl 4 M N Il M| S+ (M2 M2 2T,
i=1 =1

1y 75, DI (20 3 ol 404 (bt 2000 S o+
i= =1
HIM 4 (et M) n ) 2+ (23 (- 3) + M+ o+ M) m M+ M3

+ 02+ M),

lec (e, 2y5 ) S[2M + (ke +M)M] 3 || +[ M +(k+ M) M ] Zn 73] 4
7 =1

+ LM+ b+ M) M|E |+ (0 I [ M+ o+ M) M)+ M2 M +
+ (o M) M+ M [ M +(k+ M) MT).

. Si dans les c6tés droits de ces trois inégalités on remplace les coeffi-
cients de [sx],|n,,|C| par n M (2 +k& -+ M) et tous les termes libres par

M2+k 5
Zoné ;}Zﬁj{;M)(z"'*‘l) [1+(n+1)M], ces cbtés augmentent. On peut

142025, )]
(48) I (%jy"?j):)l <%M(2—|—7G+JV[)(£W;¢7[_|_ Zﬂllﬂyl‘i‘ul)‘{‘
lo: (%3, m3,0)] e

0 (2+To-+ M)(2n+1) [1+(n-+1) M].

icm°
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THEOREME AUXILIAIRE. Désignons les coefficients dans (48) par
A =nM2+k+M),B=nM(2+k+M)(2n+1)[14(n+1) U], et considé-
rons le systéme & équations différentiellles & variables réelles

" du a1
(49) =  — A, El u,+B, 4,>0, B>0.
=

Comme on le voit les cotés droits de ces équations sont, pour v=1,2,...,2n+1,
égaum identiquement, done aussi toutes les dérivées des fonctions u sont
égales

du,

a

Aty

dt

_ £u2n+l

T

(89)

Si Pon suppose en outre que les valeurs inttiales de ces fonetions pour t=10
sont égales, par ewemple :

(51) %;(0) =y (0)=...=WUgn ;1 (0)=0,

il suit de (B0) et (Bl) que Uy =1Uy=...= Ugpy;-

Ainsi », sont identiquement égales dans tout Pintervalle de la va-
riable ¢. Il suffit donc de résoudre, & la place du systéme (49), une
équation, & savoir

dau

— =A4;2n+1)u+B.

(52) p7

Notons 4=24,(2n+1). I’équation (52) prendra la forme

du

(53) = =Au+B.

I’intégrale de cette équation, d’ailleurs unique, qui pour t==0 admet la
valeur #=0, a la forme

u:exp(oftAdt) (O—i—_oftB exp(—jA(lt)dt)

t B .
= exp(4t) B [ exp(—A4t)dt = E—(eprt-—l).
0

Passons & présent & l'appréciation de la portée de l'inégalité (40},
done indirectement 3 I’évaluation de la fonetion (41). On s’appuyera
sur le théoréme de la page 43 et sur le théoréme auxiliaire ci-dessus.
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11 résulte du théoréme de la page 43, des relations (41)-(44), des
équations (46), des inégalités (48) et du théoréme auxiliaire ci-dessus
que la fonction cherchée, majorisant les fonctions (41) a la forme

B B
uzz(eprt—l) Z>0’A>0, ,

qu’elle est fortement croissante pour 0<{t<<co et que, pour = O', elle admet
la valeur #=0. Il existe donc une, et une seule, racine vérifiant 1’équa-
tion

1 B
w A

B 1 B
= lexpdi—1)=—, = =
A(exp ) — Aeprt

de la forme

1 A
0 =Ilu(1 —]———W—E)

Done, pour tout d<g, les inégalités (40) ont lieu powr |z— @y|<6.
Evidemment ¢ de la page 38 satisfait également & 1'inégalité d<p, ce
qui résulte de linégalité In(1+4-2)>z—x%/2 (pour >0).

Supposons que pour l’ensemble (P) ont lieu les indgalités (40)

iagi(miv) . 0?,;(%,7
a’Ui (9'17,—

) 1 .
<vn— (2,=1,2,...,n).

Alors ont lieu aussi les identités suivantes:

a??i(woa V) =34,
0, Bk
ot d;=0 pour i#j et d4z=1. Posons
ey, V)= 6?7'5;5’7: V) _ 07 (o, V) .
V; 6'0,
On aura dans (P)
(V) 1
(54) T =08y+ey(2, V), &g (2, V)| < —.
% n

Le théordme 1 de la page 46 est démontré dans le travail de
M. T. Wazewski?).

) T. Wazewski, Sur Pappréciation du domaine dewistence des intégrales de

Véquation aux dérivées partielles du premier ordre, Annales de la Société Polonaise
de Mathématique 14 (1936), p. 149-177.
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Passons & la démonstration du théoréme 2. Introduisons tout d’abord
certaines notations et relations auxiliaires. Désignons par V'=(v1,..-,%),
V'=(»},...,v,) deux points complexes situés dans (r,). Relions les par
la droite

w=V'+¢(V'—V")

qui évidemment est contenue dans (7).
Eerivons

(t — paramétre réel)

w, =]+ (v}’ _7)1)—E1(t)1

Notons
C; (m,t): yj(m7 Cl(t) ERRES) é'n(t))y

c,-(m,()):yi(w, V’)f
(@, 1)=5;(=, V")

Alors pour z constant on a les relations

! de;(x,t
(0, V) — By (e, V)=, 0)— (o, )= — [ 220 a,
ol e ’
30 (z,1) s Eult )’-“_;Cn(t)) ,
o g oo A0
. ay z 4_1 t) . >n t)) 1

On démontrera le théoréme 2 par Pimpossible. Supposons, pour
parvenir & une contradiction, que pour deux paraméfres différents V' £V
appartenant i (r,) on ait 7;(z, V')—g(z, V'')=0. Alors

(@, 81 (8)y--28al)
0= yj(a; Vv’ )—7/7 z, V” fy .l/a Ty &i( )’k 14 ()) (v,
¢

vy, )dt.

11 en résulte a&nsi que de (54)

f (5jk+8,-k(m,‘v))(”§:~v§c')dt (1=1,2,...,m),

0 k=1

1n r H r 1’
0={ Y eulw,v) Yo — vy )i+ [ (v—;)dt,

0 k=1 0

Oz('z""‘77;',)+fZﬁjk(wyv)(”;c—”;c')dt:

1n
v}'—";‘:oszaﬂ‘ (z,9) (v, — vz ) 4t

-
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d’ott
1w 7 11

Joj— ;| =|fk28jk(wﬁ)(”k—”/c )at]
0 k=1
1 n __1
<[ D) el lok— i g < > CETAR

0 k=1

done

Jv;—v; |<—-Z]w,, vy | (1=1,2,...,m).
En additionnant cété par c6té les inégalités ci-dessus & partir de
i=1 jusqu’a j=n= on a la contradiction suivante:

n n "
7 r ’
E['vi_'”y' | < Z | — vk |,
=1 k=1

ce qui termine la démonstration du théoréme 2.
Dans le domaine des variables complexes P la transformation

(55) 2=2,  Y;=F;®,0) (j=1,2,...,n)

change (P) en un domaine E(R,). Cette transformation admet une, et
une seule, transformation inverse

(56) =, U=0;(CsY15.--1Yn) (i=1,2,...,m)

ce qui résulte du théordme auxiliaire 2. La transformation inverse est
une suite de fonctions analytiques pour toutes les variables complexes
de Pensemble E(R,).

En substituant (56) & z(#,v,...,v,) on obtient la fonetion
Y(2,91)-.-,Y,) définie pour tous les points de E(R,). La fonction
¥ (@,Y1,.--,Yn) est analytique dans E(R,) et représente Tintégrale de
l'équation (1) qui, pour w=um,, se réduit 4 la fonction

F (@03 Y1s s Y =@ Y150y Yn)-

II. Pour la démonstration définitive de notre théoréme, il faut
encore prouver que I'ensemble (B) est entidrement contenu dans E(R,).

THEOREME AUXILIATRE. Supposons que le point V est

10 contenu dans Vensemble v, — y?| <k,

2 qwil west pas situé o Vintérieur de Vemsemble (r,). Désignons par
4 Te plus grand cercle fermé de cenire x,, dans lequel les fonctions y;(%, V)

sont définies pour x (pa- ememple pour |@—uxy|<La). Sous ces hypothéses
le point

(57) yi(wj'u)a-'-:g_/n(w;/”)
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n'appartient pas & la section s(x) si le point x est différent de x, et contenu
dans A.

Démonstration. D’aprés les hypothéses, une au moins des iné-
galités |v;— yi|<<k/{4n(B+1)) n’est pas satisfaite. Supposons pour la
démonstration que ceci n’a pas lieu pour un « constant choisi parmi
les nombres 1,2,...,n. Done

. .
— Yl =
(58) =98>
‘Admettons pour parvenir & une contradietion que, pour un certain £ (== x,)
de 'entourage 4, le point (57) appartient & s({), c’est-a-dire gu’ont lieu
les inégalités
k .
f?i(Z,V)—y?!<m*M!§"%l (i=1,2,...,m).

Done en particulier pour

. k
5 i7. — S — M |L—m].
(59) T8, V) —val < TSR [E— ]
Mais la fonction z,(z,V) satisfait a l’équation
a7, (x, ¥) va(fﬂ V)
T dr =—,, done T dr =|Q.l-
Posons M,=max]|Q,| sur 4. Il résulte de (5) que
(60) Q< M <M

sur 4. Fixons le point ¥ et relions sur le plan de la variable complexe =
les points { et x, par la droite X ()=, ({—x,)¢. Alors le segment de
cette droite déterminé par 0<(i<(1-est situé dans 4 et

b 07X (3),7) } 07X (1), V)
J ‘ at di= J Ox

0 [

({—wp)dt

(61)  Fol&, V) —Fal0, V)=

On obtient donc de (60) et (61)
1783 V)= Folawe, VI ML L — 0],
c’est-a-dire
(62) 17208, V)=V ISM L —ml.
I résulte de (B7) et (62) une contradiction avec 'inégalité (58)
[Ya— vl <IYg—Fa(C, V17l V) — 24
k
Co—7 Y ET TS
dn(M+1) dn(M+1)

ce qui achdve la démonstration du théoréme auxiliaire.

— (M —M)[l—m| <
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Revenant au théoréme essentiel de la troisidme partie, il faut dé-
montrer que l’engemble (B) est contenu entiérement dans l’ensemble
E(R,). Dans ce but, on démontrera que la bor_ne supérieure des nombres o
de Iintervalle 0<o<<é tels que Densemble (S (o))

k
P — M|z—2

[ — @ <e,
soit contenu dans E(R,) est égale & 4.

En effet, ensemble des valeurs numériques des rayons g, pour
lesquels S(g’) est entidrement contenu dans E(R,), a une borne supé-
rieure dans Pensemble 0<{p<(8, car il n’est pas vide puisqu’il contient
le nombre p=0. Supposons que g, remplisse ces conditions et que 00< 6.
Alors B

1° pour tous les nombres £ tels que |5—au,|<<g,

8(E)CE(ER,),

2° pour tous les { situés sur la circonférence du cercle de rayon
oy et de centre @,, c’est-a-dire pour les  tels que | — | = 04, les 8(2)
correspondant & ces valeurs sont contenus dans H(R,), car ce dernier
est un ensemble fermé, et S(5)CE(R,) pour tous les { arbitrairement
proches de la circonférence |£—xg|=g,.

Congidérons & présent la circonférence |—,|=g;. Choisissons sur
elle le point complexe {={". Alors §(')CE(R,), done il existe un of,
appartenant 3 l'ensemble (r,), tel que la bande L(v") passe par le point
(&9 ..,%%). Mais, du fait que la bande L(2°) est continue par rapport
& ¢ eb que ' est un point intérieur de 'entourage |{— | <6, on a directe-
ment qu’il existe un >0 tel que, pour tous les { qui satisfont & la con-
dition

I—ll<e

S(%)-B(R,) n'est pas un ensemble vide.

On démontrera que pour les & qui vérifient la condition |{—¢'|<e,
S()CE(R,). Supposons, pour parvenir & une contradiction, que
8(¢)— E(R,) ne soit pas vide. Il existe alors au moins un point ¥® qui
appartienne au produit S({)-E(R,), et dans chaque entourage duquel
il existe des points appartenant & §(S)—E(R,). Puisque Y™ appartient
4 B(R,), 1l existe un point ¥® dans I’ensemble (r,) tel que YO =Y (¢, Vd).
Mais ¥® appartient aussi & S(¢), done V) est un point intérieur de
Uensemble (r,) et comme tel il passe, par la transformation ci-dessus,
également en un point intérieur de ensemble E(R,), ce qui est en contra-
diction avec le fait que Y™ est un point au bord de E(R,).
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Ainsi done, pour £’ arbitrairement choisi sur la circonférence | — @, =g,
on a trouvé un entourage fermé de rayon £>0, tel que pour chaque {
appartenant & cet entourage, le S(f) qui correspond & ce [ est contenu
dans E(R,). La circonférence |{—ay|=g, est un ensemble borné et fermé.
On peut entourer chaque point, d’une telle circonférence, d’un cercle
ouvert d’un certain rayon >0, remplissant les conditions antérieures.
Entourons ces points de cercles de rayon ¢,/3, concentriques aux pré-
cédents. I1 résulte du théoréme de Heine-Borel sur le recouvrement d’un
tel ensemble par un nombre arbitraire d’ensembles ouverts, qu’il suffit
d’un nombre fini de cercles de rayons ¢,/3 pour recouvrir la circonférence.
Done, d’autant plus, cette circonférence sera recouverte par un nombre fini
de eercle de rayon e, /3. Ces derniers avec lenrs circonférences formeront
un ensemble fermé qui, ajouté & [{—x,]|<Cp, donnera un ensemble fermé
4 lintérieur duquel se trouve par exemple le cercle de rayon g=g,+2/4,
ol ¢ désigne le plus petit des rayons &,. Mais il résulte des considérations
antérieures que pour tous les { appartenant & ce cercle, c’est-a-dire sa-
tisfaisant & Dinégalité

t—sl<eit o °
les S(Z), qui leur correspondent, sont contenus dans F(R,). On est ainsi
parvenu 4 une contradiction, car g, est le plus grand rayon dont les pro-
priétés sont telles que S()CE(R,).

De cette maniére la troisiéme partie de la démonstration, qui consi-
stait & prouver Dexistence d’une intégrale réguliére dans I’ensemble (B),
vérifiant dans ce dernier P'équation (1) et se réduisant pour z=wz, & la
fonction @(%,,..-,%,), est terminée.
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