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Hence we deduce the following corollaries:

a. All eurves lying on o plane are B-straight.

b. The generatrices are the only B-straight lines on developable sur-
faces (the cylinder, the come, the surface with am edge of regression).

From Theorem 2 (chapter 2) we know that the curve O lying on a sur-
face V, embedded in Ry is B-plane if and only if the vector B or T (for-
mula (69)) normal to the surface V, along this curve is parallel to a fi-
xed plane, and is parallel to no fixed line, that is if the vector T, (s:const)
is constantly orthogonal to a fixed vector D=0. It follows that the en-
velope of the planes tangent to the surface V, along B-plane curve (U is o cy-
linder circumseribed on Vs, since every two planes of this family intersect
along a line parallel to o fiwed vector D.

The above proposition implies the following corollaries:

¢. On a cylindrical surface every curve different from a gemeratriz
is B-plane.

d. There are no B-straight lines on & conical surface and on a surface
with an edge of regression, since the envelope of planes tangent along an ar-
bitrary curve, different from a gemeratriz, is identical with the surface it-
self. AIl curves lying on these surfaces (ewoept the generatrices) are B-skew.

From the above considerations, we see that the knowledge of the
rank of B-skewness of a curve lying on developable surfaces does not
enable us to decide whether the curve lies on a conical surface or on a sur-
face with an edge of regression.

The subject of this paper has been suggested to me by 8. Goigb.
I wish to express my sincere gratitude to him for his helpful advice and,
criticism during the preparation of this paper.
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Appréciation du domaine d’existence de l'intégrale
d’un systéme involutif d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre

par W. PAWELSKI (Gdansk)

Considérons le systéme @' équations

0z 0z )
(1) 'ﬁZ—FHa(tﬂ,mu%,z):O (a,f=1,2,...,m; i=1,2,...,n)
pour lequel a liew la condition de compatibilité
0H, 0H, 0H, 0H,
: i — Hyem — H
@ G Hea Tm, T T
> (0H, [0H, 0H, 0H, (0H, 0"
v ( 5 ﬂ)_ s (0H, W__,,)}EO.
! -:{l dg; \ 0x; % 0z dgq; \ 8o, +a oz

Supposons que les fonctions H, de variables réelles t,,1;,q;, # sotent de classe
2 dans Uensemble

(3) t,— ol <o, o — 2| <o, lz—2g|<e, 14— g3l <e.
Soit
(4) @(@yy e yity)

une fonction de classe O dans le cube |1;— 3| <o. Désignons par M le nombre
constant positif tel que

0H 0H, |
0 ~ a a | M
1 |H, <M, . < M, % }< s
0H 2 H, *H
e ] - 2 e M
‘5 dg; <M, O, 0; <M, 1| <"
*H, O H, 0% H t
““‘_’_a‘ a M a;
) ET T IR o Dk I *F Y A
#H,

H
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‘ﬁw o
M dans le cube (3);
2l il ©;
32 jgl<M.

Supposons encore les deuw inégalités

®) lo@)—zl<—,  |og@)—

4
: <y

Sous toutes ces hypothéses le systéme (1) n'a quw'une, et une seule, inté-
grale 2(t,,2;) de classe C* dans Pensemble R

’ ¥ St
dn(M+1) e
c? _ ¢
[(n+1)(M +o+DF * @7 an(M +1) Um’

[t—tf <o, Jar; — @) <

. 1
ol Qo’:mm{‘s:%;ex}; b=

qui se réduit & la fonetion o(®y,...,2,) dans Pensemble

[

"'{ta'—‘tg; | —a] <m} .

La démonstration du théoréme ci-dessus se compose de trois
parties.

Dans la premiére est démontré un théordme auxiliaire qui est d’une
valeur essentielle pour la démonstration du théoréme en question.

Dans la seconde se trouve exposée la méthode classique de résolu-
tion de 1'équation (10).

Dans la troisidme le théoréme énoncé au début est établi.

I La recherche de lintégrale du systéme (1) se réduit & Paide de
la transformation de Mayer & 1'étude dune équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre.

Considérons la transformation

(0] Tlt,=t+1,,).
En admettant
(8) 0<ISL ot Ju<e,

il suit de (7) et (8) que [t,—1%|<e.
A Paide de la transformation 7T le systéme (1) deviendra le suivant:

9 + SHu i
a=1 ou

+tH,=0.

@

cm

Domaine demistence de Vintdgrale d'un systéme tnvolutif 31

Occupons-nous pour le moment de la premiére équation du systéme (9)

dz
(10) ZH (to+t/'5a:mu Fy ,z) Ko=0,

a=1

ol u, sont considérés comme étant des paramétres. Introduisons la no-
tation suivante pour le second terme de P’équation (10)

0z m
(11) F(thua,w’i’ ’Z) g 2 Huﬂa‘

aw’i a=1

En se référant aux hypothéses citées au commencement de ce travail,

on trouve les hypotheéses relatives & I’équation (10).
La fonction F est de classe C2 dans Pensemble

(12) 0L, m—agl<e,  e—zl<o, lg—glI<e,

lual 6.
Soit w(w,...,2,) une fonction de classe 02 dans le cube
(13) o af| <e.

Désignons par ¢ le nombre positif tel que
1
(14) e<_s  eso

et supposons que |u./<g. En tenant alors compte de (14) et de (5) on
obtient les hypothéses

|0F| [0F| |8F| | 0*F |
1 . || — [ —.
(15) toutes les fonctions: [#], o, i, e €, ‘ g 1,
| 9 i 2 | 2 m
la_z__ or { o F | O°F ! Mﬁ r sont <M
| 8 dg,0q; ' | 020q;’ i 0w, 0q; " | Bw; 02| s .gl el
0w : ’w
— Al i M

(16) ’ ou | <M | owym, | <

dans le cube (4).
Evidemment M Z el < Mmo <M.
Supposons en outre que

an g3l <M,

0 ¢ 0 o_°
i) — %l < 2 (%) — Q| < —
(18) foo () — 2| < 1 o, (@7) 2|<4
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Nous affirmons que 'équation (10) n’a qu’une, et une seule, intégrale
2 (b3 1i,) de classe Ct dans Uensemble R’

¢ m
0<i<l, !mi_mglgm-}——l)—(Ma;: I#a!)t; Jttal <0
qui se réduit & lo fonction w(®,...,x,) dans Pensemble

¢
{t=0, |o;— 3] < m} .

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle d*un thé-
oréme semblable énoneé par M.T. Wazewskil). Les petites différences
qui existent entre ces deux théorémes se présentent avant tout dans les
hypothéses, et elles sont dues & P'introduction chez nous des paramétres
#,- Nous ne donnons pas ici la démonstration de notre théordme qui ne
serait qu'une répétition de celle de M.T.Wazewski. Il faut indiguer néan-
mois qu'en deux entroits o devra &tre considéré temporairement comme
variable.

1° A la page 156 du travail de M. T. Wazewski?) la fonction & prendra
la forme

Dy(0,t) = Eo‘ +n (1 + M+ %) (e(M-n‘-l)‘m@f_l)'

La fonction @,(e,t) pour g<<a de (26) et pour 0<t<{1 vérifiera une iné-
galité analogue & linégalité (25).

2° 11 en sera de méme avec la fonetion ¢ dans 'appréciation du ja-
cobien & la page 164 du travail de M. T. Wazewski. Il sera chez nous

Pole ) =b(e"*—1),
ol

ad=Mm[2n(1+M+e)+1], b=1-t(n+1) M.

Les mémes propriétés que ¢(f) aura la fonetion p,(e,t) pour 0<t<<1 et
o<y, olL y est obtenu de (42) (page 164 du travail cité de M. T. Wazewski).
Par contre, la démonstration de l'unicité dans notre théoréme résulte
directement du théoréme de Haar (mentionné dans la démonstration
de l'unicité pour le systéme de Jacobi) et du fait que

/]
<.
@S T (M+1) Um

1) T. Wazewski, Sur Vappréciation du domaine demistence des intégrales de
Uéquation auw dérivées partielles du premier ordre, Annales de la Société Polonaise
de Mathématique 14 (1935), p. 149-177.
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II. Considérons le systdme d’équations différentielles ordinaires

dw, & 9H, dg;  4(0H,
it & ag " Tw T =\ o,

0H,)
+ g )F‘a’

az |

d m m oH
B —H e
dt ﬂg;( m+i=21 QJ aqj )ﬂa?

ot les fonctions H, sont traitées comme étant composées avee la substi-
tution de Mayer, et le systéme de ses intégrales

(19)

(20) EAUNTAR 9 (5 8450:), 2(by oy ;)
passant par le point
. 0w (Vyy...,0,) . :
=0, ai=v, g= o e,

i

et définies dans P’ensemble

¢
2 Jp— S, !
(-‘l) Ogtgly T’Ul mzl< 4)’1/(_3’[*{—1) ’ ‘/ua1<90‘

La méthode classique de recherche de lintégrale 2(t, u,,;) pour
Péquation (10) consiste 3 résoudre, par rapport & Vyy..vy Uy, le systéme
Q’équations @;=w;(t,p,,v;) et & substituer ensuite les valenrs v,,...,,

aingi obtenues 4 la fonction z(f,u,,v;).

II. Passons & présent i la résolution du probléme posé au début.
Nous allons démontrer que le systéme d’intégrales (20) satisfaisant aux
équations (19) vérifie aussi les équations

dz; — 0H, dg; t(aH"+ GH“)
du, aq, dy, \ Ow; L)
(22)
1z — OH
= =i(“Ha+ v%'—u‘):
du, A7 g

ol H, sont également composées avec la substitution de Mayer.

Nous allons démontrer que les termes du ¢6té gauche et ceux du coté
droit de I’équation (22) vérifient séparément un certain systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires linéaires; cela constituera une preuve de
Pidentité des termes de chague cOté de (22) lorsque ces termes sont des
intégrales ayant le méme point initial.

Annales Polonici Matematicl IT 3


GUEST


icm

34 W. Pawelski

Les termes de chague coté de (22) satisfont au systéme d’équations
différentielles ordinaires

aw!  @H, & OH, . { v _0°H, } .
b= 2 t s’ P e W +
@) =g T ,92 0g;0t, ””+;‘:f = dq0m; "
”‘ 0’ H, } . v PHy ) os
W“—i—{ ot W
AP 04@047 ! ,g’: R
aw? 0H,  0H, N _[0°H,  H,\ |
@ = %m T }HZJ{_(M@ ta 6z6t) Haf

ﬂ=

'n.[ m 02Hﬂ ] .

22w T
LW ®#H,  0°H,

vl v } 2

T 2( 90,09, Iazaq)“ﬂw+

50 GH,  0H, |

2(“ 6m¢6z_qz P )"ﬁJW

aw “O9H, & 0H, &
2 —_—=—H L 8
@) —=—HA+ g 6q-+ﬁ§( +2 aqat)uﬁ

G 0H, & H
——Lt+ q‘~——ﬁ) }W2+
2( g ,; " 9g,00,) " "

v 0H, & 0°H s
H 252+ Yozt

A W}, W}, W* il faut substituer successivement da A,y Ag;jdu,, dzldu,
puis les termes du c6té droit de (22). On obtient la vérification du systéme
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d’équations (23)-(25) par les termes du e6té gauche de (22) en différen-
ciant le systéme (19) comme des identités par rapport & u,.

Les termes & droite dans (22) satisfont aux équations (23)-(25) si
Pon se référe au systéme (19) et & la condition (2) qu’il faut différencier
par rapport & x;,¢;,2. D’aprés la forme des équations (23)-(25) on voit
que les fonctions qui figurent dans les cdtés droits de celles-ci sont linéaires
par rapport & Wi, Wi, W°.

Les fonetions du; /d/ua, dg;fdu,, dzldu, sont égales & 0 pour i=0,
car alors z;(0)=v;, ¢;(0)=0w/0v;, 2{0)=w(v;,...,7,). De méme les
termes du c6té droit de ("2) sont nuls pour {=0. Il en résulte que le sy-
stéme d’intégrales (20) satisfait aux équations (22).

Il a done été prouvé que chaque bande intégrale pour ’équation
(10) passant par le point

N do .

. «
t=10, =1, q; = I ¥ =wm

i

est une bande caractéristique pour Péquation

. oz 0z
(26) o +1tH, (t§+mﬂ,m;,—ﬁz,z)=o.

Dans la derniére équation les variables wu,,ay,...,7, sont indépendantes
(pour o fixe) et t,u,7#p, sont considérés comme des paramdtres. Ainsi
le c6té gauche de 1’équation (26) a une valeur constante le long de cette
bande et admet la valeur 0 pour t=0, car

0z Bm(vl, 17”)

T =0 (pour t=0) et
o,

tH,=0 (pour {=20).

Done cette bande est aussi une bande intégrale pour 1’équation (26),
ce qui permet d’affirmer que l'intégrale de ’équation (10) satisfait aussi
4 Péquation (26) dans son domaine d’existence. L’intégrale de ’équation
(10) a la forme 2(¢,2;,4,). Posons y t=1; il résulte alors de (26) et de T
que la fonetion z(1,z;,t,—1t.) satisfait & Péquation

0z 0z .
‘5?+Ha (tﬁymu %’;’ z):O

dans Pensemble R et se réduit & wo(zy,...,%,) dans ’ensemble ». Mais a
était choisi arbitrairement, done la fonction 2(1,#;,t,— ) est la solution
recherchée du systéme (1).

a*
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Supposons que 2, (,,&;) et 2, (t,,;) sont des solutions du systeme (1)
admettant pour £,=1) les valeurs w(z,...,4,). Les fonetions 2, et 2, sont
de classe €' dans ’ensemble R. A l’aide de la transformation 7 elles se
changent en fonctions 2 (fo-+iu,, ;) et 2 (to+ B, %) qui sont des solutions
de ’équation (10) dans ’ensemble R’ et y sont identiques. En posant =1
on obtient que les fonections 2 (82,;) et #(f,,%;) sont identiques dans
T’ensemble R. Ainsi I'unicité des solutions du systéme (1) dans I’ensemble R
est établie.

Appréciation du domaine d’existence de P'intégrale
d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, dans le cas de variables complexes

par W. PAwELSKT (Gdansk)

_ Considérons Uégquation

0z 0z oz
1 —=F|E Y- et TR EE B
(1) o 1‘( Yroeesrlins®s ,%)
w celle-ci, sous une forme abregée,
(2) pzf(a)vylr-"yﬂaza%v--7q‘n)~

Supposons que la fonetion F(Z,Yiy...sYp,2:q1,---28,) S0it analylique par
oapport & toutes ses wariables dans Densemble (A)

B)  le—axl<k,  y—ul<k,  jz—al<k, |g—dl<k
(¢=1,2,...,n)

et que @(¥1,...,Y,) S0it une fonetion analytique pour

(4) l—yi<k  (i=1,2,...,n)

Supposons ensuite que la valeur absolue de la fonction f(z,yy,...
s YnsZy 1y 0y) SOIL plus petite que M, de méme que les valeurs absolues
de ses premiéres et deumiémes (miztes) dérivées;

| Op | S . ’
3 i—;i?<M, ib‘qu;;<M (i,j=1,2,...,n),
| il (VYivy;
(6) lg5l<M,
I O 0 . k 0 ¢ 0 k
(7) I‘P(f‘/l)'-':yﬂ,)—zol< Iy k”y,(ylv'-:!/u)_%‘ < '_I

Sous toutes ces hypothéses Uéguation (1) n'a quw'une, et une seule,
intégrale 2(@,Yy,...,Y,) analytiqgue dans Vensemble (B}

k .
e — i — << —eoeoe——— — M i — x,}
(8) 1% ‘1‘0|<67 lyz %1\ 4"1/(M—|—1) 1'1. Lgi
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