Probléme aux limites d’Hilbert généralisé

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

Soit dans le plan de la variable complexe un ensemble de p lignes
fermées de Jordan I;,L,,...,L, sans points communs et entourant les
domaines disjoints 87,87 ,...,8; . Soit en outre une ligne fermée de Jordan
L, entourant toutes les lignes précédentes. Désignons par S, le domaine
infini situé & Pextérieur de la ligne L, et par §+ le domaine limité par la
ligne L, et les lignes L, L,,...,L,. Dans le travail [1] est posé le probléme
suivant: trouver le systéme de fonctions de variable compleme D(2),..., D, (2)
dont chacune serait holomorphe dams les domaines 8% ,87,...,8; séparé-
ment et dont Tes valeurs limites O (1),D; (1) concernant les domaines S*,8;
satisferaient en tout point t de Vensemble L=Ly+L,+...+L, aux relations

1 @ (1)]

(e=1,2,...,m) o0& @,(t) sont des fonctions déterminées sur les lignes I
et B (b0 Usy ..oy Usy) des fonctions données de 2m-+1 arguments.

Dans le travail cité ce probleéme est résolu sous ’hypothése que les
fonctions @,,F, soient holomorphes dans certaines bandes comprenant
les lignes I,. Ici nous allons traiter le probléme d’Hilbert (1) sous les
hypothéses plus générales suivantes:

1) T ()=G.(1)D; (W) +AE[t, P (2),..., B5(2), BF (2),...

I. Les fonctions complexes G,(t) sont déterminées sur l’ensemble
L et vérifient la condition d’Holder

G (t)— G, (1) | <B[t—1]";

en outre elles admettent des valeurs différentes de zéro.

II. Les fonctions F,(,%;...,%y,,) sont détermindes dans la région

@) teL, |u|<R  (v=1,2,...,2m)
ot elles véritient la condition d'Holder par rapport & la vdx‘i&ble t et la

condition de Lipschitz par rapport aux variables Uy Ugyee ey Uy -

III. Les lignes Ly, Ly,...,L, ont des tangentes continues en tout
point.
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D’aprés les travaux de Gachov [2], de Hvédelidzé [3] et le travail
de Pogorzelski [1], nous pouvons affirmer, sous les hypothéses I, IT, TTI,
que les formules

®

____2'_ Fa['f,%(‘f)y-u;%m("")]
B Pe)= o Tl [

21
(a=1,2,...,m)

dr+X,(2) P (2)

donnent Ia solution du probléme, si les fonctions g, (t),...,@um(t), véri-
fiant la condition d’Holder, satisfont au systéme d’équations intégrales
singuliéres (intégrales au sens de Cauchy) en tout point ¢ de L:

@) @) =AF [t @1 (1), @ ()] HfalD)+

F:‘ [,7,01(T)s. s Pam (T)]

dr (a=1,2,...,2m).
T—1

2 f
L

Les fonctions F7,F.*, f, sont déterminées dans la région (2) par les for-
mules

\

= F (s Uy ey Yoy i a=1,2,...,m,

3
F:(tvul)"'7u1m)= 1 X+ o
'”_'—t__—"Fa—m(t:ulyn-’u‘zm)y
2 Xa-—m(t) .
si a=m+1,...,2m,
®) ‘ 1 Xi
ey }T“Fa(rsulr-wuzm);
rx i Xg(7) si a=1,2,...,m,
Fo (7 Uy Uam) = 1 X0

_— T ——F AT s Uryee ey Uy )
omi X;—_ ( ) a m( ? b ‘! miy
8L a=m+1,...,2m,

X (1P (1), si
X n®P,_ (), s e=m4+1,...,2m.

a=1,2,...,m,

flt) =

P_(z) sont des fonctions entiéres, arbitrairement choisies; X7 (1), X (2)
les valeurs limites (correspondant aux domaines St et §;) des fonctions
X, (=) dites solutions camowiques du probléme d’Hilbert homogéne et
données par les formules
1 .
'—exp]"a(z), si zeSt,
(6) X, (2)=1 I.(2)
lz“”ﬂ expl,(2), si zelS™.
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La leftre x, désigne un nombre entier dit index du probléme d’Hilbert
qui est égal 4 la somme

=34 "

ol 27A, = [arg @, (1) ], est I'aceroissement qu’éprouve argument du nombre
complexe @, (¢) lorsque le point ¢ décrit la ligne fermé I, dans le sens
positif pour y=0 et dans le sens négatif pour »=1,2,...,p. On a en outre

I,(2) = (z—a) (z—ay).. . (2— @)™,

) G (1) =t7I1,(1)6,(t),
1 1og @)

ol g, est un point arbitrairement choisi & lintérieur du domaine 8, et
le point 2=0 se trouve & lintérieur du domaine S+
- On est done amené & résoudre le systdme d’équations intégrales (4).
Le raisonnement qui suit est basé sur la propriété importante de
Vintégrale du type de Cauchy

T
(8) pe) = [ 27 4
i T—%
démontrée par Plemelj et ensuite plus rigoureusement par Privalov [4].
Notamment, si () est une fonction complexe déterminée en tout point ¢
des lignes L et satisfaisant & la condition d’Hélder

(9) lp () —p )< Ol —7]*

0.1'1 Pexposant u est inférieur & l'unité, la fonction p(2) admet les valeurs
hngltes pt (t? et v~ (i) (correspondant aux domaines §* et §~) en tout
point ¢ des lignes I, satisfaisant aussi & la condition d’Holder de la forme

(10) v (1) — p* ()| <EO|t—t'|*

avec le méme exposant x<<1 que la fonction @(t); en outre le coefficient K
ne dépend que de Ia forme géométrique des lignes L. La valeur de I'inté-
grale (7) am point t sur les lignes I est une intégrale impropre au sens
di (C)auchy et est égale & la moyenne arithmétique des valeurs limites
P> (0

(1 pi= [ 2 a2 4
L

La fonection (11) satisfait donc aussi & Pinégalité d’Holder (10).
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Supposons maintenant que I’exposant x dans la condition A’H§1-
der, admise pour les fonctions &, et F_, est inférieur 3 Punité. D’aprés
les suppositions I et II, on a les inégalités

|G (1) — G, () <BJt—t|",
(12) , w
[Fa (8305 ey Ua) — Fo (8 2y oy U )| << A [[E— 1 _21 [ —2,11-

D’aprés la propriété admise pour les fonctions @,(¢) et la propriété citée
de I'intégrale de Cauchy, on conclut que les solutions canoniques X,(2),
données par les formules (6) et (7), admettent en tout point ¢ des lignes L
les valeurs limites X (#) qui satisfont & la condition d'Holder avec Pex-
posant u<<1

(13) X5 () — X (@) <Blt—1",

ol le coefficient positif B ne dépend que des fonctions G, (3). On voit
aussi, d’aprés les expressions (6) et (7), que les fonetions X (¢) sont par-
tout différentes de zéro. Désignons par ¢ et s les bornes positives de ’en-
semble des modules de ces fonetions sur les lignes L

(14) 0<g<IXF(B)<s.

Désignons encore par ke le coefficient d’Hdolder des fonections P, (t) sur
les lignes L

(15) [P, (1) — P, (1) < hp | — 1|

et par My, Mp les bornes supérieures de ’ensemble des fonections ||
et |P,| dans la région (2) ou L

(16) Pl <My, P <Hp.

Les conditions (12) sont insuffisantes pour résoudre le systéme d’é-
quations intégrales (4) par la méthode des approximations successives.
On résoud done le systéme (4) par Papplication du théoréme suivant
de Schauder [5] sur le point invariant, fondé sur les propriétés topolo-
giques de 'espace métrique: Toute transformation continue d'un ensemble
de points, convewe, borné et fermé dans un espace linéaire, normé et complet,
en son sous-ensemble compact admet au moins un point invariant.

Considérons un espace fonctionnel E composé de tous les systémes
de 2m fonctions continues complexes U[gi(t),...,puy, (5)] "déterminées
en tout point teL. On définie la distance 6(U,V) de deux points

Ulpi(®);--s@eu®] VI020)see 1 am ()]
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de Pespace E par la somme des bornes supérieures

am
an 6(U,V)=leup|%(t)—ya(i)i'
et en prenant pour norme des points U la distance 6(U,O) entre le point U
et le point nul 6(0,0,...,0). D’aprés cette définition, la suite convergente
de points U de E est une suite de systémes de fonctions uniformément
convergente et son point limite est composé des fonctions continues
sur L, done il appartient aussi & 'espace E. Par conséquent, cet espace
est complet et normé; en outre il sera linéaire si nous définissons le produit
du point U par le nombre réel y et la somme de deux points U,V par
les égalités
U+V=(¢1+gl7(p2+g27'"7¢2ub+gzm)'

YU=(y®1,9@ay- 3 ¥Pam),

Considérons maintenant dans l’espace F ’ensemble S(x,u) de tous
les points U{@,,@s,-..,@:,) satisfaisant & la condition

(18) lp < B (a=1,2,...,2m)

et & la condition d’Hoélder

(19) lpa(t) —@, N <=t =" (a=1,2,...,2m)

ol x est une constante positive fixée arbitrairement et u<<1 est Pexpo-
sant d’Holder concernant les fonctions F, dans les inégalités (12). L'en-
semble 8(x,u) est fermé, puisque la suite convergente des points de cet
ensemble tend vers un point limite qui vérifie aussi la condition (18)
et la condition d’Holder (19), donc qui appartient & cet ensemble.
L’ensemble S(x,u) est en outre convewe; en effet, si U et V sont deux
points arbitraires de l’ensemble §, alors tous les points du segment recti-
ligne joignant ces points

yU+@1-n)V

satisfopt aux conditions (18) et (19) et appartiennent & I’ensemble S(x,u).
Appliquons maintenant & tous les points U [p;(1),..., @y, ()] de Len-
semble §(x,u) une transformation fonctionnelle définie par les relations

(20) Pa(t)=2F [t, 01 ()5 o ()] £, (8)

F:*[t77’¢1(7)7--~
T—1

(0<y<1)

1Pam(7)]

+4 dr (a=1,2,...,2m).
L
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Cherchons la- condition pour que le point transformé (y,,v.,...,¥sm)
appartienne & l’ensemble S(x,u). Ecrivons & ce but lintégrale dans la
relation (20) sous la forme

F(4,7,0:(7), oy @on (7)) .
ey [T m et g,

dr
7¢2m(t)}i’f ;:i“}‘

L

s Pon (t)] dr

+ f F:* [tyry‘Pl(T))"~7<P211L(T)]4_F:* iyt (8),.-.

I T—1

On a, d’aprés Pexpression (3) et les inégalités (12), (13), (14), (16), (19)

(22) IF;*UJ,‘PI(T);'--7‘}02111(7)]"—F:*[t':t:‘Pl(t) yeees®Pan ()]

[u—rlw% ()=,

B
<2 [A(Zm k1) MF] r—

Zmq
De 1) résulte la limitation suivante de l'intégrale (21):
(23)

P (D]

fF:*[t,Ta‘F’l(T)’--
T—1

2g[ AD(2mx+1)+Mp (1 + ~—)2)]

L

dl, -
D désignant la borne supérieure de Pinfégrale f m . On en déduit
X 2 =

que les composantes (20) du point transformé véritient les inégalités
1 BD
(24) Iyl |1|_[9r AD(2m%+1)-1—MF(2 +n_ + Mps.

Ensuite, d’aprés la propriété citée (10) de lintégrale de Cauchy et les
inégalités (12), (13), (14), (1B), (16), on en déduit que les composan-
tes (20) du pomt transformé vérifient P’inégalité d’Holder suivante

(25)  lpa(®)— (') <(MpB+skp) [i—'"+

l qu [Ag(x +E&)(@mx+1)+ (2nB+E)Mp+24BD]|t— (41
En s’appuyant sur les résultats (24)‘ et (25), on conclut que la transfornem-
tion (20) fait correspondre au point U (i, .. ,Pum) de I’engemble § le point
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(15--s92n) de cet ensemble, si le module du paramétre A et les constantes
Mp, kp concernant les fonctions P,(f) sont suffisamment petites pour
que les inégalités suivantes aient lieu:

1l i[ﬂ (2 +1)+ Mp (2 + B;D—)] + Mps <R,
2¢] = g

(26)
M

(B 4 i)+ 1

Nous allons montrer maintenant que la transformation (20) est
continue, c'est-a-dire que si la suite de points U, (¢{?,...,e{") de Pensemble
8(x,u) converge vers le point U(g,,...,ps,) de cet ensemble, la suite de
points transformés V,(p{™,...,9{) converge vers le point transformé
Vi1, s90) du point limite U(py,...,py,). Herivons done, d’aprads les
expressions (20), les composantes des points transformés de Ia facon
suivante:

[Ag(n +Eq)(2mx 4 1) + (2nB + K) Mp+ 24 BD] < ».

Pull) = AT Ty sam] + L)+ 2 Tt 0o (0] [ =
L

+

+2 f F:*[tyfa‘Pl(T)’-“1?72m(7)]*177:*[tatﬂ’l(t)l“"‘PZm(t)] v,
(7) I T—1

n; * (n; bk n, n; dr
VPO =AEL gl oo 10 2T 11,000 (), oih0] [
A -

B [t:T’*Pgn)(T):"- ,(pgﬁ(r)]—lﬂ:* [i,t7¢§”’ ).y ﬁ’g;')n(tﬂ
42 f — dr.
P —

Les limites des trois premiers termes étant évidentes, on n’étudiers que
la derniére intégrale en posant

Tei f ¥ 7,01 (0) -+ 0o (T)]— Fa* [, 8,00 (8) -y (8)] i,
i T—1
(28)

J(ﬂ)%l f F:* [t777(P§n) () LM;‘P%)L(T)]—F:* [t,t,(p{”)(t) yres 7?’&712 )] e
i T—1 )
Considérons un cerele I' de centre { et de rayon si petit qu’il n’existe qu'un
arc simple y sur L situé & Dintérieur de I (quel que soit ¢) et décompo-
sons les intégrales (28) en deux parties

(29) CI=L4+ I, IO=I0pIp
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étendues sur P'arc y et sur la partie extérieure L—y des lignes L. D’aprés
la propriété (22), on a

148 B - dl

30 I<— — e
(30) 1< g [ atame 42+ 2 2| J

et 1a méme inégalité pour l'intégrale I, Lintégrale (30) tend vers zéro
avec le rayon du cercle I', donc, pour tous e positif, on peut choisir ce rayon
aussi petit qu’on ait

& &
(31) ILI<g, IPI<4
quels que goient n et . Le point ¢ est extérienr & la ligne d’intégration
L—y, par conséquent, en s’appuyant sur la propriété (12) et la conver-

gence supposée ¢V ->p, des fonctions ¢, on peut maintenant choisir
Pindice N, suffisamment grand pour qu’on ait

(32) =18, <+

8i n>N,. On en conclut que les fonctions »{™ (f) convergent uniformé-
ment vers les fonctions ,(f) transformées de ¢,(f), donc la distance
6(Vy,,V) tend vers zéro et la transformation fonctionnelle, définie par
les relations (20), est continue dans Iensemble S (x,u).

Il reste & montrer que I’ensemble 8’ transformé de 8 est compact.
D’aprés les inégalités (24) et (25), les fonetions ,(¢),...,w.m () compo-
santes de tous les points transformés de S forment une famille de fonctions
uniformément bornées et équicontinues, cest-a-dire que toutes ces fone-
tions vérifient 1'inégalité

lpa(t) — o ()| <<e, i Ji—1|<y

(ot » ne dépend que de &); donc d’aprés le théoréme d’Arzeld, on peut
de chaque suite de points de l’ensemble transformé §' tirer une suite
de points qui converge vers un point de §’, ainsi cet ensemble est compact.
L’ensemble § étant convexe, fermé et borné, il résulte done, d’aprés le
théoréme de Schauder, que pour la transformation fonetionnelle (20)
il existe dans 'ensemble 8 un point invariant, c’est-a-dire un systéme de
fonetions ¢, (2),...,¢., (t) auguel correspond le méme systeme, sile module
du paramétre 1 et les constantes M,,%, concernant les fonctions entitres
P,(2) sont suffisamment petites. Ce systéme est la solution des équations
intégrales (4) et fournit une solution (3) du probléme d’Hilbert posé.
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Dans ce raisonnement le choix du coefficient d’Holder » pour l’en-
semble §(x,u) était arbitraire. On voit, d’aprés les inégalités (26), que
Pintervalle dans lequel doit étre compris |[4] dépend du choix de x, mais
la longueur de cet intervalle reste bornée, si x augmente indéfiniment.
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