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Sur Pallure asymptotique des solutions de 1’équation
différentielle ordinaire du second ordre

par T. Drorko (Katowice)

Il existe une classe d’équations différentielles ordinaires du second
ordre de la forme

(1) w"(t)+gt,w(®) =0,

possédant de nombreuses propriétés de 1’équation différemtielle linéaire
w'(t)+a{t)u(t) = 0.

Je vais démontrer dans cette note les propriétés que voici: les solu-
tions de ’équation (1) existent dans tout Pintervalle (f;, o), elles sont
bornées, oscillantes ou non oscillantes, elles possédent des asymptotes,
les suites de leurs extrémes sont monotones, etc.

En particulier, dans le cas ol g(t, w) = a(t)f(u), je généralise les
résultats obtenus & équation différentielle (%(t)w’) -+ 1(2)/%(2)f(w) = 0.

En outre, les théorémes demontrés entrainent, comme propositions,
certains théorémes établis par les auteurs [1], [2], [7], [8], (9], [12], [13],
{15], [161.

Le trait caractéristique de cette note sera lemploi de simples et
bréves méthodes de démonstration.

J’ai Phonneur de remercier M. A. Bielecki pour ses précieuses remar-
ques et suggestions, et M. Z. Opial pour son aide dans la rédaction de
cette note.

I. Dans cette partie de la note nous allons démontrer un théoréme
qui, entre autres, assure l'existence des solutions de P’équation (1) dans
Yintervalle £ > t,.

THEORBME 1. Considérons le systéme déquations différentielles
@) ai(t) = filt, @u(8), ..., 2a(t))
dams lequel les fonctions f; somt définies et comtinues doms le domaine
Dt =1y, —c0< ;< +00, i =1, ...,n). Nous supposons qu’il existe une
jonction w(t,w) définie, continue e mon mnégative dams le domaine
D, {t = t, u >0} et telle que Véquation différentielle

3) w(t) = w(t, u(t),
ait toutes ses solutioms w(t) défimies dams tout Dintervalle t > 1,.

i=1,..,%,
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Si i, B)] <w(, Jz]), ot m() = {@u(t), ..., 2a(t)} désigne un wecteur
dont lo norme est |¢(t)] chagque solution du systéme (2), satisfaisant auw
conditions initiales wy(ly) = @y, © =1, ...,n, définie dans Pintervalle <{t, ),
B < oo, peut étre prolongée sur tout Vintervalle © = ty.

Démonstration. En vertu du théoréme classique sur l'existence
des solutions du systéme d’équations différentielles (2), il existe une
solution de ce systéme, vérifiant les conditions initiales, définie dans le
plus grand intervalle £, f), ot § > f,. Nous allons démontrer que I’hiypo-
thése B < oo conduit & l'absurde.

On sait que lorsque les fonctions f; sont continues dans le domaine D
et ln solution (t, fy, i, -y &no) eXiste seulement dans le plus grand
intervalle <t,, f) et < -+ oo, alors [ (£, ty, ..., Tno)| tend vers --oo, quand
t—=p—0 ([3], p. 3).

Les fonctions (f, ty, ..., @ne) (fo <t < p) sont continues dans cet
intervalle. Il g’ensuit que la fonction |z (¢, %, ..., @no)| st continue quand
to <t < B. Choisissons un point (fy, 4,) tel que %> [#nf, ¢ =1, ..., 7
Désignons par () Uintégrale supérieure de 1’équation (3), définie par
la condition initiale (fy,%,). Par hypothése, la fonction ¢(f) est définie
pour ¢3>1,. Il existe donc un dernier point 7 tel que |l(f, 1y, ..., Zno)|
= (1) et
(39 e, toy «ooy no)| > @(t) pouwr t>7.

On peut démontrer la formule D|z(t)] < |o'(t)], ot D= ()| désigne
un nombre dérivé arbitraire de la fonction continue [Jz(Z, %y, +eey Zno)l
pour ¢ 3> t,. En particulier D,z (f)] et D_|2(t)] ne surpassent pas |='(s)].
Aingi done, d’aprés les hypothéses admises, ‘

0

Dol <w(t, J#(®)]) powr t>v,
Dol <wlt, lo]) pow >
En vertu de [14], p. 124, nous avons
(3" l2(t, toy <oy Eng)} < @(8)  powr t>7.

Les relations (3") et (3'') sont contradictoires, on ne peut done pas avoir
f < 400, ce qui démontre la conclusion du théoréme.

Remarque 1. 8i, dans le théoréme 1, nous admettions encore que
la fonction w(t, u) était croissante par rapport & la variable « (4 >0),
nous pourrions obtenir une condition suffisante pour que toutes les solu-
tions du systéme (2) existent dans tout Lintervalle {ty, co). Ce théoréme
a été démontré par A. Bielecki et cité par J. Kisynski [7].

Remarque 2. Si lon admet w(t,u)=A@)u+B(E#) (4()=0,
B(t) = 0 pour t > 1), on déduit du théoréme 1 une condition suffisante
pour que toutes les solutions du systéme (2) existent damns Pintervalle
{lys 00). Cette condition a été démontrée par A. Wintner [15].
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Nous énoncerons maintenant quelques hypothéses qui interviendront
dans nos théorémes.

HyporitsE H,. La fonction a(t)> 0 est définie et continue et
posséde une dérivée a'(t) continue pour ¢ 0, a). La fonetion a'(?) satisfait
pour ¢ €<0, a) & 'une au moins des conditions:

1° a'(t) = 0, ou

2° a(t) = 6> 0 et [|a'(t)|dt < oo.
o
La fonction f(u) est définie et continue pour u e (—oo, 4-o0) et telle que

u

Fu) = [ f(@)do—>+oo,

[1]

pour [u|->+oo.

Dans ’hypothése Hy, la fonction F'(u) est continue et tend vers - oo,
quand %->+ oo ou bien u——co. Il en résulte Pexistence de minF (%) = F (p)
=—u<0et Gu)=Flu)+p= ff(m)dw >0, pour % e(—oo, +o0). Con-
gidérons 1’équation diiférentiellep ‘

(4) u"(t)+a(t)f(u) =0,

dans laquelle les fonctions a(f) et f(u) satisfont & Phypothése H,. Soit ()
une solution de 1’équation (4), déterminée par les conditions initiales
%(0) = %y, %'(0) = . Multiplions D’équation (4) par 2u/(f) et intégrons
dans Vintervalle <0,t), dans lequel cette solution existe. Nous aurons
1égalité

t
(4 (u’(t))2+2a_(t) Glu) = g+ 2a(0) G (1,) +2 f &/'(v) G{u())dz ,
0
d’onr

3
(5) a(t)G(u(t))<g+n '—“a—g))—la(u(r))a(z)dr, ot O = vi+2a(0)G (%),

13
(6) wP< c+2 [ |o@|6(u)dr.

Nous pouvons appliquer 3 Dinégalité (5) le lemme de Bellman-Nie-
myckij ([10], p. 19)

J
Y
(5") G(ult) < g5 °52 (of o

'(7)]

() d‘r).

En vertu des inégalités (5') et (6) nous pouvons formuler le théoréme
guivant. -
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THEORBME 2. Considérons UVégquation différentielle (4) et admettons
Vhypothése H,. Alors chaque solution w(t) existe dans tout Vintervalle
<0, a). Cette solution est bornée, ainsi que sa dérivée w'(t), dans Vinter-
valle <0, a).

Remarque 1. De 'inégalité (5') nous tirons pour e <0, a) Viné-
galité Gu(f)) < const = ¢, d'ott —p < F(u) < ¢—p. Puisque limF(y)
= 400 quand [#|-+ oo, il existe donc deux nombres %, et u, tels que
F(uy) =, —p et Fu)>e;—p pour u <y, et Flu) =6—u et F(u)
> ¢,— @ Pour % > %p. Aingi, pour Pintégrale u(?), satisfaisant aux condi-
tions initiales w(0) = u,, w'(0) = vy, on a Vinégalité u, < u(f) < u, pour
te <0, a).

Remarque 2. 8i l'on admet dans le théoréme (2) a'(f) > 0, alors
on obtient un théordme établi par J. A. Klokoff ([8], p. 190). Des résultats
plus généraux ont été donnés dans la note [6].

Passons maintenant & 1’équation différentielle

(7) {B(t)w) + 1)k & (w) = 0.

Nous admettons que les fonctions %(¢) et I(f) sont positives et continves
dans lintervalle <0, co). La transformation

¢
(7") §(t) = f']}%)'d‘( pour  te <0, oo)
0

change 'équation (7) en
®) v"(s) +1{t(s)) f(v(s)) =0,

olt £(s) est 1a fonction inverse de s (t). La solution de cette dernidre équation
est la fonction v(s) = u(t(s)) si, et seulement si, la fonetion % (t) est solution
de I’équation (7). La fonetion s(t) est positive et croissante pour ¢ e <0, oo).
Tlensemble des valeurs de la fonction s(t) constitue un intervalle <0, B), o

co1
ﬁzﬁfmdt.

8i, pour £ 0, w(t) est intégrale de Véquation (7), alors w(s) = u(t(s))
pour 0 < s < B est intégrale de I’équation (8) et inversement. L’ensemble
des valeurs de la fonction w(f) pour ¢ e <0, o) est identique & celui des
valeurs de la fonction v(s) = u(t(s)) pour s <0, f). Il en résulte que les
ensembles des valeurs des fonctions F(u(t)) pour ¢e<0, co) et Fv(s))
pour 80, B) sont identiques. On peut observer que, si u(t) est une
fonction croissante (décroissante), alors la fonction correspondante o(s)
est croissante (décroissante), puisque la fonetion 8(t) est croissante.
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Hyeormise Hi. Les fonctions k() et I() sont positives et con-
tinues dans Vintervalle <0, oo); la dérivée I'(f) est continue dans Pinter-
valle <0, oo) et satisfait & 'une au moins des conditions:

1° () > 0 pour ? €0, o),

2° 1) =8> 0 et [ITE)| %) dl <+ oo pour t e<0,00).
)

La fonction f(u) satisfait aux mémes conditions gue dans I’hypothése H,.
THEOREME 3. Admetions que les fonctions k(t), 1(t) et f(u) satisfassent
& Vhypothése Ht. Alors chaque solution wu(t) de Uéquation différentielle (7)
existe dans tout Vintervalle (0, co). Cette solution est bornée, ainsi que sa
dérivée u'(t), dans Dintervalle (0, co).
La démonstration de ce théoréme est basée sur les propriétés de
transgformation de (7’) et sur le théoréme 2.

II. Dans la seconde partie de cette note, je me propose de donner
une condition suffisante pour que toutes les solutions de ’équation dif-
férentielle (1) soient non oscillantes.

Hyporabse H,;. La fonction g(t, w) est définie et continue dans le
domaine Dy{t > 1), —co< u < 4o} et elle y satisfait & la condition
g(t, u)u > 0 pour % # 0.

THHEOREME 4. Admetions que la fonction g(t,w) satisfasse & Uhypo-
thése H,. Alors chaque solution w(t) de Iéquation différentielle

(9)

ne gannulant pas (1) dans un intervalle tout entier, définie powr t =1,
posséde tout au plus un zéro (exactement: le produit u(t)u'(t) s'annule une
fois tout au plus pour t = ty). ‘

Démonstration. Soit #(f) une solution de 1’équation (9) telle que
nous avons considérée plus haut. Prenons la fonction ¢(t) = w(f)w'(t)-
Alors ¢'(t) = gft, w(®))u(t)+ (w'(t)* > 0. Oela veut dire que le produit
w(t)u'(t) est une fonction non déeroissante, il peut done admetire tout
au plus un zéro. Les solutions de ’éguation (9) sont done, an moins & partir
d’un certain point, monotones.

Remarque. On peut aussi appliquer le théoréme préeédent & 1’équa-
tion différentielle
(10)

uw'(t)—gt, u(t)) = 0,

(k)w) —1@)k@) F(w) = 0,

dans laquelle les fonctions %(f) > 0 et I(t) = O sont continues pour & = %,
et la fonetion f(u) est continue pour u € (—oo, +oc0) et satisfait a la con-
(%) Au lieu de supposer que les' solutions ne s’annulent pas dans un certain in-

tervalle, on peut admettre la condition d’unicité des solutions pour I'équation diffé-
rentielle (9).
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dition f(u)u > 0 pour u # 0. Cela résulte des propriétés de transformation
de (7') et du théoréme précédent.

La derniére remarqune généralise la condition connue de mnon oseilla-
tion des solutions de I’équation différentielle

w' +at)u +b{E)u =0

(voir [12], vol I, chap. IV, § 2) quw’on obtient de I'équation (10) en posant
flw) = u.

II1. Dans cette partie, nous étudions Loscillation de toutes les solu-
tions de 1’équation différentielle (1) dans Pintervalle ¢ > ,.

Hyrormiise H;. La fonction g(t, ) satisfait & I’hypothése H, et

o0
on a en outre fg(t, v(t)) dt = 400 (—o0), ol v(t)> 0 (< 0) est une fonction
arbitraire, définie et continue pour ¢ > ¢, et v(£) est non décroissante (non
croigsante) dans cet intervalle.
Remarque. I’hypothése H, est vérifiée, par exemple, quand g(¢, %)
= a(t)f(u) (a(t)>0 pour t>1 et f(u)u>0 pour % 7 0) et ces fonec-
tions satisfont aun moins & 1une des conditions

a) [a(t)dt = +oo et limint |f(u) | > &> 0 pour |u|—-+ oo,
b)a(t)=6>0 etlllim F(u) = o0, o F(u) = ff(w)dm.
|2 [—>00 o

THEOREME 5. Admetions que la fonction g(t,u) satisfasse a Phypo-
thése Hy. Alors chagque solution w(t) de Déquation (1), définie pour t > t,,
oscille autour de la droite u =0, et Pensemble des zéros m’est pas borné.

Démonstration. Admettons qu’il existe une solution u(t)> 0
(< 0) pour ¢ > %,. Done '(t) n’est pas croissante pour i > ¢,. Si Pon avait
() >0 pour t =1, alors =

t
() w(t) =wit)— [ glr,u(®)ds,
h

d’oll, en vertu des propriétés de la fonetion ¢(¢, u) nous auvions Limu'(t)
= —oo quand t—+co, Mais u(f) > 0 pour ¢ > ¢,, donc il est impossible

que limu'(f) = —oo quand t—-oco. Il existe un tel &, > ¢, que w'(f) < 0.
De Dégalité

1
(11 w(t) =wty)— [ gle, u(x)dr,
iy

nous .déduisous que »'(¢) pour ¢ >, est négative et décroissante, done la
fonction w(t) devrait s’annuler, ce qui est absurde.

La contradiction achéve la démonstration du théoréme.
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Remarque 1. Pour que le théoréme précédent soit vrai, il ne suffit
0

pas que g(t, u)u > 0 pour 4 #* 0. La condition fg(t,fu(t))dt = 00 (—o0)
est essentielle, parce que ’équation différentielle w” -+ } (1 -+ (ut— 1P~
= 0 (> 0, u arbitraire) satisfait & la condition g(¢, w)u > 0 pour u * 0.

oo
Si Yon admet v(t) = 1%, alors [g(t,1"*)di < +oo, la derniére équation
posséde une solution non oscillante w(f) = ™%,
Remarque 2. Du dernier théoréme résulte aussi le corollaire suivant
(voir les propriétés de transformation de (7')): Admettons que les fonctions

(-]
k(t) et I(t) solent positives et continues pour =1, fl/k (t)dt = + oo,
Ta fonction f(u) est définie et continue pour % e (— oo, +o0), et flu)u> 0
pour % % 0. Si I'une au moins des deux conditions

a) Tl(t)/k(t)dt = oo et h"nllinf [fw)] > &> 0,

b) W) k(t) =8> 0 etlllim F(u) = +oo quand F(u) =6ff(w)dw,

est vraie, alors chaque solution w«(t) de Péquation différentielle (7), définie
pour t>1t,, oscille autour de u =0 et posséde un ensemble des zéros
non borné supérieurement. Le dernier théoréme généralise dans un certain
sens le théordme comnu relatif & Péquation différentielle linéaire ([13]
p. 254).

IV. Nous passons maintenant & la démonstration de quelques
théorémes sur les solutions monotones de 1’équation différentielle (7) et
sur les limites finies de ces solutions.

THtoREME 6. Considérons Déquation différentielle (7) dans laquelle la
fonction k(1) est positive et continue dans Vintervalle <0, oo). Admettons de

plus que B = fl/k(i)dt < +oo et que Liml() =1 ewiste quand 1—-o00 et
0< 1< 4oo. 8 Von peut appliguer le théoréme 2, & Véquation différen-
tielle
(12)
dans lagquelle

v"(8)+7(8)f(o(s) =0,

5€0,8),
s=8,

pour

_ e (s)

y(s)
1 pour

alors Dintégrale u(t) de Véquation (7), définie dans Vintervalle t > 0, tend
vers une constante, quand t—-+oo.

Démonstration. En vertu des hypothdses admises, intégrale v(s)
existe et elle est bornée dans Pintervalle ¢ > 0. Il exigte done un limv(s) = ¢
quand §—f—0, c’est-d-dire pour chaque &> 0 on a un intervalle {s,, B}
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tel que si s € <8y, B), alors |v(s)
par la, transformation inverse de la transformation (7'), intervalle (7, co).
Comme ’ensemble des valeurs v(s) pour s e <s;, f) soit égal & ’ensemble
des valeurs de lintégrale correspondante (i) de équation différen-
tielle (7) pour ¢ e (fy, o), I'intégrale w(t) tend vers une constante, quand
11— o0,

DErFINTTION 1. Nous dirons que la fonetion w(f) £ const est oscillante
autour de % = 4y, quand ¢—>a, §'il existe une suite infinie de nombres t,,
n=1,2,.. telle que t,—~a et « t,,) = Uy.

Levve 1. La fonction f(u), dé]‘mw comme dans le théoréme 2, doit
changer de signe ou moins une fois.

Démonstration. Si f(#) ne changeait pas de signe pour % e(—oco
+o0), on n’aurait pas F(u)—>-+oo quand |u|—+oo.

DEFINTTION 2. Un zéro de la fonction f(u), dans le voisinage duquel
cette fonction change de signe, sera dit 2éro essenticl de cette fonction.

Levwe 2. Oonsidérons Uéquation différentielle (7), dans laquelle les
fonctions k(&) et 1(t) somt positives et continues dams Vintervalle t > 0. La
fonction f(w) satisfait aux mémes conditions que dans le théoréme 2. Admettons
que la fonction (), satisfaisant aux conditions initiales données u(0) = u,,
u’(0) = uh, soit une intégrale de Végquation (7), définie et bornée dans Vinter-
valle t = 0.

Nous allons démontrer:

a) qu'il ewiste un 1 tel que lim(u(f)—1) =0 gquand t—-oo, ou bien

b) que limu(f) n’existe pas pour t—+ oo et alors il éxiste un nombre u*
qui est un zéro essentiel de la fonction f(u) et la solution wu(t) oscille autour
dé u = u* pour t—oo, 8t limu(t) =1 ewiste, quand t— -+ oo, et si le nombre T
n’est pas un zéro essentiel de la fonction f(u), alors w(f) tend wers 1 dune
fagon monotone, lorsque t—+ oo,

Démonstration. En vertu des propriétés de transformation de (7')
il suffit, an lieu de la solution u(f), de considérer une solution correspon-
dante v (s) de ’équation (8). Supposons que limw(s) pour s—f—0 n’existe
pas. Alors limsupo(s) = M et liminfo(s) = m existent quand s—f—0
et M > m. il existait un zéro essentiel v, de la fonction f(v) tel que
m < v, < M, alors v(s) oscillerait autour de v = v,. Admettons que dans
Pintervalle (m, M) il n’existe pas de zéro essentiel de la fonction f(v).

Nous allons démontrer que, dans ce cas, m ou M sont des zéros essen-
tiels de la fonction f(v). Dans le cag ol ni m, ni M ne serait pas un zéro
essentiel de la fonction f(v), il devrait exister des nombres ¢ > 0 et s, < 8,
tels que pour se (s, ) on ait inégalité m—e< v(s) < M-+e et que
Dintervalle (m—e¢, M +¢) ne contienne plus de zéros essentiels de la
fonction f(v). Il résulte de 1’équation (8) que pour ¢ e<s;, f) la dérivée
v''(8) ne change pas de signe, c’est-d-dire v(s) est monotone, au moins

b

—g| < e. A Tintervalle ¢s;, 8) currespond,
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& partic dun s, (8> s, >8,). Done, pour f> s> s, la fonction 2(s)
est monotone et bornée. Il existe donc limw(s) =1 quand s—pf—0.
Il en résulte que le nombre m ou M est un zéro essentiel de la fonc-
tion f(v).

L’intégrale v(s) doit osciller au moing autour d*une constante v = m
ou » = M, qui est un zéro essentiel de la fonetion f(v). 8i v(s) n’oscillait
pas autour de v = m ni v = M, 2''(s) ne changerait pas de signe, done 'u(s)
devrait &tre monotone & partir d*un certain point.

Du dernier lemme et du théoréme 2 résulte:

THEOREME 7. Admettons que les fonctions (%), 1(t) et f(u) satisfassent
& Vhypothése HE. Dans ces conditions, U'ensemble des solutions de Uéqua-
tion (7), défimies pour t = 0, peut Eire divisé en deux classes A et B, définies
comme suil: u(t) e A, s’l exviste um nombre 1 tel que lim ('u,(t)—l) =0, quand
t—>-oo. u(t) e B, si u(l) wappartient pas & la classe A. Il existe alors une
constante w = w*, qus est un 2éro essentiel de la fonction f(u), autour de laquelle
oscille Vintégrale u(t) quand t— - co.

CorROLLAIRE 1. Considérons 1’équation différentielle u' +a(f)nu’4-
+b(t)u =0, dans laquelle la fonction a(tf)eC® b(t)>0 et b'(t) est con-
tinue dans Pintervalle <0, cc). En multipliant la derniére équation par

‘
exp(ofa(r) dz) nous obtenons

3 i

(13) (exp(f a(x)dzju )+bt) exp(afa )de)u =

(1]

t i
Si pour la fonetion k() = exp ([ a(r)dr)> 0 et b(t)exp ( Of a(t)dz) hypo-
(]

thése HF est remplie, alors, en vertu du théoréme 7, toutes les solutions
de 1’équation (13) sont

1° bornées dans Dintervalle ¢t >0,

2° gi les solutions de ’équation (13) sont non oscillantes dans Iinter-
valle ¢ > 0, alors elles tendent vers des constantes d’une fagon monotone,
quand #-—>- oo,

On peut donner des exemples d’équations, telles que u”—iw'+
+exp(t®)u = 0, anuxquelles on peut appliquer le corollaire cité ci-dessus,
mais auxquelles ne s’applique pas le théoréme donné par Z. Opial [11].
On peut aussi appliquer la dernidre remarque aux équations u'’-+iu’+
+exp(3)u=0 et w”’ + (I—3)*({—1)"*» = 0, auxquelles ne se rapportent
pas les théorémes, donnés par M. Matell [9] et généralisés par M. Zldmal
([16], th. 6 et th. 7).

CororLLARE 2. En vertu du dernier corollaire on peut généraliser
les théorémes 3 et 4, donnés par M. Z.dmal ([16], p. 80 et 81). Notamment
18*
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M. Zl4mal démontre le théoréme suivant: 84 f a(s)”'ds < oo et a'(t)a(t)®
<8< 1, alors Déguation

(14) w' ta(t)w +uw=0,

dans laguelle a(t)> 0 pour t>1, posséde une solulion, tendant vers une
constante différente de zéro. Bn vertu du corollaire 1 on peut obtenir, avec
les mémes hypothdses sur la fonction a(f), que chaque solution %(t) de
Téquation (14) tende vers une constante d’une fagon monotone, quand
1—--o00,

Dans la méme note, M. Zldmal démontre aussi le théoréme suivant

(p. 81): 86 a'(t) > 1 et [(a(s)) " ds < oo, alors Péquation (14) posséde une
solution, tendant dune fagon monotone vers wne constante, différente
de zéro. On peut vérifier que pour le théordme 4, donné par M. Zl4mal,
les hypothéses du corollaire sont vraies. En vertu de ce fait chaque inté-
grale tend d’une fagon monotone vers une constante, quand ¢-»+-oo.

COROLLATRE 3. Considérons 1’équation différentielle
(15) e(t)u" +u' +u=0,

dans laquelle £(f) > 0 et posséde une dérivée &'(1) < 2 pour ¢ > 1,. Comme
dans le corollaire 1, on peut montrer que les solutions de 1’équation (15)
sont bornées pour ¢ >>%,. On connait des résultats plus forts pour I'équa-
tion (15), quand 0 < &(f) < } (voir [16)], th. 5, et [5]).

THRORRME 8. Hraminons Uéquation différentielle (7), dams laquelle

o
la fomction % (t) est positive et continue pour 10 et J1/k(t)dt < + co. Admet-
tons que liml(2) = g ewiste quand t—-+ oo 6t 0 < g < -+ oo. 8i U¢ théoréme 2
se rapporte & Véguation (12) et si la fonction f(v) satisfait & la condition
f(0)v>0 pour v 0, alors la solution u(t) de Uéquation différentielle (7)
est définie pour > 1,, elle est oscillante et tend vers zéro, quand t—--co.

Démonstration. Des hypothéses admises résultent les théorémes &
et 6, ce qui démontre la conclusion.

V. Nous passons maintenant & la démonstration de quelques théo-
rémes sur les solutions de 1’équation différentielle
(16) w'(1) + a (8) D (u(B)) Pifu (2)) =0

pour =1,

dont les suites des extémes sont monotones.

Hypormise H,. La fonction ®(u) appartient & la- classe C* pour
ue.(-—o?, +o0) et D(u)Py(u)u > 0 pour % * 0. La fonction a(f)>0
et il existe un @'(f), ne changeant pas de signe pour > 4,.

icm
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COROLLAIRE. La fonetion (!15(14))2 est décroissante pour # e (—oo, 0)
et croissante pour # e (0, +o00),

THEORBME 9. Admetlons que les fonctions a(t) et P(u) satisfassent
& Vhypothése H,. Soit u(f) une solution de Véquation différemtielle (16),
définie et oscillante pour t > ty. Alors les suites des mawima et minima sont
monotones. Plus précisbment, si a'(t) >0 pour i >1,, alors la suite des
maxima est non croissante, et celle des minima est nom décroissante, pour
1>t

Mais si a'(t) <0 pour t =1, alors, inversement, la suile des maxima
est mon déeroissante, et celle des minima est nonm croissanie pour t2>to.

Si la fonction ®(u)Py(u) était impaire, D(u)Py(u) = D(—u)Du(—u),
les modules des ectrémes de Vintégrale u(t) formeraient une suile monotone.

Démonstration. Considérons la fonction auxiliaire

() = (@ (u®)]+ W) a) .

On aura

Si a’(t) = 0, alors ’'(t) < 0 et p(t) n'est pas croissante pour & = 1. Soient,
par exemple, t, <1y < ... les abscisses des maxima consécutifs de 1inté-
grale (t). On aura ®(u(t)) >0 et u'(f) = 0 pour i =1,2, ... et la suite
o(t) = (45 (u(t;)))2 est non croissante, d’ou il résulte que la suite w(t;) est
aussi non croissante. Les autres parties de la démonstration sont analogues.
 Le dernier théoréme reste en étroit rapport avec certains théorémes,
donnés dans [12], vol. II, chap. VII, §4.

Remarque. Admettons que la fonction I(f) = a(t) et & (u) satisfasse
a4 DIhypothése H,. La fonction %k{(f)> 0 est continue pour =1, et

o0
J1/k(5)dt = +oco. Dans ces hypothéses les suites des maxima et des
minima d’une solution arbitraire w(t) de équation différentielle

(17 () + 1)@ () Pi(w) = 0,

définie et oscillante pour ¢ 3> %y, sont monotones. Plus préeisément: quand
() > 0 pour ¢ >1,, la suite des maxima est non croissante et celle des
minima est non décroissante. Quand I'(f) < 0, la suite des maxima est
non décroissante et celle des minima est non croissante.

La démonstration résulte des propriétés de transformation de (7).
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Existence of Lyapunov functions
by J. DueUNDJI * (Los Angeles, Calif.)

1. Introduction. We consider here the stability of the solutions
of a non-autonomous system of differential equations # = X (z, t), where (%)
X is continuous on H xJ,, HC E™ being a connected open set. There
is no loss of generality to assume that the solution whose stability is
being considered is @ =0, so that X(0,f) =0. We moreover assume
throughout this article: for each (u, %) e H xJ, there exists a unique
solution @ = ®(t; %, %) in H which depends continuously on (%, o)y
equals @, for t =1,, and is defined for all ¢>>0; thus, we can take H = b i
with no loss in generality.

The definition of uniform stability of =0 can be stated in the
following (normalized (2)) way [1]: For each cylinder Oy = 8(0,1/n) X
X J°1_1,,,,, n=1,2, .., there exists a Cm, m > n, such that every trajectory
entering C, remains thereafter in Cyn; this type of stability is charac-
terized by special properties of a Lyapunov function on E" xJ,, that is,
a non-negative continuous real-valued function on E" xdJ, vanishing on
0 xJ,, bounded positively below outside each Ok, and having a con-
tinuous non-positive trajectory derivative (*) on E" xdJ,. Now, if instead
of eylinders, one is given a sequence {Un} of connected open sets in B X J,
with 0 xJ; = () Un, then, replacing Cn by Us in each of the above state-

n

* The author was partially supported by the National Science Foundation, under
contract G-5251, during the period that this work ias done.

(1) Throughout this article, * denotes Euclidean n-space, and Jo c E* the subspace
{t]t = a}. Vector notation is used. §(x, ) is the spherical neighborhood (nbd) of x
with radius &; 4 — boundary of A; 4 = interior of A; ¢4 = complement of 4; (v 4)
= (xe CA).

(*) The normalization consists in having the cylinders pineh down on 03x .J; rather
than on some other 0X Ja.

(®) For each (z,, &) « E"X J,. the trajectory derivative V*(x,, £,) is the derivative
%V[m (t: @o. 1), 1] evaluated at ¢==1,. We call a Lyapunov function proper (or simply

“Lyapunov funetion”) if ¥’ (i, f) is continuous on B J,; itis called “split” if V'(z,, &)
is continuous only on € (0% Jy).
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