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‘We shall formulate one of these theorems, namely

THEOREM 3. If the functions pa(s, t) (n =1, 2, ...) subject to the same
assumption as (s, 1) (given in §1), in [1; 1], and if

tim [ [ pals, ¢)dsdt =1
n—o0 [E;‘y]
and _f«
limpa(0, y) < oo,

n—>00

Imgu(a, 0) < oo,

n—+00
with any positive a and y (a, y < 1), then for every function f e LY we have

im In(f) = 1(0,0).
n—roQ
Similar theorems hold when ¢ (or @,) is non-negative and non-

decreasing in [b; d] with respect to each variable separately, and such
that the difference ¢(s,t')—gp(s,?") is non-decreasing with respect to
for any pair ¢ < ¢'’; in this case the function ¢ (or p.) attains its maximum
at the point (b, d) (formerly at (a, ¢)). It is also evident how to formulate
theorems of this type, when the maximum-points of ¢ (or ¢s) are the
remaining vertices of the rectangle [a, b; ¢, d].
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Démonstration du théoréme de Carathéodory par la
méthode des poiuts extrémaux

par W. KLEINER (Erak6w)

1. Les €éléments frontiéres. Rappelons briévement la théorie
des éléments frontidres, en principe sous sa forme classique (Carathéo-
dory [1]). Soit D un domaine plan simplement connexe, dont la fron-
tiére D" contient plus d™un point. Pour chaque = = 0,1, 2, ... 80it qa
une coupure de D, c’est-h-dire: 1) un arc simple contenu dans D sauf
ses extrémités, situées sur D", ou bien 2) une courbe fermée, contenue
dans D, peut-&tre & ’exception d’un point. Une coupure partage D en
deux domaines; soit gs I'un d’eux. On dit que les g, forment une chaine,
8i pour »=0,1,2, ..

In+1C G,
@n+1 €6 ¢n Sont disjoints, extrémités comprises .

Une chaine {g,} est plus fine que {g,}, si pour tout » il existe un %
tel que g% C gs. Deux chaines, dont chacune est plus fine que Lautre,
sont équivalentes; une chaine qui équivaut & toute chaine plus fine est
dite élémentaire. ) .

Soit {gn} une chaine élémentaire. La classe des chaines équivalentes
est dite — ou bien: elle définit —un élément sur D, noté G. On dit que
{gn} représente G, co qu'on éerit: gu—>G. 8i @ # H, g2—>G, hy—H, les g,
et ha sont disjoints pour » suffisamment grands.

L’ensemble de tous les éléments sur D sera noté D*.

Soit ga—@G. Considérons, pour un » fixé quelconque, Pensemble V'
des éléments H tels que pour chaque hy->H il existe un hy Cgs. V est
dit voistnage de @. D* devient aingi une espace connexe de Hausdorff.

A tout élément @ on peut faire correspondre Pensemble @' = M Fa,
olt go—@. @' sera dit projection de @ (fig. 1). La projection est une ap-
plication continue (*); il peut pourtant arriver que les projections de deux
éléments distincts ne soient pas disjointes. G’ peut d’ailleurs étre un

(1), C’est-a-dire, 8i G’ c B et B est un ensemble ouvert, il existe un voisinage U
de @ tel que H' ¢ B pour Hc U.
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continu. Ces circonstances peuvent se présenter seulement sur la from-
tiére de .D: si la projection @’ contient un point z € D, elle se réduit & ce

point. L’ensemble de tels ¢: D* = {G: @' C D}, sera dit (un peu incor-.

rectement) intérieur de D*; dans cet ensemble, la projection est une
homéomorphie. Les éléments de D*—D* sont dits éléments frontiéres
de D* ou, par abus de langage, de D.

Si P’on identifie chaque élément ,,intérieur” (de D*°) & sa projection
(2) C D, on obtient la définition suivante:

DEFINITION. Soit g»—@. Nous écrirons z,—6, si pour chaque n
il exigte un N tel que 2 gn pour & > N.

0. Carathéodory a montré que chaque suite {Ga} C D* contient
une suite partielle qui converge vers un G e D*. D* est ainsi une des
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compactifications de .D. Observons encore que, pour un domaine D dont
la frontiére est une courbe simple fermée, la projection est uné homéo-
morphie de D* sur D tout entier. Dans ce cas, D* peut &tre iden-
tifié & D.

Une fonction w = f*(@), ¢ « D*, sera dite analytique, si sa pro-
jection f(2) — définie par la relation f(G') = f*(@) — est analytique
dans D. Une f* qui est en outre univalente est appelée représentation
conforme de D* gur f*(D*). Nous allons congidérer seulement le cas
fondamental ot f*D*) est 'extérieur d’un cercle.

Une représentation conforme de D n’est pas prolongeable sur D
comme fonction continue dans le cas général. Ses propriétés frontidres
sont déterminées par le célébre

TEEOREME DE CARATHRODORY. La représentation comforme de D
sur un cercle est prolongeable sur D* comme une homéomorphic de D* sur
le cercle fermé.

Nous donnons ici une démonstration nouvelle de ce théordme, basée
sur la méthode de M. Leja qui lui a servi & démontrer l'existence de la
représentation conforme [2].
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CONVENTIONS. D ‘est un domaine simplement connexe dont la
frontiére D' contient plus d’un point. Nous supposons ooeD. Nous
pouvons nous passer de cette hypothése en effectuant une homographie,
celle-ci transformant les chaines en chaines. Nous désignons un élément
intérieur et sa projection par la méme lettre 2. Le lettre £ sera réservée
aux points de la frontiére D', les lettres &, H —aux éléments fron-
tiéres, gn; hn aux chaines qui les représentent respectivement. Un arc
I dont on @ éoarté les extrémités sera noté L°. Nous éerivons z an lieu
de 4™ (voir (1)).

2. La méthode des points extrémaux de Leja. Soit

(1) 7™ =, 1, e, 10}
un systéme de points ewtrémaus de D" de rang m, c’est-a-dire un systéme
de n+1 points de D" tel que le produit

V™) =V, e, )= || =i

0<i<k<n .

soit le plus grand. On peut supposer que

n n N
[Tim—mi< [l tm—mi, i=1,2,
k=1 kA3, k=0

Posons

n

n
=

2) = ¢in
@) e =Y [T

oiL les nombres réels 65 et les racines sont choisis de maniére que fa(a) > 0
pour un point fixe a e D. M. F. Leja [2] 2 démontré que la suite (2) con-
verge dans D vers mne limite f(@), et que f(z) donne la représentaﬂ:.lon
conforme du domaine D sur le ,.cercle” K = {w: |w| > 1}, de maniére
que f(oo) = co. Le probléme de Papplication de la suite (2) 4 Vétude
des propriétés frontidres de f(2) a aussi été posé par M. Leja.

3. Lemmes. On sait que dy =V (y™y""V>d =d(D’), qui est
dit diamétre transfini (ou éeart par rapport & la fonction génératrice
[z—¢|) de D'; on & &> 0. \

Soit O, la partie de D' contenue dans le cercle {z: |z—{| <7}, ol
£ eD; en ne changeant que ordre des points 7™, sapposons que

3) "717772’-"7"77€0r7 No+1y "'77)1LED._'C1'~
Quelque petit que soit 7> 0, on a
(4) lim »/n > 0

N—>00

Annales Polonici Mathematici XI 15


GUEST


220 W. Kleiner

(Leja [4]). D’autre part, nous allons démontrer que la quantité
(B) 6, = Hm »/n
Nn—+00

tend vers 0 lorsque r—>0. En effet,

*
@y ” |7 1|

ot le produit []* renferme tous les facteurs de V(#™) qui n’entrent pas
dans V (1, ..., n,); ces facteurs étant bornés par un nombre R > 1, on a

dn < (YOI R gDy < (2n) R,
et par suite
log Rjd

2o
br < 1(:g27'

powr  2r<1,

done 8,0 lorsque r—0 (3).

LevMumeE DE CARATHEODORY [1]. ZTout élément (fromtidre) G peut
éire représenté par une chaine gn— @, dont les coupures qn sont des arcs civcu-
laires concentriques, de centre { e @' C D" et de rayons r,—>0.

Une telle chaine sera dite circulaire; nous les employerons seulement
pour éviter quelques difficultés techniques.

4. Démonstration duo théoréme. Il résulte du théordme de
Riemann que |f(2)|—1 pour 2—{ <D, donc aussi pour z—>G. Il reste
& examiner le comportement de I’argument de f(z) dans les mémes con-
ditions.

Choisisgsons ¢eD” et &> 0. ]?our un >0 on a 0, < g (voir (8)).
Soit @ la circonférence {z: [2—{| = ¢}, 20 < 7, ot L° un arc ouvert de @,
contenu dans D (fig. 2). Pour des branches quelconques de argfa(z) et
arg(z—mn;) sur L° on a, d’aprés (2),

® arg (o) =g o) = 3 Tong ra— ) —ang ey — )]

pour 2, 2; € L°. Désignons par ¢, la partie de D' dans le cercle |z —¢| < 7,
et supposons (3). On a

(1) |argfn(es)— argfn(zy)|
Zlalg — 1)~ arg (s — )|+ = Z |axg (2~ ) — arg (2, ms)| -
=1 i=v+l

(*) Nos lemmes, améliorés, résultent immédiatement de la théorie du potentiel,
mais nous nons bornons aux résultats de la méthode des points extrémaux.
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Désignons les sommes dans (7) respectivement par s et 8. Pour la premiére

) Lo<lyon, P b
n 7

ce qui résulte de la possibilité de joindre #;
% oo par un rayon disjoint de L° remar-
quons, que

(9) 2mvfn < 270, +& < 8e

S
Fig. 2

pour n suffissmment grands.

Soit K = {#: [2—{| < 4r}. Comme la fonetion arg(z—7) est unifor-
mément continue sur Pensemble fermé K x (D' — G,), il existe un &' > 0
tel que

(10)  |arg(ep—m)—argln—m)| <e pour ey, zekK,
]zl——z2}<6’, i=v+1,..,m
done, pour ¢ < é = min(r/2, §'/2),

1 1
(11) E»S’<,’—L('n~v)e, 2y, 2% e L0

A 13 limite on a
largf(z;) —argf(z)] < 9e  pour &,z el’, o< é:

Poscillation de ’argument de f sur L° tend vers zéro avec g.

Soit maintenant L°CD wun arc circulaire quelconque, dont une
extrémité £ appartient & D". Posons Cp = D" ~ {2: |2—{| < r} ot reprenons
le raisonnement précédent jusqu’s la conclusion (9). arg(z—n) sera unifor-
mément continu sur I° x (D"—0,), il existe done un d, > 0 tel que (10)
et (11) pour 2,2 ¢ L% |&—2| <&y, €D —Cp; or

Jargf(z,) —argf(z)| < 9e, f1—2a| < 8o, @, zpell.

Nous en déduisons l’existence de la limite de argf(2) — et de f(z) — pour
(a,) z——>§,z.eL°.

Soit ¢ un élément fron-

9 tiére, représenté par une chaine

[¢3) ‘ circulaire. Conservons les no-

tations du lemme de Carathéo-

dory. Nous pouvons considérer

la fonection f(z) comme conti-

Fig. 3 nue sur chaque 7n; les images

1(g@n) = 1y sont des arcs simples

on des courbes simples fermées. ¢, partage D en g, et D—gs, ln par-

tage donc K = {w: |w|>1} en K, = f(gs) et un domaine complémen-

taive (fig. 3). Knt1 C Ky. .
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Pour n suffisamment grands Poscillation de l’argument (et de la
valeur absolue) de f(2) sur g est arbitrairement petite, car 7»—0; donc
le diamétre An de Ky, égal au diameétre de I, tend vers zéro. La partie
commune des K, se compose alors dun seul point w,eK'. On
a [f(2)—wy| < An, # € gn, done f(z)—>w, pour 2—>G.

Nous posons alors: f(G)=w,. f(G) est maintenant définie pour
G e D*, et pour tout {Gn}C D*, Gu—>GeD* on a [(Gn)—f(G). Mais,
D* ogt partout dense dans D* done f(@) est continue dans D*.

Comme les valeurs de f & P'intérieur de D* (de D) différent en valeur
absolue des valeurs sur les éléments frontiéres, la démonstration de I'uni-
valence peut étre bornée & ces derniers. Soit Gy # Gy, gna—G1y Gna—>Gh;
on peut SUPPOST gny €t gne disjoints. Soit 7, un are siraple dans gu, qui
COupe gnia1 €0 un point seulement, n’ayant quune extrémité commune

avec Iy et Pautre avee lnyyy (n=1,2,..) (fig. 4). 4= JlLu ne sera
peut-étre pas un arc; mais f(4,) le sera, si nous le terminons par le point
f(@). Nous construisons ainsi 1, et joignons les extrémités de A, et 1,
par un arc convenable 1, C D. 4, 4, et A, forment un ,arc généralisé” 1;
F(4) est un arc proprement dit, ou une courbe simple fermée, qui partage K
en deux domaines K, (borné) et K,. Soit K, = f(D,).

¢y st partagé par 4 en deux arcs, dont 1’un est contenu dans Dy;
désignons-le par la lettre g. Menons la circonférence |z—{| =7, olt { esl
le point d’intersection de ¢ avec D", et lé rayon 7 esi assez petit pour
qu'elle ne ccupe ¢y ni gy. Soit ¢ l'axc de cette circonférence ayant
un point commun avec ¢ et contenu dans Dy, sauf ges extrémités. Si
F(6G1) = f(Gy), f(2) est une courbe fermée et K, a un seul point w, sur K.
Bi 2 e¢® &8, nous avons |f(z)|—1, f(2,) € Ky, done fle)—wy; si
% €@y 2—>Ly, on & aussi f(g)—>w,. Nous allons montrer que ces limitos
Sont bien distinetes, done f(G) # f(Gy).

La démonstration se trcuverait facilitée, si € était un ,,intervalle”’
da T'axe réel, contenant le point & Pinfini. Cette situation pouvant &tre
obtenue de la précédente par une homographie, supposons que & et &y
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solent les points d’intersection de D" avec 1’axe réel, le premier et le dernier
respectivement en suivant cet axe (fig. 5). Soient 2z, < {;, 2, > {; deux
points de ’axe réel. Joignons-les par un arc L C D, contenu dans le demi-
plan intériear. On a sur L la relation
(6) pour des branches uniformes et -con-
tinues des arguments. Je dis que, pour
nel, .

(12) 0 < arg(zy—n)—arg(s—n) < 2x.

En effet, pour % =4¢; ces inégalités
sont matisfaites. Pour quune d’elles t
devienne fausse, la différence (12) doit
8tre égale & 0 ou 2= pour un %' D,
comme fonction continue sur un en-
semble connexe. Mais ce %' devrait
alors é&tre réel et situé en dehors de l'intervalle (z,%), donc %' ¢ D"
Choisissons maintenant un ¢ ¢ D° pour lequel |[iml| =2¢>0 (le
cas trivial exclu), et soit O,= D" n {z: |2—{| <0}, Pour 5eC, et
2 eh—1,80, # el lat+1) (donc dans un ensemble fermé) la dif-
férence (12) est continue et elle y atteint un maximum M et un mi-
nimum m. Ces extrémes satisfont & (12), il existe donc un a> 0 tel
que pour 7 e C,

Fig. &

a < arg(e,—n)—arg(z—n) < 2x—a.

Soit, comme au début, 7, ..., 7, € Cp; on a alors, en tenant compte
de (12):
1 n
ay ay
w s ;Zarg(zz“ n)—arg(n—m) < 2r— .
=1

On sait que »/n > 6 > 0 pour n suffisamment grands (cf. (4)); & la limite
on aura

af < argf(z) —argf(z,) <2n—ab, al>0.

Pour z,—&,, 2—>L, nous concluons que f(£;) # f(S,)-

11 reste & prouver que chaque point de XK' est 'image d’un élément
frontitre G e D*— D*. Soit wye K', wa—>w,y, waeK. wn sont des valeurs
de f, s = f(2n). Prenons une suite partielle 2s, convergente vers un
élément G sur D. L’élément @ ne peut pas étre intérieur (on aurait
f(#n,) > € K), il est done un élément frontidre et f(@) = w,. La démon-
stration est ainsi achevée.


GUEST


224 W. Kleiner

Travaux cités

[1] C. Carathéodory, Uber die Begrenzung oinfach zusammenhdngender Be-
reiche, Math. Ann. 73 (1913), p. 323-370.

[2] F. Leja, Sur les suites de polyndmes, les en
Ann. Soc. Pol. de Math. 12 (1933), p. 57-71.

[3] — Sur une suite de polynd et la représentation conforme d'un domaine plan
quelconque sur le cerole, Ann. Soc. Pol. de Math. 14 (1935), p. 116-134.

[4] — Sur les suiles de polyndmes et lo fonction de Groon généralisée I, Ann. Soe.
Pol. de Math. 18 (1945), p. 4-11.

[6] 8. Mazurkiewioz, Uber die Definition der Primenden, Fund. Math. 26 (1836),
p. 273-279.

27

fermés et la fonction de Green,

Regu par la Rédaction le 31. 10. 1960

icm®

ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XI (1962) .

Remark on a certain theorem of H. J. Bremermann
by J. Gorsxr (Krakéw)

In paper [1] H. J. Bremermann proved the following theorem:

Let D be a bounded psendo-convex domain in the space of # complex
variables z = {21, 2 ..., Za} of the form D = {#|V (2) < 0}, ¥ (2) continuous
in a neighborhood of D. Then the generalized Dirichlet problem is possible
for the upper envelope @(2) of L{D,b(2)} (L{D,b(z)} is the class of
functions that are plurisubharmonie in a neighborhood of D and smaller
or equal to the boundary values b(z) whereveér these are prescribed)
and arbitrary continuous boundary values b(z) if and only if the
boundary values b(z) are prescribed on and only on the Silov boundary
8(D) of D.

The 8lov boundary 8(D) of a domain D is the smallest closed subset
of the boundary D" such that for every function f(z) holomorphic in D
and continuous in D we have |f{|< M in D if [f| < M on 8(D).

A real valued function V(2) is plurisubharmonic in a domain D if
and only if the following conditions are satisfied: (i) —oo <V (2) < oo,
(ii) ¥ (2) is upper semi-continuous, (iii) the restriction of ¥ (2) to any analytie
plane E = {z|z = #,+ Aa} is subbarmonic in the intersection HD.

The present note is the generalization of the theorem mentioned
above when D is an arbitrary bounded domain and 8*(D) is the smallest
closed subset of the boundary of D such that for every function V(z)
plurisubharmonic in D and continuous in Dis V{z) < M in DitV(s) < M
on 8*(D). The existence and uniqueness of S*D) is given in [2]. .

For the sake of brevity we denote by M the class of all pluri-
subharmonic functions w(z), 2 e D, continuous in D = D+D" and
< b(2) on D, where b(z) is an arbitrary continuous funection defined
on D. . ‘

From the definition of 8%(D) the proposition follows immediately:

(P) For every point 2, e *D) and for every neighborhood 0(z,) of 2,
there exists a function plurisubharmonic in D, continuous in D
such that V(z) < M in D—0(z) and V() > M in some points of
D O(z). : .
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