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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XI (1961)

Sur une propriété des distributions restreintes
des points extrémaux

- par B. SzaFrskr (Krakéw)

Introduction. Considérons un espace métrique arbitraire B. Nous
désignerons les points de cet espace par p,q,, ¥, .. Soit w(®,y) une
fonction continue du couple de points @,y telle que w(z,y) = w(y, 2),
w(®,y) > 0. Désignons par B,, B, deux ensembles compacts et disjoints
de lespace R, Soit B = B,+FB,. Considérons les systémes de % points
arbitraires de l’ensemble B
(1) p(n) = {Py Day o0y Days -3 Pat

et supposons que a, de ces points, par exemple les points py, ..., Pa,,
appartiennent & B, et Po,t1, ..., Ps appartiennent & F,. On désigne ict
par a, un nombre entier de l'intervalle (1, n)>. Supposons que

lim aa/n = a.
N—»00

Lorsque les points (1) varient dans F de maniére que les points py, ..., Pa,
appartiennent % F, et Pa,41, ..., P» appartiennent & F,, Pexpression

viw) = [] o,

1Ki<k<n

atteint sa valewr maximale pour un systéme de points

g™ = {1y -+ ¢n}

(aeBy, t=1,..,0s; gi€By %=an+1,..,n). Nous appellerons le
systéme ¢ mime yystéme extrémal restreint des points de ’ensemble B
dans le rapport a relativement & la fonction w(z,y).

On sait [1] que la moyenne géométrique

v gon/6)
converge vers une limite non négative
tim (7 (g8 = 0@, 0, ) = o(B)
Nn->00
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108 B. Szafirski

dite écart restreint de l’ensemble E dams le rapport a et relativement
3 1a fonction w(z, ¥). Dans la suite nous omettrons souvent les mots ,,dang
le rapport o et relativement & la fonction o(z,y)”.

Dans le cas particulier olt a =0 ou bien a =1, cet écart se réduit
3 Décart libre [4] de Vensemble H, ou F, respectivement par rapport
4 la fonction w{w,y).

Dans la suite nous nous bornerons & considérer les espaces eucli-
diens R, ot R, 4 deux ou trois dimensions et quelques fonctions particuliéres

Au § 1 nous considérons le cas oL R est le plan B, et w(a, y) = |#—y|.
T’écart restreint de ’ensemble B par rapport & cette fonetion sera désigné
par d=d(B, ). A la suite des systémes extrémaux nous associerons
une suite de fonctions. Sous la condition d> 0 Ia limite de cette suite
est égale & une constante C; lorsque s By et & une constante O, lorsque
@€ B,. Les nombres O, et O, sont en général différents. Nous allons voir
comment ces constantes dépendent dé F et de . Nous indiquerons quel-
ques applications des résultats obtenus & la théorie de la représentation
conforme d’un domaine multiplement connexe.

Le § 2 est consacré aux problémes analogues pour l'espace R, et la
fonction wy(x,y) =exp{~1/|lz=y|}.

§ 1. Soit B = E,+E, la frontitre d’un domaine doublement con-
nexe D contenant le point # = co. Nous supposons qu’aucun des conti-
nues By, ¢ = 1,2, n'est dégénéré. Désignons par

(2) 7™ = {1y «ery N}

le mime gystéme restreint des points extrémaux de ’énsemble E par rapport
4 la fonction w(z,y) = |z—y|. Soit 4 un ensemble borelien queleonque
et 80it ua(d) = ta 1a, dlsmbutxon de la masse umté sur F, définie par les
formules

pa(4) ={

0, si 4 ne contient aucun des points extrémaux (2),
kfn, si A contient % points extrémaux .

On démontre [2] que la suite ua(4) converge vers une limite u(4) dite
distribution extrémale et restreinte (dans le rapport a) de la magse unité
dans B. Elle satisfait aux conditions

wB)=a, p(B)=1—a.
On peut démontrer [2] que
1 t 1
A logm —-EfEJ logl—a:y—ldydy {flog‘ dada s

quelle que soit la répartition restréinte o de I ‘masse unité dans E.
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Formons les moyennes

Dt = VLan( B} N1y ey o) = [ n Am— nkﬂ?/au(a,,—-l),
1<i<k<a, N
V.00 = Va,{ B Napiry vovy M) = [ H fmi— ﬂkljﬂm_%x”—éﬂ-n,
aptI<i<k<n
anp n
V12,05 = Vigan( B3 Ny veey ) = [ H n lm-— nkl]ll%(n—a").
i=1k=ap+1

I

Levme. Les suites {v10,}, {Ds,0,}, {V12,0,} -CONOVErgent.
Démonstration. Pour la premiére de ces moyennes on a

an

’”1.an=[ l 1 l’?i—
ik=1
1%k

1/ag(ag~1)
x|

et

s
log —
g"lan “n(“ﬂ 1y 2’ g]’h—'ﬂkl

i,k 1
i#k

Soit m un entier fixe, madis quelconque. Désignons par [|[z—y|ln la
fonetion suivante:

r— lorsque
T {' yl lorsq
m lorsque

lo—y|>m,
Iw"yl <m, ‘

et par [vy4,]s le produit

(oseln =[] Ume—mia]™.

1i<k<an
On obtient alors

lo g ..1_
[Dl,ﬂn]m

an(an— 1) Z g[ln«—ml]m
1#14

1, 1
= tn(on— 1)22 g[!m—nkllm %

=1 k=1
n? 1 1
m— log e Ay — - log .
a..(a,.—ni[ Ef Elo—glm " @ Em

En passant & la limite lorsque # tend vers l'infini on obtient

. 1 1 1
lim log —— == log———dud,
i T Ef Elf o~y

8#
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et, lorsque m—0, on a

1 1 1
8) log2 = fflog—-m'w_yl dudy
t h B
= lim ¥y,q,,.
N0

On peut démontrer de la méme fagon que les limites des suites
{V2,0n}) {P12,0,} ©€Xistent et que

olt 7

log ﬂ”jJIOglw y|d,udy.

at
= = d,
(4) log 1012 llﬂ f} log —=~ !w d:“ oy
olL 7, et vy, désignent respectivement les limites des suites {V3,0,} O {V1g,0n}
et f=1—a. .

Formons la suite de fonctions

n
. i
&u(0) ={[ [ 1o—nl|"™
=1
ol # désigne un point quelconque de l’ensemble R,~—E. On a alors
log®a(®) =w210glw 7l = Jloglw ¥\ dp -
i=1
La suite {u.} étant convergente, la limite lim Pn(x) existe; posons
n—>00
(5) lim @y(2) = &(2) = exp { [ log|o—y|du} .
N0 B
M. J. Gorski a démontré {2] que
0, lorsque 4 J
) Qi(a,-)_—_{ A ‘01squc cel B,,
C, lorsque wel,H,,

ot Cy, C, sont des constantes et E, est le noyau de la masse dans la
distribution p.

Dans la suite nous étudierons la dépendance entre ces constantes,
les ensembles FE,, B, et le nombre a. D’aprés (5) on a

—log® () = flOgrw flOglw yldl-"i J]'Og?w Id/*‘:
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d’od, d’aprés (3), (4), résulte 1'égalité
i 1 3 1
- flogdi(m)dy = flog-—-—d,udy + log———dudu

1 1
= atlog— =
I ogv1 +aﬂ]og”12.
D’aprés (6) on a
1,1 1
alogﬁ1 = a 10;35,—0—1 +aﬁlog”—m,
d’ont il résulte que
Oy =15+ ’Uez .
On obtient de méme 1’égalité
= @g Vg .
Considérons la suite de fonetions

n

o= e[ -

7=1 .

]ml n=1,2,..

olt 6, sont des nombres réels choisis de maniére qu'on ait, en un point
z, arbitrairement choisi en dehors de E

Pul®y) > 0 .

Dans le cas a= %, on démontre [2]: 1° que la suite gu(w) est uniformé-
ment convergente dans chaque ensemble fermé contenu dans D. Dé-
signons la fonction limite par ¢(x); 2° que la fonction [p(#)]® effectue la
représentation conforme du domaine D,, dont la frontidre est égale au
noyau de la masse unité dans la distribution u, sur une surface rieman-
nienne composée i l'extérienur de deux cercles concentriques.

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent de complé-
ter 1° et 2° par le proposition suivante: :

Les rayons des deuxw cercles domt il est question sous 2°, sonmt:
7y = exp{— 2010}, 7, = exp {— 203" -0}f}.

Dans le cas ou r, = 73, cette fonction donne la représentation con-
forme du domaine D sur Pextérieur du cercle |w| = 7, doublement couvert.

Il est & remarquer que des modifications faciles des raisonnements
précédents permettent d’étendre tous ces résultats au cas plus général
01‘1 I est la some de m > 2 continus.

§ 2. Soit B = B,+ B, la frontidre d’un domaine De(E) de l’espace
% 3 dimensions, non borné et contenant le point & I'infini. Supposons que
la capacité d(F;) de chaque ensemble ¥, j ==1, 2, soit positive.
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Désignons par
(7) g™ = {¢1) qn}

le mime gystéme restreint des points extrémaux de l'ensemble E par rap-
port & la fonction

(8) wo(®, y) = exp {— 15%7!}

L'écart restreint de ’ensemble B par rapport & la fonction (8) sera désigné
par D(E, a). Au nt™ gystéme extrémal on peut associer (cf. §1) une
certaine distribution p, de la masse unité sur I’ensemble E. De la méme
fagon qu'au § 1 on obtient, pour la distribution limite u et pour une
distribution arbitraire ¢, les inégalités

logﬁjjgl'ﬁ.ﬁ:]gfi{rgi—mdudﬂ iglw_iﬂd“d”'

De plus, on peut démontrer I'existence des limites des suites

Dy, = [ n o(gs, Qk)]il(azn) y Do, = [ n wo(gss !lk)]d(”;%) ’

1<i<k<ay ant+li<i<kan

m  n
Dip,ay = [ H ” wo(ds, Qk)]”%(n-aﬂ) .

i=1 k=ay+1
Posons

YimDyg, =Dy, limDy, =D;, LmDy,, =Dy,.
N~>00 n—»c0 n—>00

Considérons encore la suite de fonctions

AC | (Y m—— i

=1
d’ott il suit, comme dans le §1, que

gt =3 L[ 1 g
Glo)  mgdfo—al ) o=yl

On démontre [3] que la suite ws converge vers une limite . Désignons

par E, le noyau de la masse unité dans la distribution gz M. J. Gérski

a démontré [3] que la suite Pu(2) converge vers une limite P(xz), égale

4 une constante Oy lorsque « € F, B, et & une constante 0, lorsque @ ¢ B, B,
En appliquant la méthode du §1 on obtient enfin les égalités:

01 = D?-sz ’ Cs = -DgD;a .
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