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Changing the order of summation is correet because ¢ > 0 and because
of the absolute convergence of the series

Z|s[(] [+1)...(]s|+ &) 1
n+a" i (f+1)! (n—l—a)k“

LS|

> "1 o\-lsl
- Sttt

Since the series in the right-hand side of (3) is convergent for all
values of s, the formula is proved by the method of analytic extensions.
For w =1,4%=0,a =1 we obtain from (1) the Landau formula (see [1]).
Formula (3) may serve for an analytic extension of Hurwitz function
to the whole complex plane.

Let us consider the second series (which is also convergent for all
values of s):
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Hs+j+1,a,0)}
(i=—1,0,1,..).

The proof of (4) is analogous to the proof of (3), and we shall omit it.

For w=1,i=—1,0=1 we obtain the formula of Ramasvami
(see [1]).
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Sur les domaines de transitivité d’un groupe de
transformations

par 3. GOLAB et E. Stwek (Krakéw)

§ 1. Introduction. Soit dans l’espace X, dont nous désignerons
les éléments par =x, y, ..., un groupe G de transformations

(1) = (=, p),

ou la lettre p désigne certains paramétres pi, ps, ..., Pg. Supposons que
pour chaque p la transformation (1) soit définie dans P'espace X tout
entier.

Considérons le cas général ol le groupe G n’est pas transitif, c’est-
a-dire, pour un point x fixe, 'ensemble de toutes les images f(x, p) de ce
point n’épuise pas tout l’espace X. Posons pour un point x

T (x) & g {Zply = f (=, P)1}

L’ensemble T(x) est composé de toutes les images de Pélément x pour
toutes les transformations du groupe @ (1). Considérons deux ensembles
T (xy) et T(x,) correspondant & différents éléments x, et x, de Pespace X.
11 est facile de montrer que ces ensembles ne peuvent étre qu’identiques
ou disjoints. On peut donc décomposer I'espace X en couches disjointes

T(=x)
X =T(x)

Nous appellerons les couches T(x) domaines de transitivité du groupe @,
car dans chaque couche T(x) le groupe G est déja transitif.

8i le groupe G est transitif (par exemple si ¢ est le groupe affine
général) Vespace X forme une seule couche. Si, par exemple, G est le
groupe centro-affine, alors il n’est pas transitif et Pespace X se décompose
en deux couches: I'une d’elles ne contient gu'un seul point (le centre),
Tautre tout le reste. )

(1) Lie et Engel appellent les ensembles T (x) die kleinsten invarianten Mannig-
faltigheiten (Theorie der Transformationsgruppen I, p. 224).
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11 en résulte quon peut transformer les vecteurs non nuls (contra- ou
covariants) d'une fagon arbitraire, ¢’est-h-dire on peut toujours trouver
un systéme de cordonnées dans lequel les composantes d’un veeteur fixe
non nul prennent des valeurs données.

La considération des tenseurs d’ordre plus élevé conduit au probléme
pon trivial consistant & déterminer les domaines de transitivité de certaing
groupes. Ce probléme conduit & celui de D'existence des solutions d’un
systéme d’équations algébriques et il se complique pour les espaces réels.

Le but de cette note est de donner la décomposition de Pespace X,
& quatre dimensions, des tenseurs mixtes de 'espace & deux dimensions,
en domaines de transitivité par rapport aun groupe G, de transformations
des composantes de ces tenseurs.

Nous supposons réel Pespace dans lequel nous considérons les tensenrs
et, par conséquent, les composantes Tf, du tenseur ainsi que les para-
métres p du groupe G, sont réels. L’étude d’autres types de tenseurs
dun second ordre fera ’objet d'un travail du second des auteurs.

Le probléme de la détermination des domaines de transitivité pour
les espaces de tenseurs s’est posé & ’occasion de la recherche des comitants
algébriques des tenseurs. Les applications seront étudides dans un travail
du premier des auteurs.

§ % Désignons par (y, @, @y, @) (0l @y = T}, @y = TS, my = 1%,
xz, = T3) les coordonnées d'un point x ¢ X;. En considérant la loi de
transformation des composantes dun tenseur mixte 1’2:

15 = ThAY Al
et en désignant par (e, B,y,0) (oli: a =AY, = A,y = A7, 6=43})
les paramétres du groupe G,, nous pouvons mettre la formule (1) sous la
forme suivante:
(ad—PBy)yy =  ad®— ay@,+ féxs— By,
(ad— By)ys = — afw, + a2, — fPos+ afiz,
- (ad—pY)ys = pom, — Y0y + *my— ylm,
(@d— By) Yy = — By, + aym,— podwy + adw, .

On sait bien que la trace o(x) = #, -+, de la matrice:

Ty @y
L . &y Xy
aingi que son déterminant:
W{(x) = B2y — Dyl

(2)

gont les. comitants scalaires (invariants) du tenseur Z‘ﬁ, Par conséquent
les égalités:

(3) oly)=o0lx), oly)= o)
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sont les conditions nécessaires d’existence d’une solution du systéme
d’équations (2) par rapport a «, B, v, 0, telle que

(4) AL gs—By #0

(cette restriction résulte de la définition du groupe Gy).

II sensuit qwil existe, pour chaque domaine de transitivité T (x),
des nombres ¢, et ¢, tels que T(x)C H(ey, ¢.), ol Hey, &) désigne une
surface & deux dimensions, plongée dans D’espace X, et définie par les
équations:

olx) =¢, x)=20¢.

11 reste, donc & examiner quelles sont, parmi les surfaces H ey, ¢,), celles
qui forment des domaines de transitivité et celles qui se décomposent
en plusieurs domaines de transitivité. Dans ce but il suffit d’examiner
Texistence des solutions du systéme (2), en supposant que les données
2; et y; sont liées par (3). Remarquons encore que, d’aprés la premiére
des égalités (3), la quatritme équation du systéme (2) est équivalente
3 la premidre et que, par suite, le systéme (2) se réduit au systéme de
trois équations:

Ay, = abm— ay®,+ foxs— By,
(8) Ay, = — apw, + o¥wy— pPas+ afy

Ayy = ydwy — Y2+ 025 — o, .

Le systéme (5) étant homogeéne il suffit de chercher des solutions, par
rapport & a, f8, v, 6, satisfaisant & la condition:

a B
y 0

§ 3. Nous décomposons l'espace X, en ensembles disjoints H(o;, ¢a)

(6) 4= lzil.

X4=2H(01702)1 —oo< < oo, —00< < 0.
C1,C2
THEOREME. Toul ensemble H(cy, 65), tel que —oo < 6 < 00 —00 << 6y
< oo et ¢y 5 03/4, est un domaine de transitivité. Tout ensemble H (o, 3/4),
ol —oo < ¢, < oo, 86 compose de deuw domaines de transitivité, Pun & eun
ne contenant qu'un Sewl point x°(6) = (¢/2,0,0, ¢[2), Vautre contenant
tout le reste H(cy, ci/d)—x°(0;).
Démonstration. Nous considérons les eas suivants:
I =0, 6 =0,
L e=cd, 6 #0,
ML <4, —oo<o <oo.
IV. > cjd, —co<e<oo.
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I. Pour démontrer que H(0,0) se compose de deux domaines de
transitivité, & savoir du point x°(0) = (0, 0,0, 0) et du reste, choisissons
dans le reste le point x; = (0,1, 0, 0). En subh‘rnumm x = x; dans (3) on
obtient:

(7) ay = —dy;, =AYy, Y =-—dy;.
)

1l g’agit de montrer que pour y e H(0, 0) et y = «°(0) le systéme (7)
n’admet pas de solutions satisfaisant & la condition (4) et que, pour
y e H(0,0) et y = x°0), le systéme (7) admet toujours des solutions
satisfaisant & la condition (6). La condition y e H (0, 0) preud la forme:

(8) Yittays = 0.
Si y = «°(0), on a daprdés (7):
a=7y=0,
ce qui reste en contradiction avec (4).

Si y 5 2%(0), on a, en vertu de (8), yi+yi> 0. Dans ce cas lo sy-
stéme (7) admet les solutions suivantes:

a=—sgysghl v, B=Vinl, v=Vnl,

—sgyl( /l——l+ng»| l:f/sl)

pour y, # 0, et:

’ 7’:1’1-:7/377 ==

2

pour y, = 0, qui satisfont & la condition (6); nous posons

—1 pouwr a<?0,
sgavqg 0 pour a=90,
1 pour a>0.

En substituant x = x°(0) et y = x°(0) dans (3) il est facile de voir
que le point x°(0) forme un domaine de transitivité.

II. Considérons l’ensemble H(c,, ci/4) tel que ¢, 5= 0. Il ext facile
de vérifier que le point x°(¢;) = (¢4/2,0,0 c,/ )y e H{ey, ¢}/4) forme un
domaine de transitivité. Choisissons dans I{ (01, A1) Te point x(0;) # 2°(e,)
de coordonnées

®(61) = (01y €f2, —ey/2, 0)

Il s’agit de montrer que le mystéme d’équations (5) admet pour
x=2%(01), yeH(e;,crf4), y# x°(ey), €, 5 0, des solutions telles que 4 5 0.
Aprés la substitution x = xy(¢,) le systéme (5) prend la forme:

24
9)  2a0—ay—po ='“0"‘J1, (a=B)P ="y, (y— 3)22“” ‘./a
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et la condition y e H{ey, ¢j/4) devient:

" (10) (/21124 Yays = 0 .

Par la substitution:
a=U, f=w—Uy, Y=uUy, 6= U,
le systéme (9) prend la forme plus simple

o ) 24 (e, s 24 2 )
() Uglhy = —— N5 — Y1)y U2 =—""VYp, Uz=——"—1f
€y \2 vy (6}

et on a:
A = Ugly— Uy, .

Puisque y # a°(cy), on a daprés (10): ys+y; > 0.
Pour ¥, = 0, le systéme (9') a les solutions suivantes:

Uy = F/;[ ;U= hgl/z-l// |‘(l? 5 Uy =8E ('6721‘ - ?/1) ]/ |ICZT[ ’

g(e/2—yy)
88Ys

[

l|y3|7

Uy = 80 ]/1 al

qui satisfont & la econdition (6), puisque
A = Uglty— Uty = SLY,88 ¢ = +1.
Pour 9, = 0, y; # 0, le systéme (9') admet les solutions:
|6l $8Ys + /2[4
Uy = N Uy =0 ng =1 uy ===/ —==,
! ] 21ys]’ : ’ : ’ T sge (]

On a aussi
= — Uy = —SEYsSE G = 1,

done les solutions satisfont & la condition (6).
III. Considérons dans l'ensemble H(c,, ¢), ol ¢, < ¢i/4, le point
x40y, ;) de coordonnées:

w01y 6) = (02,1, 8, €4/2)
ol ¢ est choisi de telle maniére que
1>0 et B=1q¢/d—0o.

Supposons encore que y soit un point arbitraire de H (e, 6,); alors le
systeme d’équations (5) prend la forme:

4 a4 A4
) w-p=7(3-n), e-p=fu, #-r=fu
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et 1 condition y e H({ey, ¢;) devient:
(12) (62— Y2+ Yals =17

Cherchons des solutions du systéme d’équations (11) telles que 4 = 5(y)
(désigné dans la suite simplement par 7), ol

o Ply)=1.
Par la substitution:
Uy Uy Uy Uy gy 5 Uy — Uy
=75 ﬂ— 5 ! = 5 ; 0 = =,
2 ) 2 2

le systéme (11) se transforme en systéme:

29

, ¢ 7 9
(11") Uty — Uglly = = (yl— §l> , Aty = -t-/- Yoo  Uglhy = il Vs

et on a:
A = F(ugttg + wy0) .
Pour y, = 0 on a, daprds (12):

Yh—0c/2=1¢, ol 2=1.

Posons, pour & = 1:

Up=1, Up=hft, U=0, =2

et pour ¢ = —1:
U= Yolty, Uy=1,

Ug =2, ay=0.

Dans ces deux cas les 1, 4y, 4, 1, satisfont au systéme d’équations (11')
ainsi qu’s la condition:

A = F(ugttg +unty) =17 .

Si yy #% 0, substituons dans (11'):

; Uy =2yfRy, Up=12y, Ug=1, U =2 (2 F#~DO0)
d’olt il suit:
" 29 G ol 7
(11" Ay = 7‘7 (%_‘?jl): 2Ry = _.%./_q, 8y = tl'./s
et ’
A=Yz +a) .

Maintenant il suffit de résoudre le systéme composé des deux premidres
équations du systéme (11”). Ce systéme se réduit & une équation, soit:

A2 (.1/1— %‘)—M—“ =0

Ly
par
14

spe gt . .
Transitivité d’un groupe de transformations

“qui admet, d'aprés (12), deux solutions réelles:

af = g <g/, - fél) +1 (avlors =1 (;1/1—— %1) + 1)
et
? ¢ ¥ €1
a* =t—](y1— 53)—1 <a101*s 2 = —?7(?/1*_21),‘1)_

Ainsi

A= F(E ) =1, A% =3+ =—1.

IV. Considérons dans l'ensemble H(cy, ¢;), oll ¢, > ¢ijd, le point
x,(ey, 65) de coordonnées:

x40y C) = (€2/2,1, — 1, 6/2)
ou
t="Ve,—6ifd.
Supposons encore que y soit un point -arbitraire de H (e, ¢); alors le
systéme d’équations (9) prend la forme:

4 (e A 4
(13) “V'{"‘ﬂ‘s:?(%-?h), aa'\k'ﬂz:??lzy ?24‘52:"‘?'!/3

et la condition y e H (¢, ¢;) devient
(14) (62— Y12+ Yoty = —1*.
Le systéme (13) ne peut avoir des solutions réelles que pour
54 = 8gYy = —8gYs,
mais, d’aprés la condition (14), on doit avoir
Yol < 0
et nous pouvons chercher des solutions du systéme (13) telles que:

4 = 88y, = —5gYs .
Par la substitution:

y="da, o=2ux8,
le systéme (13) se transforme en systéme:

(13") Ja®+xf? = WS%?IE(%— .lh): @R = Lz;il,

et on a:

P2 4 3f2 = B?i

A= af(x—19).
En posant dans (13'):
vk G/2—1
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et en supposant que 9 # v/y,, nous obtiendrons pour » lexpression:

D0+ Y3

n =
DYa— v

Maintenant, & partic du systéme (13%), nous pouvons caleuler «? eof f2,
qui s'expriment par les formules:

158,
m(9)’

2= ('?E/z — 0P8 Y
tin () !

2

[25

olt
m (0) L 9y, — 20—y, .
Daprés (14) on a:

m(9) %0  powr -—-oco<li# < co,
et par suite:

sgm(9) = sgy, .
Les expressions:

R 1 Hv -1y,
o=/ =5t = (Yfs— 0 e = et
]/‘m(d‘)[ v B=00 )]/tlm({))[ yo" Hify— 0
(¢ quelconque, mais 9 7 v/y,), satisfont done an systéme Q’équations (13°)
aingl qu’d la condition
A =af(x—9) =sgy,= +1.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.
La décomposition de Pespace X, en domaines de transitivité D(e,, ¢,)
o A . -
et a®(¢;) peut done &re représentée sous la forme suivanto:

5 - \
(13) X= D e+ D D,
—00 0 <X —O0L 00
N —00 <0< 00
ou
Ty =03 =0,
x%(ey): O

By = Ly = =

5 —o00 < ¢ < o0,

—00 << ¢ < oo]

&), Ay = ¢
Dey, c): { PR
By — By == Cy

(16) —00 < ¢y << o0 |

T+ =0,

o)

LG o

D (01: 'I) : B\ — Dolly == ;fy
2 v @

(2, — )"+ a5 +a5 > 0.

—00 < 0 < 00,

Reeu par la Rédaction le 10. 5. 1960
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Sur les domaines de tramsitivité du groupe de trans-
formations des composantes d’un tenseur covariant du
second ordre

par E. Siwek (Krakéw)

§ 1. Introduction. Dans la mnote [1] nous avons considéré la
notion générale de décomposition d’un espace d’objets géométriques d’un
type donné en domaines de transitivité, ainsi que la décomposition dans
le cas particulier ol 'objet géométrique est un tenseur mixte de Pespace
A deux dimensions.

Le but de la présente note est d’étudier le cas d’un tenseur co-
raviant ay, du second ordre de l'espace & deux dimensions. Dans le cas
Qun tensewr contravariant la méthode et les résultats sont tout & fait
analogues.

§ 2. Un tenseur ay dé Pespace & deux dimensions (est-d-dire les
indlices parcourent les valeurs: 2 =1,2;u=1,2) possede quatre compo-

santes dont la matrice
ay Gy
(G

se iransforme, dans un changement du systéme de coordonnées, d’aprés
la formule:

A
1) Ay = Ay Aoy, .
(4% 2 agYag", ot £ sont les coordonnées d’un point de lespace dans lequel
nous considérons le tenseur ay, ot & gsont les coordonnées du méme

point dans le nouveau systoéme).
Admettons les notations suivantes:

x = (@1, %o, T, Tq)
W (x) = 0, — B3 »

Ty = Oy, D= Oyn,
a=AdY, B=A4A¥y,

et congidérons lespace X, (dit espace des composantes du tenseur as)
de tous les points x de coordonnées réelles @y, ..., Zs- Soient

By =gy y Ty = Opa,

2

y=A}, 0=A45,

(2) e

a f
y 5l¢0


GUEST




