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Uber zuldssige Anfangswertaufgaben fiir quasi lineare
partielle Differentialgleichungssysteme erster Ordnung
mit einer unbekannten Funktion

von M. BURNAT (Warszawa)

Fiir das Gleichungssystem

n
& y ou
L) W= Z O (B coey Ty U) 5 — A (1, ey Ty w) =0,
‘"

=1
v=1,2,...,k, 1<k<n
kann man folgende Anfangswertaufgaben stellen:
a) Auf einer n—1 dimensionalen Mannigfaltigkeit

Bny (@ = Bulsy; wey Snm1), p=1,2, .., 1)
soll die Losung u die Anfangsbedingung
(2) W(Py(815 -y Snmt)y wors P81y oy Sna)) = P81y eey Sns)

erfiillen.

b) Auf einer n— % dimensionalen Mannigfaltigkeit S,_ ist die Losung
u vorgegeben. :

Es ist bekannt, daB die Aufgabe b) korrekt gestellt ist (1), das heilt
immer eine Losung besitzt, welche stetig von der Anfangsbedingung
aghingb, Im Gegensatz dazu ist die Aufgabe a) nicht fiir jede Anfangs-
bedingung (2) losbar. Es kommt aber in manchen Fallen vor, dafl wir
wissen wollen welche Anfangswertaufgaben a) fir das System (1) losbar
gsind. Solche Aufgaben werden wir fir das System (1) zullissig nennen.
Als Beispiel kann uns folgende Aufgabe dienen.

Betrachten wir das Gleichungssystem:

k n
, ou, ( ’
(3) z 2 af‘f)(mh vy Ty uly'--’uk)%_v‘=a‘m<wli “'ymni“u'“:q’(’k)i
(Z
v=1 p=1

p=1,2,.,k.

(1) Siehe [1], Seite 79-84.
10%
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Um einige Losungen des Systems (3) zu erhalten, kénnen wir uns

auf die Klasge vON U@y, «wny Tn)y oy U2y, --v, Tn) Deschriinken, fiir welche
Funktionen fy(2), ..., fr—1(2) existieren, so daB
(4) = filu), 1=1,2,.,k—1.

Wenn wir jetzt (4) in (3) einsetzen, dann bekommst (3) die Gestalt (1)
mit einer unbekannten Funktion wug:
- 2
uy,
(5) be}” (Zyy orny Ty u'k)gx—% PP (@, ey By i), P=1,2,..,k.
"
=1
Im Falle wenn die Anfangswertaufgabe a) fiir das System (5) zuldissig
ist, kann die Auflosung des Systems (3) auf die Auflésung einer Gleichung
erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion zuriickgefithrt werden.
Die genannte Klasse (die Klasse der einfachen Wellen, siehe Kap. III)
ist recht eng. Fithren wir aber in (3), mit Hilfe

6) “D:um(yu“-y?/n;”1;-'-a7’k)’ p=1,2,..,k,
xuzwu(yli'"af'/"b)r :“:1?2;“'7%
neue Verdinderliche und neue unbekannte Funktionen v, ..., v ein, dann

erhilt man im allgemeinen fiir jede Transformation (6) eine wesentlich
neue Klasse von Losungen des Systems (3) (siehe Schluffbemerkung).
In diesem Sienne scheint die angegebene Klasse recht breit zu sein. Es
entsteht die Frage, wie weit man auf diesem Wege alle Lésungen von (3)
bekommen kann.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, manche Kriterien der Zuléssig-
keit der Aufgabe a) fir das System (1) anzugeben. Die Arbeit besteht
aus drei Teilen und einer SchluBbemerkung. Im Kap. I geben wir die
Bezeichnungen und einige einfache Hilfssitze an. Im Kap. IT beschiftigen
wir uns mit der Zuldssigkeit der Aufgabe a). Die erhaltenen Resultate sind
von lokalem Charakter. Kapitel ITI ist einigen aerodynamischen Anwen-
dungen gewidmet. In der SchluBbemerkung wird die Tragweite unserer
Kriterien besprochen und es werden einige weitere offene Probleme gestellt.

Am SchluB mochte ich Herrn J. Bonder fiir die zahlreichen Dis-

kussionen, welche in meiner Arbeit eine fundamentale Rolle spielten,
herzlichen Dank ausdriicken. Es ist auch meine Pflicht Herrn J. Szargki
fiir seine gehr eingehenden Bemerkungen zu danken.

1. Voraussetzungen und Hilfsbemerkungen

Wir betrachten in einem #-dimensionalen Raume (p,, ..., pn) m-di-
mensionale glatte Mannigfaltigkeiten (m < n).

‘Wenn eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M, auf einer %-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit Ny liegt (m < k), dann schreiben wir M, C Ny.
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Eine Schar von Mannigfaltigkeiten welche von Parametern (uy, ..., )
abhingt, bezeichnen wir durch M) oder kurz durch MY,

Wenn eine Schar M{-** und eine Mannigfaltigkeit N, (k < m)
gegeben ist, fiir welche:

1) M C N, tir jedes (u);

2) durch jeden Punkt von N,, geht genau eine Mannigfaltigkeit der
schar M$; dann sagen wir, daB N, durch die Schar M abgeschichtet ist.

Es sei jetzt ein System von totalen Differentialgleichungen gegeben:

k
() dpi= Dbi(pry s Ba)Aps,  k<n, i=k+1,..,n.

j=1
Die Funktionen
(8) Pi = Di(D1y o5 Pi) 5
sind Losungen des
ops
ap;

t=k+1,...,n.

Systems (7), wenn

(pu ey pk) = bi}(pu oy Presy pk+1(p17 ey pk)y ey pn(ﬁl, '-~1pk)) ?
i=1,2,..,k.

Die Mannigfaltigkeit welche durch (8) dargestellt ist, nennen wir
Integralmannigfaltigkeit des Systems (7).

Wir sagen, da3 das System (7) vollstéindig integrierbar (*) ist, wenn
es eine Schar von Integralmannigfaltigkeiten M{™=## besitzt, welche
den ganzen Raum (p,, ..., ps) abschichten.

Es gilt folgender

SATz (3). Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf das
System von totalen Differentialgleichungen (7) vollstindig integrierbar sei,
lautet (unter der Voraussetzung, daf die by einmal stetig differenzierbar sind)

Ct=k4+1,...,n,

n
‘ ob;, 0b, Y (b, by,
9 Tha ¥ Z(—mb-——”ﬁb'g)=0
(9) s e A op; 8 op; 7 ’
ay,f=1,2,...,k, t=k+1,..,n.

Wir formulieren noch den

HirrssA1z 1. Wenn das System (7) vollstindig integrierbar ist, by einmal
stetig differenzierbar sind wnd by ;(Dyy vy Pn-1,0) =0 (1 =1,2,..., k), dann
ist das System

k
dpi= D) b(Pyy o Puor, 0dpy,  §=k+1, .., n—1
F=1

im Raume (P, ..., Pu—) vollstindig iniegrierbar.

(2) Siehe [2], Seite 26-30, auch [3], [4].
(®) Siehe [2], Seite 26-30, auch [3], [4].
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Der Hilfssatz ist eine einfache Folge der Bedingung (9).

Betrachten wir jetzt das System (1). Die Réume (@, ..., 2,) und
(@, -, %n, w) werden wir entsprechend durch E, und FH,.; bezeichnen.
TFolgende Voraussetzungen werden angenommen:

) Die Koeffizienten al (y, ..., Zn, 4), & (@1, ..., Tn, u) des Systems (1)
besitzen stetige erste Ableitungen.

p) Die charakteristischen Vektoren a® = (a?, ...,
unabhingig und zwar ist:

a?, ™) sind linear

a0 af |
@) e £0.
a® a®

y) Im Raume FE,,, existiert die n—k-+1 parametrige Schar von
Mannigfaltigkeiten H{»*#" welche den Raum F,,; abschichtet, wo
HY charakteristische Mannigfaltigkeiten (4) fiir alle Gleichungen (1,)
(»=1,2,..,s) sind.

Die Voraussetzung y) kann auch in einer anderen Formulierung
angegeben werden, welche mit der obigen gleichbedeutend ist. Auf Grund
der Bedingung (10) kénnen wir ein neues Differentialgleichungssystem

&
TW () = ny,“) (&g vy ny %) L¥ ()

v=1
(11) a
~() U
= E @y (®yy eeey Tn, u)% —3Y (@, e,y Tay ),
»

v=1

(u=1,2,..,%)

bauen, weleches dem System (1) dquivalent ist und dessen charakteristische
Vektoren folgender Gestalt sind:

p=1,2,.. k.

u
~ v
(12) a‘”:(o,...,o,%,o,...,g,d‘f’, ey A9 00),

Daraus folgt, daB die Mannigfaltigkeiten HS’ (wern sie existieren)
folgende parametrische Darstellung zulassen:

s=w (1=1,2,..k)),
By = BBy vy By iy ooy M) (E=k+1, ..., 1),
w = “(mh cooy Ty ZI: wory Ay ppn) -

(5) Siehe [5].
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Wegen (12) sind HY die Integralmannigfaltigkeiten des Systems der
totalen Differentialgleichungen:

k
dx; = Z(Z?‘_)k(asl, ey &y YA,
(13) “
du = Zdﬁf‘lkﬂ(wl, ey Xy )T, .
Hu=1
Die neue Formulierung der Bedingung y) lautet folgend:
v') Das System von totalen Differentialgleichungen (13) soll voll-
stdndig integrierbar sein.

Auf Grund unserer Voraussetzungen o), B8), y) kénnen wir noch
formulieren:

HiLrssATZ 2 (5). Die Mannigfaltigheit Ry, ist dann und nur denn
esne Integralmannigfaliigkeit des Systems (1), wenn sie sich als n—k pare-
metrische Schar von charakteristischen Mannigfaltigheiten HY darstellen lifpt.

Die #n-dimensionale Mannigfaltigkeit R, ist eine Integralmannig-
faltigkeit des Systems (1), wenn ihre tangentialen Richtungen stets alle
charakteristischen Vektoren a® (» =1, 2, ..., k) umfassen.

IL. Zulidssige Anfangswertaufgaben

Die Anfangswertaufgabe a) werden wir folgenderweise formulieren:
es selin B, ., eine n—1 dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit 4,_, gegeben;
man soll eine Integralmannigfaltigkeit R, des Systems (1) finden, so daB
A, 1CRy. A,_, werden wir in der Gestalt

(14) m,,=wy‘(81,...,8n), u=1,2,..,n,
U = U(Sy; .oy Sni)
schreiben. Wenn wir jetzt durch s, ...,s,, die zu 4,_, tangentialen

Vektoren bezeichnen werden, dann gilt der folgende
Sarz 1. Wenn die Voraussetzung «) stattfindet,
<5 8n1].(%)

auf An_, gilt und A,_, zuldssig ist, dann sind auf der Mannigfaltigheit
A,y die Vektoren

al ¢ [sy, ..

a(v)y a(”n), Sy vy Sp—
linear abhingig.

(5) Siehe [5].
) [Wi, ..., Wi] bedeutet den auf W, ..., W, aufgespannten Vektorraum.
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Beweis. Aus der Voraussetzung der Zuldssigkeit von A,_,, folgt
die Existenz einer Integralmannigfaltigkeit des Systems (1) En, so daB
A,_1 C Ry. Bezeichnen wir durch ry, ..., ra die zu R, tangentialen Vektoren.
Dann ist:
v=1,2,..,%

a® e[ryy ..oy T'n]

und auf 4,
: (n=1,2,.,n-1).

Sp€lryy eoey Tl

Zwischen den Vektoren a®,...,a®, s, ..., s,; miissen also jede n-+1,
beliebig gewihlte Vektoren linear abhingig sein. Insbesondere sind

a®, ato, s, .. »=1,2,..,k)
linear abhingig.

Aus dem Beweise folgt auch, daf fir k& die Ungleichung & <n
gelten mul.

Um hinreichende Kriterien der Zulidssigkeit von 4, zu erhalten,
werden wir den folgenden Satz beweisen.

SATZ 2. Wenn wir die Voraussetzungen a), B), y) annehmen, wenn

d’ll:f An—-l

+y Sp—1

a® ¢ sy, ...y Sp_1]
gilt und wenn auf An_, die Vekioren
a® a8, .y 81  (v=1,2,..,k)

linear abhingig sind, dann ist die Anfangswertaufgabe An_, 2uldssig.

Beweis. Fir den Beweis bauen wir eine »-dimensionale Mannig-
faltigkeit A4,, welche fir die Gleichung (1,) nicht charakteristisch ist,
und fiir die: A4, ;C 4dyn, Ay C Byy;. Durch jeden Punkt von A, geht
genau eine Mannigfaltigkeit H{", und der Durchschnitt

..... —k seeesbie,
P;:l T In-k+1) Ay chll n-K+1)

muf fiir jedes (A, ..., An_z+1) nicht leer sein. Aus der Tatsache, daB A,
nicht charakteristisch ist, folgt, daB Pﬁf’_l, k-1 dimensionale Mannig-
faltigkeiten sind.

PP, besitzen noch folgende BEigenschaften:

1) P, sind nichtcharakteristisch fiir die Gleichung (1,,)-

2) Wenn wir durch jéden Punkt von P{, die Charakteristik der Glei-
chung (1,,) durchfithren, dann bekommen wir die Mannigfaltigkeit Hf .

3) Aus der Voraussetzung y) folgt, daB 4, durch die Schar PP,
abgeschichtet ist.

Wir werden jetzt folgenden Hilfgsatz beweisen:

HILrssATZ 3. Wenn jede Mannigfaltighest PL.,, welche mit A,_, ge-
meinsame Punkte besilet, vollig in A, . liegt, dann ist A,_, 2uldssig.
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Die Voraussetzung des obigen Hilfssatzes kann auch so formuliert
werden: die n—% parametrische Mannigfaltigkeitenschar P§r (7),
welche aus allen Mannigfaltigkeiten P, besteht, die mit 4,_, gemein-
same Punkte besitzen, soll 4,_; abschichten.

Um die Zuldssigkeit von A4,_; zu beweisen, brauchen wir nur eine
Integralmannigfaltigkeit R, des Systems (1) zu bauen, so daB 4,_, C R,.
Um sie herzustellen, geniigt es durch jeden Punkt auf 4, , eine charak-
teristische Kurve der Gleichung (1,,) zu fithren. Dann wird, wegen
der Bigenschaften 1), 2) von P, und wegen unserer Voraussetzung,
die erhaltene n-dimensionale Mannigfaltigkeit durch eine n—Fk (?) para-
metrige Schar von charakteristischen Mannigfaltigkeiten HY erzeugt.
Hilfssatz 2 ergibt also, daB wir eine Integralmannigfaltigkeit bekommen
haben.

Zum Beweise des Satzes 2 geniigt es nun zu zeigen, daB PP, die
Mannigfaltigkeit 4,_, abschichtet.
Um das einzusehen, konnen wir auf 4, die Koordinaten (s, ..., sx)

so annehmen, daB s, = 0 die Gleichung von 4,_, wird.

Ty =284y .oy Sn) (1=1,2,..,n)

U= (81, ..., Sa)

goll die parametriesche Darstellung von 4, in B, sein. Durch
s, (u=1,2, ..., n) bezeichnen wir die zu 4, tangentialen Vektoren in der
Richtung s, (3).
Wenn wir jetzt mit Wi, ..., Wi, die zur P, tangentialen Vektoren
bezeichnen werden, dann ist
k

(15) W,(P)= D d(P)a” (P)= D f¥(P)si(P)

i=1 i=1

n

fir Pedn,-wo a¥(P), f¥(P) passend gewihite, einmal stetig diffe-
renzierbare Funktionen sind. Beide Gleichungen folgen unmittelbar aus
der Tatsache, daB:

PA.CH?, und PP,CAa.

Weiter folgt aus unseren Voraussetzungen in Satz 2, daB:
n—1
(16) a”(Q) = n(@a™ @+ ) 1 (@)=:(@)
i=1
n—1
Qednsy, V4D WE#0 (r=1,2,..,k).
i=1

() Im Falle wenn Py die 4, , abschichtet, ist r = n—%.
(%) 8., .8, , werden wie vorher zu 4, tangential sein.


GUEST


142 M. Burnat

(15) und (16) ergibt entsprechend

D (P)a”(P) = —af’ (P)a" (P) + Zﬁw ), Pedy,
i#y
2 Q) (Z o (Q)9i(@) a (@) +
i# vy iy
+Z(2 Qi (@) :(Q), Qedns.
i=1 wiwp

Wegen der linearen Unabhingigkeit von a®o, s,, ...,
folgenden Identitéten:

s, gelten die

—d(P)= X ) (P)yi(P), Pedys
z—,ey,,
a (w=1,2,.., k1),
i
PP = D PP, Pedny
° #=1,2,..,n-1),
W(P)=0, Pecdn.

Wir konnen nun die Mannigfaltigkeiten Pfyc’ll parametrisch in A,

darstellen, namlich:

(18) Si=8i{ty, ey 1, ) (E=1,2,..,m).

Dann ist W, = 2—31 und aus (15) folgt

98 _ g

as) =4

(=1,2,..,n) (e=1,2,..,k-1).

In der Umgebung von A4, kénnen s;, ..., 8;_, als Parameter auf
P® ., gewshlt werden. Dabei folgt aus (17) und (19), da8 die Permutation
Gyy eory G- die Zahl n nicht enthélt. Wir konnen also annehmen, dal
i, = p ist, ohne die Identitdt (17) zu verlieren.

In so gewdhlten Parametern bekommt (18) die Form:

(20) 8;=8;(81y vy Sp—134) (E=Fk,k+1,...,n).
Aus (19) folgt:
(1) = [0, iFu . _
B (s, . n(ﬁ’:sn){L i (,0=1,2,..,k-1)

und schlieBlich bekommen wir, daf die Funktionen (20) Losungen der
totalen Differentialgleichungen

k-1
(21) As;= D B (31, ey $u)ds, (i =T, 41, ..., m)

A=l

icm

Quasi lineare partielle Differentialgleichungssysteme 143

sind. In anderen Worten P, sind Integl’a,lmannigfaltigkeifen von (21).
Weiter gilt der

HrrrssaTz 4. Die totalen Differentialgleichungen (21) sind vollstindig
integrierbayr.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, da A, durch die
Schar P{, abgeschichtet ist.

Die totalen Differentialgleichungen (21) haben, wegen (17), auf

Ay (84 = 0) die folgende Gestalt:
(22,) 2 B (81, s Sumy 0)dS,, 4=k, k+1, .., n—1,
(22,) dsn=0.

Hilfssatz 4 und 1 ergeben, daB die totalen Differentialgleichungen
(22;) im Raume (8, ..., $p—1) (auf A4,-;) vollstindig integrierbar sind.
Wenn wir also durch

8 = !{’i(sl, very Sp—13 'V)
die Losungen des Systems (22,
durch die Mannigfaltigkeiten
8; = Pi(sq, ...
=0
abgeschichtet. Dabei sind die Funktionen (23) Losungen des Systems (21).
Aus der Tatsache, daf durch jeden Punkt auf A, genau eine Mannig-
faltigkeit P{", geht, folgt aber, daf die Scharen PP und (23) identisch
gind. Daraus folgt, daB 4, , durch P, abgeschichtet ist.

Damit ist der Beweis des Satzes 2 beendet.

(¢=k,k+1,..,2—1)
) bezeichnen werden, dann wird A,—;
(i=Fk,k+1, ...,

s Sp—1; V) n—1),

(23)

III. Aerodynamische Anwendungen

Wir betrachten die Gleichungen der nicht stationfren, kompressiblen,
nichtviskosen und nicht wirmeleitenden Strémung

@+ udy -+ va, +wa, vy wg) =0,

9
u,+uuw+m(,,+wuz+maaz =0,
(24)

2
m+1wz+mzy+wvz—|—k—__iaa,, =0,

2
wt+uwx—!—va+wwz—|——-k_1 aa, =0,

wo u,v,w Ceschwindigkeitskomponenten der Stromung, e die Schall-
geschwindigkeit und % konstant ist.
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In der Aerodynamik spielt eine Klasse von Stromungen, welche’

einfache Wellen genant werden, eine wichtige Rolle (°). Allgemein wird
eine Strémung

(25) v="0(,2,9,72),

a = a(tﬂcy yyz)

u=ult,,¥,2),
w:w(t7way:z)7

im Gebiet D der Veranderlichen (¢, z, ¥, 2) eine einfache Welle darstellen,
wenn die Abbildung (25) das Gebiet D auf eine Kurve im Raume u, v, w, ¢
abbildet. Wir werden immer voraus setzen, daB @ s& const. Bei dieser
Voraussetzung konnen wir die Definition der einfachen Welle folgender-
maBen formulieren: die Strémung u, v, w, ¢ ist dann und nur dann eine
einfache Welle, wenn solche ¥unktionen f,(s), f:(s), fs(s) existieren, fiir die

(26) u=fla), v=ra), w=7/ia).

Wir werden voraussetzen, daB die Funktionen fi, f., fs stetige Ab-
leitungen bis zur zweiten Ordnung besitzen.
Durch Einsetzen von (26) in (24) erhilt (24) die Gestalt:

E—1 k-1 k-1 .,
at+<f1+ 5 afl)az+(fz+—2—“f2)“u+(fs+"2”“fs)Qa=0;

2 ’ !
o+ (fufi+ ) o+ ity + i =0,
(21) .
20

ot hfins+ (it g+ i =0,
9
ot ffta + hfian + (ol g 4= 0.

AuBer der Voraussetzung a =& const, werden wir im weiteren af -+ ag + aj -+ a;
# 0 annehmen. Daraus folgt, daB die Determinante der Koeffizienten
des Systems (27) gleich Null sein muB, was mit der Identitat

' 2 ) 2 ’ 2 2 2
(28) (1) + () + (00 = (725
gleichbedeutend ist. Daraus folgt, daB die Gleichungen (27) linear ab-

hingig sind, und statt- (27) koénnen wir das gleichbedeutende System
mit drei unabhingigen Gleichungen betrachten

2
ot [l it + 7o | 02 = 0,

—flz+fay, =0, —fia,+fr0,=0.
Wir kénnen uns leicht iberzeugen, dafl fiir fi(s) <0 (i =1,2,3),

die Bedingungen «), 8), v) Kap. I erfiillt sind. Wir kénnen algo die Sitze 1
und 2 zmwenden.

(29) ‘

(%) Siehe [6], Seite 59, 77 und [7].
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Unser Ziel ist es zwei Fragen zu beantworten.

1. Wenn eine Stromung eine einfache Welle (26) ist, dann muf fiir
t =1, die Anfangsbedingung folgende Form haben:

%(to, 2, 3 7)) = fl(A(my Y, z)) ’
Wty 2, Y, z) = fS(A(mJ Y, z)) H
Ts seien jetzt Funktionen f,, f,, f; beliebig angegeben (nur (28) soll
befriedigt sein). Wir sollen alle Anfangsbedingungen der Gestalt (30)
angeben, von welchen anfangend die Liosung des Systems (24) eine einfache

Welle (26) ist. Mit anderen Worten, es sollen alle Funktionen A(z,y, 2)
angegeben werden, fiir welche die Anfangsbedingung

(to, Z, Y, 2) =f2(A(.’E, Y, C)) ’

(30)
a(ty, @, Y, 2) =-A(w7 Yy2).

alty, @, y,2) =A@, ¥, 2)

fiir das System (29) zuldssig ist.

Als unmittelbare Folge der Sétze 1 und 2 bekommen wir.

Sarz 8. Die Losung der Anfangswertaufgabe (30) fir das System (24)
emistiert und stelll eine einfache Welle dar, dann und nwr dann wenn
die Punktion A(zx,y,z) folgende Bedingungen erfilli:

) iy 5 = 0, s s —o.

II. Einfachkeitshalber werden wir uns jetzt nur mit solchen Stro-
mungen beschiftigen, welche von der Koordinate z unabhingig sind und
w =0 erfilllen. In diesem TFalle
vereinfachen sich (24), (26), (28)
und (29). Nach der Vereinfachung
werden wir sie entsprechend durch
(24"), (267), (28) und (29") be-
zeichnen.

Ziwei
scheiden.

1. Die Stromung hingt we-
sentlich von allen Xoordinaten
t,z,y ab.

Betrachten wir ein starres
Profil y = ¢(2) (geniigend glatt),
welches gich im Gase in der Be-
wegung (i) befindet, das heifit
sich vorwirtsbewegt und dessen
jeweilige Lage durch w(f) gegeben ist (Fig. 1). Bin Profil y = p(z) in
der Bewegung o(f) werden wir zulissig nennen, wenn es in der Bewe-
gung off) fiir > 0 mit einer einfachen Welle (26') umstromt werden

Falle sind zu unter-

Fig. 1
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kann (1), Wenn das Profil ¥ = ¢(#) mit einer einfachen Welle umstroms
ist, dann muB die folgende kinematische Bedingung erfiillt sein

31)  —hlalz, )¢’z + o) +hie@, 1) = - o' B¢ v+ @) (),

wo a(z,t) = alt, v, p(z)) (Schallgeschwindigkeit auf dem Profil im Mo-
ment t). Es ensteht also fiir das System (29') folgende Anfangswertaufgabe:
Durch die Mannigfaltigkeit A.,:

(32) t=t, y:qa(m+w(t))=ﬁ(m,t),
wo a(x, 1) aus (31) berechnet ist, soll die Losung des Systems (29') gefiihrt
werden. Daraus folgt:

BepINGUNG 1. Das Profil y = ¢(z) in der Bewegung w(t) ist dann
und nur dann zulissig, wenn die Anfangswertaufgabe (32) fir (297) zu-
lasstg ist.

Die Sitze 1 und 2 ergeben:

BeDINGUNG II. Das Profil y = p(z) in der Bewegung w(t) st dann
und nur dann zuldssig, wenn a(z,t) die Gleichung erfilli:

=2, a=a(2,1),

(33) (fé(a) % +f£(a)) % (fé(a)%'f—— [a]) % _o,

ow &

wo [a) = fula)fi(e) +hle) ila) + g -

Die Gleichung (33) kann integriert werden und zwar besitzen seine
Charakteristiken folgende Gestalt:
(34) (e;— ) fila)+ [a]i—fia) B (2, 1) =0,
W0 ¢, ¢, Parameter sind. In jedem Gebiete des Raumes (¢, z, ), fir
welches fi(a) % 0, stellt die Schar (34) alle charaktferistische Kurven
von (33) dar. Dies kann durch einfache Rechnung nachgepriift werden.
Aus (34) folgt:

BeDINGUNG ITI. Das Profil y = @(x) ist in der Bewegung w(t) dann
und nur donn zulissig, wenn eine Funkiion x, = ¢(c) ewistiert, so daf die
beiden Kurven

@ =Gy,

(9(e)—a) fi(e) +[cTt—fale) Blw, 1) = O
und
a(z,t)y=¢

fiir jedes ¢ (infa < c <supa) identisch sind.

() Ein zuldssiges Profil wird immer durch eine einfache Welle umstrémt sein,
wenn fir ¢ =0 die Strémung von =z, y unabhingig ist. Allgemein héngt das von den
Eigenschaften der Strémung fir ¢ = 0 ab. Genauer siehe [8].

(1) Genauer siehe [8].
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Mit anderen Worten besagt die Bedingung II1, daB a(z,t) (aus (31)
berechnet) eine Schar von Kurven (34) ergeben muB. Wir jetzt den fol-
genden Satz beweisen:

SaTz 4. Bin Profil y = ax+-b (a, b konstant) ist fir jede Bewegung w(t)
zuldssig.

Beweis. Die Bedingung ¢'(z) = const, ist hinreichend. Im Falle
¢'(x) = const = tg¥ haben wir mit einem Keil zu tun (Fig. 1). Die
Gleichung (31) nimmt folgende Form an:

(35) —fila)sin ¥ +fy(a)cos ¥ = — o'(¢)sin ¥ .
Also ist a(z,?) von z unabhingig. Der Bedingung IT wegen, ist der Keil
dann und nur dann in der Bewegung w(t) zuldssig, wenn:

(36) - t8Pa)+fila) = 0,
wo a(t) aus (35) zu berechnen ist. (36), (28’) und (35) wird befriedigt wenn:

28

28
f2(8) = Py cos ¥,

fi(8) = — =1 sin ¥,

a(t) = E—Z-E o'(t)sin¥.

Der Keil mit geraden Seiten ist also fiir jede Bewegung zuldssig.

Es gilt auch

SATZ 5 (). In der Bewegung w(t) = pt+q (p, q konstant) st jedes
Profil y = @(x) zuldssig.

Beweis. Im Falle wenn o'(f) = p = const, ergibt (31)
(37) a(@,1) = plp(@+ o)
und die Bedingung (33) nimt folgende Gestalt an
(38) (@ w)¢ (2 + o) [fila)p+a]] = 0.

Die Gleichung (38) ist erfiillt, also der Profil y = p(z) ist in der Bewe-
gung w(t) = pt+4q zulissig, wenn die Bedingung

Als)p+1s1= 0

stattfindet. Wir koénnen also als fy(s), fu(s)
des Gleichungssystem

eine beliebige Losung
, , 2 \?
(f1)? + (fa2— (75:—1) =0,

!’ 7 2
Hp+1) + fifa+ gog = 0
annehmen.

(1) Der Satz 3, S. 8 in [8] ist falsch.
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2. Die Stromung ist von ¢ unabhiingig (stationdre Stromung). Zu-
giitzlich werden wir annehmen, daB a; ¥ 0. Dann folgt aus (29), dal
die Strémung dann und nur dann stationdr ist, wenn:

(39) s]=0.

Diese Identitit besagh, daf wir mib einer Prandtl-Meyerschen (%3)
{iberschallstrémung zu tun haben. Die Bedingung (31) und die Anfangs-
wertaufgabe (32) nehmen in unserem Falle die Gestalt

(40) (@) ¢’ @)+ fol@) =0

und

(41) t=t, a=2, y = o(x), a = a(x)
an.

Also kann das Profil y = ¢(#) dann und nur dann durch eine sta-
tiondire einfache Welle umstrémt werden, wenn die Anfangswertaufgabe
(41) fiir (29') zuldssig ist. Aus (41) und Satz 1, 2. folgt unmittelbar:

STz 6. Jedes Profil y = (x) kann ém Falle einer stationdren Strd-
mung (a; = 0) mit einer einfachen Welle wmstromt werden.

Schiubemerkung

Tn den bisherigen Betrachtungen haben wir uns mit einfachen Wellen
in Kartesischen Koordinaten beschiftigt. Das heiBt die Gleichungen der
Stromung (24) und (24') waren in Kartesischen Koordinaten geschrieben.

Fithren wir aber zum Beispiel in (24') polare Koordinaten ein — es
werden also neue unabhiingige Verdnderliche #,7, a und neue gesuchte
Funktionen a(t,?, ), p(t,7, a), ¢(, 7, «) mit Hilfe von

t=t, m=rcosa, ¥Y=rsina
und, @ = a, % = pcosa-+gsing, v = psina—gcose eingefithrt, wo o die
Schallgeschwindigkeit, p und ¢ die Komponenten der Stromungsgeschwin-

digkeit in Richtung r und o« sind.
Wir erhalten

ay, k—1 a
btrap+ g+ a(—f?+pr+%) =0,
a P2
(42) pt+prp+p7q—%+k—;iaar=0,

Qo ,P¢, 2 @& _
q:+qrp+7q+7+k_1 ,,,%——0-

() Siehe [7].
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Die Losung @, p, g des Systems (1) werden wir eine einfache Welle
in polaren Koordinaten nennen, wenn Funktionen f;, f, existieren, so daB

(43) p="Hha), g="fla).

Auf dhnliche Weise kann man den Begriff der einfachen Welle in
beliebigen Koordinaten einfiithren. Dabei zeigt es sich, daf der Begriff
der einfachen Wellen vom Koordinatensystem abhingt. BEs ist zum
Beispiel bekannt, daB die Stromung die bei der Bewegung eines zylinder-
formigen Kolbens ensteht, eine einfache Welle in polaren Koordinaten ist.
Leich kann man aber einsehen, daf das fiir die kartesisehen Koordinaten
nicht der Fall ist.

Es scheint, daB die so allgemein definierten einfachen Wellen eine
sehr breite Klasse von Stromungen darstellen. Bei Untersuchung dieser
Stromungen entstehen aber, und zwar schon bei polaren Koordinaten,
neue Schwierigkeiten. Wenn wir nimlich (43) in (42) einsetzen, so er-
halten wir ein System fiir welches die Voraussetzung y) des Satzes 2
nicht erfiillt ist, und wir konnen nur die notwendigen Kriterien des
Satzes 1 anwenden.

Es entsteht also die Notwendigkeit allgemeine hinreichende XKri-
terien der Zulissigkeit zu suchen, welche ohne der Voraussetzung )
anwendbar sind.
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