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Sur un pseudogroupe infini et un probléme d’équivalence
par H. PIDEK-LOPUSZANSKA et W. SLEBODZINSKI (Wroctaw)

On sait bien que le groupe orthogonal O, n’est pas involutif, d’olt
il s’ensuit qu’il n’existe pas de pseudogroupe infini de Lie dont le groupe
de structure soit O, et que, par conséquent, L’espace euclidien n’admet
pas de déformations au sens d’E. Cartan. Il n’en est pas de méme du

groupe linéaire des matrices de la forme

ay
On : |,
I
0..01

ce groupe étant involutif, il peut jouer le role de groupe de structure
d*un pseudogroupe infini G de transformations de »-+1 variables indé-
pendantes; nous désignerons ce pseudogroupe par G. Ses transformations,
qui dépendent de » fonctions arbitraires d’une variable, représentent les
déformations du premier ordre de lespace de Galilée. Au n® 1 de cet
article nous établissons les équations de définition et les équations de
gtructure de pseudogroupe G. Aux n% 2, 3 et 4 nous utilisons ces équations
pour déterminer les invariants du systéme d’équations —
. da?
(%)) v
par rapport aux transformations du pseudogroupe €, autrement dit
nous trouvons les conditions d’équivalence de deux systémes d’équations
de la forme (*). Nous montrons enfin (n° 5) qu’aux équations (x) on peut
associer d’'une maniére invariante une connexion affine, ce qui permet
de géométriser ce systéme d’équations et le probléme de ’équivalence.

= whxl, o ..., 2", 1)
@

1. Soit I' le groupe de transformations
Eh=2ah,a},+aht—|—bh, Ei=t

de n+41 variables (%), ¥, a désignant les éléments d’une matrice

orthogonale O, de déterminant égal & +1 et an, b des Paramétres
(*) Les indices latins parcourent les valeurs 1, 2,
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102 H. Pidek-Lopuszaniska et W. Slebodzifiski

arbitraires. Les transformations de I', qui est appelé groupe de Galilée,
dépendent ainsi de n(n-+3)/2 parameétres arbitraires. L'espace & n+1
dimensions de coordonnées @y, t, basé sur le groupe I, sera appelé espace
de Galilée. Nous dirons que dans l’espace de Galilée on a défini un
vecteur, si dans chaque systéme de coordonnées déduit du systéme
#3,t au moyen d’une transformation du groupe I’ on a donné une suite
de composantes Vg, Vi, ..., Va eb que ces composantes se transforment

d’aprés les formules
I7h = 2 ahrvr+ a’hTro ] Vo = Ifo 3
r
si Pon passe des coordonnées ,¢ aux coordonnées Zp,?. Un repére

Rn.; composé de n+1 vecteurs I° (¢=0,1,..,n) de composantes
Ve, Ve, ..., Ve sera dit galiléen, si ces composantes satisfont aux relations

Vi=0, TVi=o0, DVivi=d".
r
Un repére galiléen se transforme en repére galiléen, si Pon change les

coordonnées au moyen d’une transformation du groupe de Galilée.
Pour obtenir les équations de structute du groupe I' posons

wp, = Z apy A2y -+ o db

P

(1.1)
en désignant par o, des parameétres satisfaisant aux relations

Zﬂhraz‘rz Zahran' = O

r r

(1.2) o] = +1

et par a, des paramdtres arbitraires. En résolvant les équations (1.1)
par rapport aux différentielles dw, et en tenant compte des relations (1.2)

on trouve
(1’)9,- = 2 ai,.wi—z airllidt .
[ 7

(1.3)

Différentions maintenant extérieurement les équations (1.1) et remplagons
ensuite les différentielles da, par les expressions (1.3); on obtient ainsi
les relations

(L.4) don+ ) lonoi] + [madi] = 0,

ol on a posé

(1.5) op = 2 apdey, Th=—da+ Z 0 0 A0y
r o

remarquoRrs qu’en vertu de (1.2) il vient

(1.6) OpFwp =0,
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En différentiant les formes oy et 7, on obtient les équations

(17) dwhi“l’ Z{whrwﬁ] = 07 d‘rh_;' Z[whrrr] = 07
r r
qu'il est facile de vérifier.
. Les relations (1.4) et (1.7) sont les équations de structure du groupe
qui est le prolongement holoddrique du groupe I' aux transformations

des parameétres ay; et o ; les équations de définition de ce groupe peuvent
étre écrites comme il guit:

(1.8) =1, on=wn, Buw=ou, Th=m,

@, Wi, T désignant respectivement ce que deviennent les formes wy,, wy,
et 73, si on y remplace les variables Tny by opg €6 o par Ty, I, ap e;s, Eht
Il est facile de voir, eu égard aux équations de structure, q171e 71e ;ystémé
d’équations (1.8) est complétement intégrable.

8i Ton restreint le systéme (1.8) aux équations

(1.9) I=t, @ =,

on obtient un systéme de Pfaff dont les solutions définissent les défor-
mations du premier ordre de l'espace de Galilde (3). Ce systéme est en
involution relativement aux variables indépendantes @, ¢, a et ay de
sa solution générale. Pour s’en convainere il faut le fermer en différentiant
les équations (1.9); si Pon tient compte des formules (1.4) et des rela-
tions (1.9), on obtient les équations

2 @i on) 0]+ [(Br—0) ) = 0

qui montrent bien Pinvolutivité du systéme (1.9). On voit done que le
groupe de déformations de P’espace de Galilée est un groupe infini dont
le groupe de structure est le groupe des matrices

&

O :
An
0..01

Nous .désigrlle%‘ons ce groupe infini par @. Il est facile de vérifier que les
équations finies de ce groupe sont données par les formules

(1.10) = Ault)a,+ Anlt), T=1t,

(*) E. Cartan, Sur le probléme général de la déformation, C. R. Congrés de Stras-
bourg 1920, p. 817-406.

8%
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104 H. Pidek-Lopuszahska et W. Slebodzinski

ot A (t) sont des fonctions de la variable t assujetbies aux relations

ZAMAT; = ZArhAn' = Ong
T r

et Au(t) des fonctions arbitraires. Les transformations du groupe @
dépendent done de m(n-+1)/2 fonctions arbitraires d’une variable. Re-
marquons que les équations (1.10), qui représentent les déformations
de I'espace de Galilée & n-+1 dimensions, peuvent étre aussi congues
comme les équations du mouvement d’un corps rigide dans lespace
euclidien & » dimensions de coordonnées orthogonales @y.

Si dans ’espace de Galilée on se donne un objet géométrique, par
exemple une famille de courbes ou de surfaces définie au moyen d'un
systéme d’équations différentielles, on peut se poser le probleme de
trouver les invariants de cet objet par rapport au groupe de déformations
@ et de résoudre le probléme de ’équivalence de deux objets de méme
genre; aux invariants ainsi définis nous donnerons le nom d’invariants
de déformation. Dans les numéros suivants nous allons étudier un des
problémes de cette nature.

2. Supposons que I'on se donne dans ’espace de Galilée deux systémes
d’équations différentielles

daz,
(2.1) = = 1l Ty By oy n)
Az e o -~
(2.2) d—fh = Up(t, Ty, Tay ovey Tu)

dont chacun représente le mouvement d’un milieu continu dans ’espace
euclidien & #» dimensions, ¢ représentant le temps; nous supposons que
uy, eb Ty, sont des fonctions analytiques dans un ouvert connexe de 1’espace
de Galilée. Nous nous proposons de trouver les conditions d’équivalence
de ces systémes pas rapport au groupe de déformation G. Ce probléme
peut aussi &tre énoncé de la maniére suivante: établir les conditions pour
que le mouvement (2.1) du milien continu se manifeste comme mouve-
ment (2.2) pour un observateur lié & un corps rigide qui se meut dans
T’espace euclidien suivant les équations (1.10).

Pour résoudre ce probléme posons
(2.3) On= ) Gue(dt,—updl), By= D, QT — Ty ),

r r
oll gy et s désignent des parameétres arbitraires; pour que les systémes
(2.1) et (2.2) soient équivalents par rapport au groupe @, il faut et il
suffit que les solutions du systéme d’équations de Pfaff (1.9) entrainent
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les égalités 0 = 6;. Le probléme proposé se raméne donc 3 Détude
du systéme d’équations

(24)
Or en substituant les expressions (1.3) dans la premiére des formules (2.8)

il vient
O = ;‘, Qhr Ojpe Of — ( 2 Qnr Uy + 2 Qjp O !lhr) dt.
o r j

37

i=t, E;,:wh, 5;,:0;,.

Nous choisirons les paramétres arbitraires de maniére que les coefficients
de o; et de di dans la derniére formule prennent respectivement les
valeurs numeériques d; et 0; on doit done poser

2 Qnr Ojr = Onj 4 Z Qo +Z i Qe = 0.

r r ir

En multipliant la premiére de ces égalités par a; et en sommant par

rapport & j on obtient, en vertu des relations (1.2), I'égalité g = az;.

Si ’on remplace gy, par oz, dans la seconde des relations (2.5), il viendra

ap -+ Z apty = 0. On voit ainsi que les relations (2.5) sont équivalentes
r

(2.5)

aux suivantes

(2.6) Qri = Chiy O = — 2 Qe Uy -
r

8i I'on en tient compte, les formes wy, et 6 définies par les formules (1.1)
et (2.3) deviendront identiques

2.7) on = Oy = ) any{der,— 1, )

et le systéme des équations (2.4) se réduira aux relations

(2.8) i=t, 5),: wyp .

Nous en déduirons de nouvelles équations en différentiant extérieurement”
les équations (2.8). Or, de la formule (2.7) on obtient ainsi

don = [dan(dz,—wydt)]— > ane 228 [dr,dt],
- - o,

ce qui peut aussi g’écrire comme il suit:

dop = — ) [(dw,—.— ) (da,,,+ Do g—;‘f dt)] .
T r 4

Si nous y remplagons la différence do,—u,di par son expression tirée
de ’équation (2.7), il viendra

]
dan = — E a3 dony] — § Gir s 52 [0d]
’ td

ir i78

(2.9)
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Posons maintenant

_ 1{ou, Bu _ 1(ou, | ou, ‘
(2.10) 5%“5(%;-350,)’ e =5\5w, T aa,

et remarquons que ces grandeurs jouissent des propriétés suivantes

(211) §rs‘|‘ Esr =0 3 Nrs = Nar
Si lon porte expression oug/ow, = ns—&s dans D'équation (2.9), on
obtient la formule

dwp = — Z o[ dap,] — 2 i s Ers[0s U] — 2 Qe Ops s 03011

L L8 1,78

qui peut étre écrite de la maniére suivante

doy, = Z[(—-ahrdafr—FZawahs frsdt) wi] — Zahs s [0; AL

ir 8 41,8

Si Pon y introduit encore les notations

(212) Wpi == Z ahrdair‘l_z Oy O §rsdty
r 7,8
(2.13) Ap=— 2 s Qir s [03 2]

01,8

on obtient enfin la formule

(2.14) - dop + Z [wrss] = 4y .

Remarquons que des formules (2.10), (2.12) et (1.2) résulte la relation

(2.15) opi+op=0.

Observons maintenant que les équations (2.8) du probléme de 1’équivalence
entrainent les relations da, = dwp, qui peuvent s'écrire, en vertu des
formules (2.14), comme il suit

(2.16) Z [(@ni— o) o] = dp— 4y,

Si l'on y tient compte de l’expression (2.13), on en déduit 1’équation

@17) X @w—wn)d] = — Y @nolirtes— aneaietre) 081]

1,78

Les formes w; et di étant indépendantes, on doit avoir des relations de
la, forme suivante

(2.18) Opi— O =27wwf+ymdt7
i

icm
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ol les coefficients satisfont, d’aprés les équations (2.15), aux relations

(2.19) i tymi =0, Yutya=0.

En portant les expressions (2.18) dans les relations (2.16) il viendra
Z yril 0j 0] + 2 vildio;] = — Z (s Ctr Thrs — Otns i M) [0 AL
1,7 i 1,78

Cette relation entre les formes indépendantes w; et df devant étre identi-
quement satisfaite, il en résulte )

(2.20) Vi = Vhii
et
(2.21) Vi = 2 (Gns@irMrs— Ons Rirrs) -

7,8

Remarquons que 1’égalité (2.20) et la premiére des relations (2.19)
entrainent la nullité des coefficients ysy; il en est de méme pour les
coefficients y;, car le premier membre de I’égalité (2.21) est symétrigue
gauche par rapport aux indices &, ¢+ d’aprés la seconde des relations (2.18)
et le second est symétrique par rapport aux mémes indices en vertu des
relations (2.11). Ceci établi, I’équation (2.17) devient '
(2.22) Op; = O

de cette équation et de la relation (2.16) résulte qu'on doit avoir
(2.23) Ay, = 4y,

Si Pon différentie la forme wy; définie par la formule (2.12), on obtient
aprés un caleul facile la relation

(2.24) dwn -+ 2 [wrr0r] = Aniy
r
olt I'on a posé

(2.25) Ay = Zﬁw[w:'dt] )
7

Ry étant défini par la formule

oL
K = Z Otpe s At 6—5 .

7,8,t

(2.26)

Tl est facile de vérifier qu'en vertu des relations (2.10) les coefficients
Sni; jouissent des propriétés suivantes

(2.27) Ruij+Rai =0, SKui+Kin+tRm=0.
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En différentiant I’équation (2.22) et en tenant cofnpte de la formule (2.24)
on trouve ensuite que la relation

(2.28) Api = Ay
est aussi une conséquence des équations (2.8).

8. Nous démontrerons maintenant le théoréme suivant.

THEEOREME. Le probléme de Véguivalence des systémes différentiels (2.1)
at (2.2) par rapport au groupe @ équivaut & celui de Véquivalence des deus
systémes

{t, o} et {&,@n}.

Nous avons déjh montré que I’équivalence des systémes (2.1) et (2.2)
entraine les égalités
(3.1)

i=t, op=w;

d’une fagon plus précise nous pouvons dire: §’il existe une transfor-
mation (1.10) du groupe @ qui transforme le systéme (2.1) en systéme (2.2),
elle peut é&tre prolongée aux variables oy de telle maniére que les équa-
tions (3.1) soient satisfaites. Nous démontrerons maintenant la réciproque:
§'il existe, entre les variables ¢, oy, ap; d'une part et les variables 7, %, an;
de Iautre, des relations qui entrainent les équations (3.1), on peut tirer
de ces relations des formules de la forme (1.10) qui transforment les
systémes (2.1) et (2.2) Pun dans I'autre.

En effet, il résulte des égalités @y = wp, T =1t que les relations en

question doivent contenir des équations de la forme
(3.2) Tp = Tp(t,y L1y very Tu) -

Si T'on substitue ces expressions dans les équations w, = wp, w, étant
défini par la formule (2.7), on obtient

D (2% dmy %’;_ & —7, dz) - Z e — 1y 35 .
'8
r

7,8

On en déduit les équations
21_ O, El_ oF, —
(3.3) ahra_wr = Ohg Qpr (’ét_r - ur) = E Cpy Uy
'8
r r r

Les paramétres oz étant les coefficients d’une substitution orthogonale
on déduit de la premiére des équations (3.3) la relation

0%y § T
= QpypApg
2, < hr Chs
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Posons
(3.4) e = D Tnyotng 3
D)
par suite il vient
oz,
(35) 671}‘; = Oyg .

Les fonctions a, étant les coefficients d’une substitution orthogonale
il en résulte quon doit avoir 2°%,/ow0x, = 0 et que, par conséquent,
les formules (3.2) doivent avoir la forme
(3.6) Z, = 2 (1) s + 0s(2) .

8
La transformation cherchée appartient donc aun groupe @. Il faut main-

tenant montrer que les expressions (3.6) transforment les équations (2.1)
en les équations (2.2). Or, de la deuxiéme des relations (8.3) résulte

Pégalité suivante
oZ; —
T e _Za}u‘ahr'ura
3

ce qui peut, d’aprés la formule (3.4), &tre berit comme il suit

Enfin, si I'on tient compte de I’équation (3.5), on obtient

. oT; oT;
(37) —1-——%5:— éii’ur'
r

Cela étant, supposons que dans I’expression dz; —%;d¢ on ait remplacé
les variables Z; par leurs valeurs tirées de la formule (3.5); on aura

ox;

— o
AZ;— T dt = 2, dw, + (73?

Eu égard % la relation (3.7) on en déduit 1’égalité suivante

0%;

o, (d0n— tr )

(3.8) Az, —u;dt =
ce qui établit le Théoréme.

4. Le probléme de léquivalence des systémes (2.1) et (2.2) a 6té
ramené & létude du systéme d’équations (3.1). Or nous avons vu que
ces équations entrainent les relations (2.23) et (2.28) qui peuvent
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stre ramendes, en vertu des formules (2.13) et (2.26), aux relations

suivantes
(4£.1) Zahs_&irﬁrs = Z Uns Qir Nrs 5
8 8
_ 8 OErs
(42) Z Opy Qs Ot " ___.airs = t Opyp Oig aﬂ 5{0—1 .

8,0 748y
Si 'on désigne respectivement par a et 7 les matrices [a;] et [7;], les
relations (4.1) peuvent &tre écrites sous la forme
anol = ana™t,

dolt Von déduit les égalités

detn = detn,
try =try,
(4.3) tr? = tro?,

TRt = o1,

Nous nous bornerons dans la suite au cas, assez général, oll les premiers
membres des équations (4.3) sont des fonctions indépendantes de 7, ..., z*,
les seconds membres jouissant d’une propriété amalogue. On peut alors
dire que, si le systéme (3.1) admet une solution, celle-ci peut &tre déterminée
par les équations (4.3). Pour que le probléme d’équivalence admette une
solution, il faut done et il suffit que les équations (4.3) entrainent les
égalités (3.1).

Pour simplifier ’écriture mettons les équations (4.3) sous la fom‘xe

(4.4) Fi=F;.
On en déduit les relations dF; = dF; ou
(4.5)

ot Pon a posé Fy = oFifow;, Fy = oFfot et Fy = oFifox;, Fyy = al?"‘/at.
Si 'on y remplace les différenticlles da’ et dof par leurs expressions tirées
des formules (2.7) et des formules analogues pour les formes @y, on obtient

. Fﬁdziﬂ-—Fiodt = F,‘,"‘dxj-f-F’mdt y

ZFii(EhjU_Jh"‘ T @t) + Fiodt = 2 Fig(on; wop -+ 1y @) + Foodt .
X] hyg

Les équations (4.4) devant entrainer les relations (3.1), les égalités
ci-dessus conduisent aux équations suivantes:

Z(E;,jﬁi,-—a;,jli’ﬁ)wh—{— (Zﬁij’ﬁi—‘—'ﬁm-— ZFﬁ“i“Fi )dt = 0 .
hyj i i
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Les formes oy et df étant indépendantes, il en résulte

ZEMFﬁ = Z o Fi

7 i

ZFﬁﬁj‘FFio = ZFﬁ“; +Fup.
i 7

(4.6)
(4.7)

Les relations (4.6) nous disent que les vecteurs Fi;, Fy, ..., Fp; s'obtiennent
4 partir des n vecteurs Fi;, Fy, ..., F,; au moyen d’une substitution
orthogonale; on doit done avoir

;‘FikﬁijZFiijk-
k

Nous voyons ainsi que, sile systéme différentiel (3.1) admet une solution,
celle-ci doit satisfaire aux relations finies (4.4), (4.7) et (4.8). Nous établi-
rons maintenant la résiproque: si ces relations sont compatibles, elles
ont pour conséquence les égalités (3.1). En effet, les relations (4.4)
entrainent les égalités (4.5) qui peuvent, en vertu des relations (4.7),
s'écrire comme il suit

(4.8)

2 F,;,(df1 - 77]' dt) = ZFiy‘(,dmj’— Uj dt) .
7 i

Les fonctions F; étant par hypothése indépendantes, on a |Fy| # 0;
il en est de méme de [Fﬁ{. On voit done que les équations (4.4), (4.6)
et (4.8) entrainent des relations de la forme (3.1).

Nous avons ainsi démontré que la compatibilité des équations (4.4),
(4.6) et (4.8) est une condition. nécessaire et suffisante pour que les
systémes (2.1) et (2.2) soient équivalents par rapport au pseudogroupe G.
Ce théoréme n’est valable que si les équations (4.4) permettent d’exprimer
les variables Z; au moyen de a; et i.

5. Nous montrerons maintenant qu’au systéme des équations (2.1)
donné dans un ouvert U de ’espace E"* aux coordonnées &, s, ..., Tn, &
on peut associer d’une maniére invariante une connexion linéaire.

Nous dirons dans ce but que les grandeurs 4,(z,?) (x = 0,1, ..., n) (?)
définigsent un vecteur 4 attaché au point M (wz,t) e U, si elles se trans-
forment comme il suit

_ - o 0%

(*) Dans tout ce qui suit les indices grees parcourent les valeurs 0,1, ...,n et
les indices latins les valeurs 1,2, ..., n.
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pour un changement de coordonnées défini au moyen des formules
suivantes
0(Zy, Tay .ovy Tn)

i=t,
’ 3({)91,9;‘2, 7m’ﬂ)

§h=ih(w1,w2,...,wn,t), #0.

Pour définir la connexion demandée associons au point M un espace
galiléen R™** composé de n-+1 vecteurs I, (n° 1) et admettons que le
mouvement infinitésimal de R™' soit déterminé par les formules

(5.1) M = Y od., L= wgl,
a ﬁ

ol

wp = Z o A — wy ) ’.

r

Wpi = 2 ahrdair"'z i g Ers 01 5

r 8

wy = dt,

(6.2)

waD‘_‘wDa=07

tous les symboles qui y figurent ont la méme signification que dans les
n% 1 et 2. On aura par suite wp; -+ wy = 0.

En différentiant extérieurement les équations (5.2) on obtient les
équations de structure de la connexion

(5.3) Aot D [0ng] = Auy  dwoog+ D) ooz = Aug
e [

ot Yon doit poser Ay = Ay = Aga =0, 4 et Ap; étant définis par les
formules (2.13) et (2.25). Les formes A, et A, représentent respectivement
la torsion et la courbure de la connexion. Nous désignerons par Hp., la
connexton ainsi définie, dont le groupe de siructure est le groupe I' de
Galilée (n° 1). .

Pour que la torsion de la connexion H,., soit nulle, il faut et il
suffit, d’aprés la formule (2.13), que lon ait 7, = 0, c¢’est-A-dire que
la déformation pure d’un liquide, qui se meut d’aprés les équations (2.1),
goit nulle. On sait gue dans ce cas le milieu continu ge meut comme un
corps rigide. Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant.

THEOREME. Pour que le miliew continu dont le mowvement st défing
par les équations (2.1) se meuve comme un corps rigide, il faut et il suffit
que la torsion de la connewion H,., soit nulle.

Remarquons encore que, si la déformation pure 7,; du milieu continu
est nulle, on a du/oz; +duyfox, = 0 en vertu de la seconde des formules
(2.10) et, par suite, les fonctions u, dans les équations (2.1) ont la forme
suivante

wn= D Pl @+ at);  patpa=0.
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Les coefficients £x;, définis par les formules (2.10) ne dépendant pas des
variables @;, la courbure de la connexion est nulle d’aprés les formules
(2.25) et (2.26). On a done:

TaBoREME. St la torsion de la conmexion Hyyy st nulle, il en est de
méme de la courbure.

Revenons maintenant aux équations (2.1) et (2.2); d’aprés ce qui
précéde & chacun de ces systémes d’équations on peut associer d’une
maniére invariante une connexion linéaire dont le groupe de structure
est le groupe de Galilée. Pour que ces connexions, que nous désignerons
respectivement par Hyi; et H,,;, soiént équivalentes il faut et il suffit
que l’on ait

Wo =05, Wep= Wep.

Or, il résulte des raisonnements faits aux no 2-4 que ces conditions
entralnent 1’équivalence des deux mouvements (2.1) et (2.4) par rapport
au groupe de déformations G et, inversement, Péquivalence des systémes
(2.1) et (2.2) par rapport au groupe @ entraine celle des connexions
Hyyy o6 Hpys.

Regu par la Rédaction le 16. 12. 1959
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