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Sur les périodes des solutions de 1’équation différentielle
" +g(@) =0

par Z. OpiaL (Krako6w)

1. Considérons V'éguation différentielle non linéaire du second ordre
(1) o (@) =0
olt — comme {’habitude — 2" = d?z/d®. Supposons que la fonction g¢(z)
soiti définie et continue dans tout lintervalle (—oo, +o0) et telle que
Yon ait
(2) xg(x) >0,
quel que soit @ 7 0. Il en régulte, en particulier, que ¢(0) = 0. Désignons
par G(z) la fonction primitive de ¢g(z) qui s’annule pour # = 0. On a donce

¢(@) = [ g(s)ds
[

et, en vertu de l’hypothé.se (2), G(x)> 0 pour tout x 7 0. Supposons
de plus que l'on ait

(3) limG(z) = + oo .

Jaz| ~> 00

Dans ces hypothéges I’équation. (1), équivalente au systéme de deux

" équations différentielles du premier ordre

Y =—g(@)

n’a qu'un seul point singulier, & savoir lorigine des coordonnées. Les
golutions du systéme (4) sont les lignes de niveau de la fonction y*+2 @ (),
dont chacune est déterminde par 1’équation

(8) r+G) =C

ou C est une constante non négative. 8i ¢ > 0, toutes ces courbes sont
fermées (en vertu de (3)), symétriques par rapport & l'axe des # et con-
tiennent ’origine des coordonnées dans leurs intérieurs. Pour tout s > 0,
la courbe (5) qui correspond & O = G(s) détermine une solution x(¢;$)
de I’équation (1), telle que

(6) ‘ #(0;8) =8, «'(0;8)=0.

Annales Polonici Mathematici X 4

(4) o=y,


GUEST


50 Z. Opial

Désignons par (—7T,(s)/2, —]—T,,(s)/Z)) le plus grand voisinage de zéro
dans lequel #(t;s) > 0. En vertu de I’équation (5), on a

1a"(t; 8)+ G (w5 5)) = G(s)

d’of, & P’aide d’un caleul facile, on obtient pour I'y(s) Pexpression suivante

8
. = du
' § VEG)—au)
Convenons d’appeler le nombre T,(s) demi-période positive de la solu-
tion x(t;s).

Pour tout s < 0, la courbe (5) qui correspond & 0 = G(s) détermine
une solution x(¢; s) de I’équation (1) pour laquelle #(0; 8) = 8 et 2'(0; §) = 0.
Comme auparavant, désignons par T',(s) la longueur de plus grand voisinage
de zéro (—T,(8)/2, T,(s)/2)) dans lequel z(f;8)<0. On a une formule
analogue & (7):

(8) T =2 [ T

Convenons de dire que 7T'(s) est demi-période négative de la solution
x(t; 8).
A tout s> 0 correspond un nombre négatif a(s) tel que

(9) G(s) = G{a(s)) .

Par conséquent, la période Pys) de la solution x(f;8) déterminée
par les valeurs initiales (6) est donnée par la formule

(10) Ps) =13 f . (s>0).
a(s)

Si la fonetion g¢(x) est impaire, c’est-d-dire si g(—a) = —g(x), la
fonction G(w) est paire, et, par conséquent, de Péquation (9) on obtient

a(8) = —s. Done, dans ce cas la formule (10) peut s’écrire sous une forme
plus simple

(11)

2. A c6té de Véquation (1) considérons une autre équation de la
méme forme

(1) " +hz) =0,

Tquation différentielle z'’ + g (x) = 0 51
ou'la fonction (), définie et continue dans tout I'intervalle (—oo + o),
satisfait aux conditions analogues & (2) et (3):

(2) .(m)>0 pour x#0,

(3") lim H(z) = +oo, ou H(z)= [ h(s)ds.

|| >0 5

De méme qu’an n° précédent, introduisons les demi-périodes positives
et négatives des solutions de Véquation (1’). On a alors les formules

@) ) =3 [ B (s> 0),

o

e (s <0).
VH(s)—H(u)

En dégignant par b(s) la solution négative de ’équation H (u) = H (s)
(s> 0), on obtient pour les périodes Py(s) des solutions’ de ’équation (1')

la formule
8

= du
10’ P, =2 e
(10 "= b(,j) VH(s5)—H(u

=

qui se réduit, dans le cas ol h(x) est une fonction impaire, &

8
5 du
(111) P;,(é‘) =2y2 e
, 6{ VH(s)— H(u)
8. Les expressions explicites des fonctions T'y(x), Tru(x), Py(z) et Py(x)

nous permettront de montrer comment certa.mes inégalités entre ces
fonctions se traduisent par des inégalités entre les fonctions g(z), h(w)
ou G(z) et H(z). Ces théorémes de comparaison nous permettront ensuite
de conclure que si les fonctions T,(x) et Th(®) sont identiques, il en est
de méme des fonctions g(x) et h(z), ou, autrement dit, que les demi-
périodes des solutions de deux équationg différentes (1) et (1') doivent
8tre, elles aussi, différentes (probleéme de l’isochronisme). I’application
de ce dernier théoréme dans le cas ol la fonction T'h(w) est égale & une
constante nous donnera la réponse au probléme du tautochronisme:
quelles sont les fonations g(x) pour lesquelles les demi-périodes des solutions
de Véquation (1) somt toutes égales?

Dans la seconde partie du présent travail nous établirons les condi-
tions, soit nécessaires, soit suffisantes, sous lesquelles la fonction Zy(w)
est croissante ou décroissante, tend vers zéro ou l'infini lorsque # a.ugmente
indéfiniment ete.

4*
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Quant au probléme du tautochronisme, sa solution est bien connue,
mais seulement sous certaines hypothéses supplémentaires de régularité
imposées & la fonction g () (cf. p. ex. P. Appell [1], Ch. 10). Dans le cas
ol Pon ne suppose que la continuité de la fonction ¢(z), 1a solution de ce
probldme a été donnée dans la note [2].

I. Théorémes de comparaison

1. TukorktME 1. 8% les fonctions ¢(x),h(x), définies et continues dans
tout Dintervalle (—oo, +oo), satisfont respectivement aum conditions (2), (3)
et (27), (8') et si pour tout ¥ #0 on a

(12) (@) < Tu(a)
les fonctions G(z) et H(z) satisfont & UVinégalité
(13) H(z) < G(z),
quel que soit .

8i Von remplace Vindgalité (12) par Vinbgalité stricte, alors au liew
de (13) on a aussi Uinégalité stricte
(13" H@w) < Gx) (x#0).

Démonstration. Pour la démonstration par l'absurde supposons
que l'inégalité (13) ne soit pas vraie. Il existe alors un ¢ s 0 pour lequel

(14) H($)—G($8) =¢>0.

Sans restreindre la généralité mnous pouvons admettre que s> 0.
En remplagant, 8’il y a liew, s par la plus petite racine positive de I’équation

H(z)—G(x) =0,
nous pouvons supposer que dans tout lintervalle (0, s) on a linégalité
(15) H(z)—G(z) <e.
En raison des formules (7), (7') et de V'inégalité (12), on a

8
y/ = —VH (8)— H (1)
f V.G (s)— 6 (u) ! His)—H(w) 5
& VG(s)—G(u) Y H(s)—H(u)
Le dénominateur du quotient figurant sous le signe d’intégration
étant toujours positif, il existe un nombre d appartenant & intervalle (0, &)
pour lequel le numérateur de ce quotient est mon négatif, c'est-d-dire
VG()—G(d) =) H(s)~H(d),
d’ol Pon tire immédiatement inégalité
H(@)~G@d) > HO—6G() =0,

(16)
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ce qui est en contradiction avec Vinégalité (15). La premidre partie du
théoréme 1 est donc démontrée.

Supposons maintenant que ’on ait, au lieu de (12), V'inégalité stricte
et qu’il existe un point s > 0 pour lequel
1mn H(s)—G(s)=0.
Alorg, en remplagant dans (16) le signe d’inégalité faible par celui d’iné-
galité forte, on en conclut, de méme que précédemment, V’existence d’un
point d’appartenant & l’intervalle (0, s) tel que

V&S~ )~ VE®—H@ >0,
¢'est-d-dire, en raison de (17)
H(@)—6G(d)> 0.

Done, pour achever la démonstration, il suffit de reprendre le raisonnement
précédent.

2. L’interprétation géométrique du théoréme 1 est bien simple.
Désignons & cet effet par §, et S, deux surfaces données respectivement
par les équations

2=34y*+Gx) et 2=3}y2+H(x).
Cela étant, on peut dire que si les fonctions Ty(x) et Th(x) satisfont pour
tout @ % 0, & Vinégalité (12), la surface S, est située au-dessus de la
surface Sy, et si c’est Vinégalité stricte qui a lieu, alors la surface S,
pour tout @ # 0, est sitnée strictement au-dessus de la surface Sj.

Il est aussi facile de donner une interprétation dynamique du théo-
réme 1. Comame on le gait, les équations (1) et (1') peuvent &tre consi-
dérées comme équation du mouvement sur la droite —oo < 2 < + oo d’un.
mobile de masse 1, soumis & Paction de forces conservatives égales respec-
tivement & —g(x) et —h(w). Ces forces ne dépendent que de la position
du mobile et, en vertu des hypotheéses (2) et (2'), elles poussent ce mobile
vers la position d’équilibre qui se trouve & l’origine des coordonnées.

Suppogons maintenant que l’on ait deux mobiles de masse 1, dont
le premier ge meut sous l'influence de la force — g(w), Pautre est soumis
4 laction de la force — h(®), et admettons que tous les deux commencent
leur mouvement, pour ¢ =0, & partir du point z de la droite —co<
<+ oo, avec des vitesses initiales nulles. Ils parcourent le segment (0, )
dans des intervalles de temps égaux respectivement i Ty(z)/2 et Ty(x)/2.
Leurs énergies totales sont égales respectivement & @(xz) et H(w), tandis
que les valeurs absolues de leurs vitesses au point 0 sont V2G(x) et Y2 H(w).
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D’aprés le théoréme 1, nous pouvons done dire que si, quel que soit
# # 0, le premier mobile parcourt le segment (0, #) dans un intervalle de
temps plus court (strictement plus court) que le second, alors son énergie
totale et la valeur absolue de sa vitesse au point 0 sont toujours plus
grandes (strictement plus grandes) que celles du second mobile.

. 8. Dans le cas particulier ot les fonctions g(x) et A(x) sont impaires,
des formules (11) et (11’) et du théoréme 1 on obtient le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1. Si les fonctions g(xz), h(x), définies, continues et im-
paires dans tout Pintervalle (—oo, -+ oo) satisfont respectivement auwm condi-
tions (2), (3) e (2'), (3') et si pour tout x>0

Pylm) < Pyx)  (resp. Pylw) < Pyl)),

les fonctions G(x) et H(z) vérifient Vinégalité (13) (resp. (13°)), quel que
soit @ # 0).

Admettons maintenant que l'on ait Ty (z) = Tw(z), quel que soit
2 s 0. Du théoréme 1 on tire immédiatement 'inégalité (13) et, en chan-
geant le role des fonctions g(z) et h(x), Vinégalité contraire G(z) < H(x)
(—oo< @< +o0). Dans ce cas on a done lidentité

Gr) =H(@) (—oco<z< +o0)

d’ott par différantiation il vient g¢(z) = h(x) dans tout Iintervalle
(—o0, +o0). On a done le théoréme suivant.
TaEOREME 2. St les fonctions g(z), h(x), définies et continues dans

tout Vintervalle (— oo, -+ o00), satisfont respectivement aux conditions (2), (3)
et (2), (3") et si powr tout © # 0 on a

Tol@) = Tu(@),

les fonctions g(z) et h(x) sont identiques dans tout Vintervalle (— oo, 4 oo).
On obtient de méme un corollaire analogue au corollaire 1.
COROLLAIRE 2. Siles fonctions g(x), h(z), définies, continues et impaires.

dans Vintervalle (—oo, +-oco) satisfont respectivement aux conditions (2), (3)

et (2), (3') et 81 pour towt x #£ 0
Pylw) = Py(w),
les fonctions g(@) et h(x) sont identiques dans towt Vintervalle (— oo, 4-oo).

4. Soit T une constante positive. Pour h(z) = (n/T)% on obtient
des formules (7') et (8'):

| |l 1
V3 du 27T du 20 f du T '

{ VERTw—w) = ) Vo—i  w =

Inw) = LS
' Vi

0
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Par conséquent, du théoréme 2 on déduit immédiatement le théoréme
suivant, connu sous le nom de théoréme des mouvements tautochrones.

TuROREME 3. Si pour une fonction g(x), définie et comtinue dans
Tintervalle (—oo, +oo) 6f satisfaisant aux hypothéses (2) et (3) on a, pour
tout @ # 0, Videntité

Tow)=1T

o T est une constante, la fm‘wtion g(x) est identique & (w/T')x.

Autrement dit, les seuls mouvements d’un mobile de masse 1 sur la
droite — oo < & < oo sous l’influence d’une force dépendant de la po-
sition, pour lesquels les demi-périodes T,(x) sont toutes égales & une
congtante, sont les mouvements harmoniques.

5. En examinant de plus prés les formules (7), (8), (7') et (8'), on voit
aussitét que la réciproque du théoréme 1 serait fausse. En d’autres termes,
I'inégalité (13) n’est nullement suffisante pour assurer Vinégalité (12),
comme le montrent des exemples élémentaires faciles & construire. Il est
cependant aisé de donner une simple condition suifisante pour que l’on
ait I’inégalité (12), quel que soit » # 0. Il suffit notamment de supposer
que Yon a :

(18) lg@@)] = |h(@)] (—oo< @< +o0),

car on en tire immédiatement les inégalités

(19) G@)—Gw) = [ g(s)ds > [ his)ds = H@)—H(u) (0 <u<a),

g%a §%8

G (2)— G(u) gis)ds = [ (—g(®)ds = [ (—h(s)as

his)ds = H({z)—H(u) (z<u<0),

d’ott il est facile de déduire I’inégalité (12).

On a donc le théoréme suivant.

TahoriME 4. Si les fonctions g(w) et h(w), définies el continues dams
Tintervalle (— oo, --co), satisfont respectivement aux conditions (2), (3)
et (2'), (3"), (18), alors on a Vinégalité (12), quel que sott x % 0.

Dans lo cas ot ley fonctions g(m) et h{w) sont impaires on en déduit
le corollaire suivant. .

COROLLAIRE 3. 84 les jonations g(x), h(x), définies, continues et impafres
dans Vintervalle (—oo,' +oo) satisfont respectivement auw conditions (2), (3),
(2'), (3") et (18), on a Vinégalité (12), quel que soit % # 0.
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Considérons, en particulier, le cas ou h(z) = h*», h étant une con-
stante positive. Du théoréme 4 on déduit alors le suivant:
COROLLAIRE 4. i la fonction g(x), définie et continue dans Dintervalle
(—oo0, +00), satisfait aux conditions (2), (3) et si Pon a
lg(2)] = 72|
la fonction T (x) vérifie Vinégalité

To(w) < mfk

(—oo << +o0),

quel que soit © # 0.

En changeant le réle des fonctions g(x) et A*», on obtient de méme
le corollaire suivant.

COROLLATRE 5. 8i la fonction g(x), définie et continue dans Vintervalle
(— oo, +oo), satisfait aux conditions (2), (3) et st Von a

l9(@)] <Bla|  (—co< @< +oo),

la fonction Ty(x) vérifie Vinégalité
To(@) =2 nfh (x+£0).

Revenons encore une fois 4 'interprétation dynamiqgue du théoréme 1,
mais en admettant cette fois que 'on a linégalité (18). Considérons de
nouveau deux mobiles de masse 1 qui, pour ¢ =0, commencent leur
mouvement 4 partic du point x, avec des vitesses initiales nulles, sous
Pinfluence des forces —g(z) et —h(w). Pour fixer les idées, supposons
x> 0. Pour tout v e <0, x> désignons par Ty (z,v) et Ty(x, v) les inter-
valles de temps dans lesquels ces mobiles parcourent le segment (v, ).
A Taide d’un calcul élémentaire on parvient aux formules suivantes

&z
1 du

..___.______) b

0 V2! V& —Gu

' ®
1 du
Ty(w, v) = T, v) = —= f S L S——
V2] VE(@)—Hu)
Done, en vertu des inégalités (19), on a non seulement I'inégalité (12),
mais aussi les inégalités plus générales

(21) Ty, v) < Talw,v) (0<v<oou z2<o<0).

Les valeurs absolues des vitesses de nos mobiles au point v sont
égales respectivement & 'I/Z(G(w)—G(v)) et V2(H (2)—H(v)). Des indgali-
tés (19) il s’ensuit que le premier de ces nombres est inférienr ou an plug
égal an second.

Il va sans dire que les méme congidérations sont aussi valables pour
tout z < 0. . .

De ce que nous avons dit il résulte que, dans le cas ol Ion admet
Iinégalité (18), l'origine des coordonnées perd sa position privilégide et
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que n'importe quel autre point de Pintervalle (0,w) peut jouer le
méme rdle, ce qui n’est pas vrai, en général, dans le cas ol Pon n’admet
que 'inégalité (13). Cela signifie entre autres que 1'inégalité (18) ne saurait

-&fre une condition nécessaire pour que l'on ait Pinégalité (12), ce qu’il

est d’ailleurs facile de prouver directement.

Nous avons montré que l’inégalité (18) a pour conséquence L’inéga-
lité (21). L’assertion inverse est aussi vraie, de sorte que les conditions (18)
et (21) sont équivalentes. Supposons en effet que, pour tout z et tout
v € <0, ), on ait Pinégalité (21). Pour démontrer (18) il suffit évidemment
de prouver les inégalités (19). Pour la démonstration par absurde sup-
posons qu'elles soient en défant. Il existe alors un s que — pour fixer
les idées — nous pouvons supposer positif et un d e <0, s) tels que

(22) H(s)—G(s) = H(d)— G(d +¢  (¢>0).

Sans restreindre 1a généralité, nous pouvons admettre que s et d ont

été choisis de sorte que l'on ait
(23) H(u)—G(u) < H(d)—G(d)+ec,

quel que soit % e (d, s). Des formules (20) et de P'inégalité Ty(s, &)< Tu(s, d)
on tire l'inégalité

VAN

fVH(s)—H(u)— VTG —Gu)

i VE@)—H(w)VE(s)—6u)

d’ol il résulte ’existence d'un point ¢ appartenant & Pintervalle (d, s)
tel que

VH(s)—H(e)—V@(s)—Ge) <0. .

Par conséquent, on a
H(s)—G(s) < H(e)—G(e)
et, en vertu de (22)
H(e)—G(e) > H(d)—G(d)+ec

ce qui est en contradiction avec ’hypothése (23).
Nous avons donc démontré le théoréme suivant.

TatoriMe 5. 87 les fonotions g(x) et h(x), définies ef continues dans
Vintervalle (—oo, +oo), satisfont respectivement auw hypothéses (2), (3)
et (2), (3"), la condition (18) est néoessaire et suffisante pour que Von ait
Vinégalité (21).

6. En s'appuyant sur les résultats précédents, il est facile d’établir
des conditions soit nécessaives, soit suffisantes, pour que la fonction
Ty(#) soit monotone dans chacun des intervalles (—oo, 0) et (0, 4+ o).
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TaEoRRME 6. 8¢ la fonction g(x), définie et o(mtmu‘e dans 'L"&-ntcwua?le
{— o0, -+o0), satisfail auw conditions (2), (3) et si la fonction To(x) est. crots-
sante (strictement croissante ) dams Vintervalle (0, 4-o00) et {lécrozss(mtfa
(striciement décroissante ) dans UVintervalle (— oo, 0.), lo fonction G (w)/a?
est décroissamte (strictement décroissante ) dans Vintervalle (0, -+oo) et
croissante (strictement croissante) dams Vintervalle (— oo, 0).

Démongtration. Nous nous bornerons & démontrer la partie duo
théoréme relative & lintervalle (0, -+oo), puisque la démonstration de
lautre partie s'obtient d’une manictre analogue. Pour tout p > 1 et tout
x>0, on a par hypothése

{24) Tyf@) < Tolpx)
Dautre part, d’aprés la formule (7), on a

O<e,p>1).

px
= du
=12 e
Tv0) =V2 ) gtm — 6w

/3 I du
J VG (pa)p?— G (pu)p?

0

pdu
=12 | e =
V| e

Tl en résulte que l'inégalité (24) peut é&tre remplacée par la suivante

{25) Tya) < Tiplw)  (0<z, p>1),
ol
{26) hplt) = g(pa)fp (0 <@ < +oo, p>1).
En vertu du théoréme 1, il en résulte l'inégalité
xz
(21 [his)ds < G@) (0<o< +oo, p>1)
0

c’est-d-dire, en raison de (26)
{(28) G (pw)/p* < G (@)

En divisant par % on en tire I'inégalité

(0<o< +oo0, p>1).

{29) G(pa)(po) < Gla)fa? (0 <@ < oo, p>1),
ce qui signifie que la fonction G(x)/z* est déeroissante dans Lintervalle
{0, o).

Dans I'hypothése que la fonction T,(z) est strictement croissante
dans Vintervalle (0, -+ oo), on peut remplacer I'inégalité (24) par Iinégalité
forte, ce qui permet d’en faire de méme dans chacune des inégalités (25),
(27), (28) et (29), d’ou il résulte que dans ce cas la fonction G(w)/x* est
strictement décroissante.

Le théoréme 6 se trouve ainsi démontré.

Equation différentielle o + g () = 0 59

On a aussi le théoréme suivant, analogue an théoréme 6, que nous
nous bornerons & énoncer, car sa démonstration s’obtient immédiatement
de celle du théoréme précédent par un simple changement des roles des
fonctions ¢(x) et hy(x).

TutoriME 7. 87 la fonction ¢(z), définie et continue dans Dintervalle
{— 00, + o0), satisfait auw conditions (2), (3) et si la fonction T,(x) est décrois-
samte (strictement décroissante) dans UVintervalle (0, +oo) et croissante
(strictement croissante) dans Vintervalle (—oo, 0), la fonction G(x)ja® est
croissante (strictement croissante) dans Uintervalle (0, +-o0o0) et décroissante
(strictement décroissamie) dans Pintervalle (— oo, 0).

Remarquons que dans le cas olt la fonction T'y(2) est supposée con-
stante, on peut appliguer aussi bien le théoréme 6 que le théoréme 7,
ce qui conduit & la conclusion que la fonction @ (x)/2? doit &tre constante.
Cela nous fournit une nouvelle démonstration du théoréme 3.

La fonetion H(x) = «* correspond & la fonction linéaire h(z) = 2z,
pour laquelle les demi-périodes T'(x) des solutions de 1’équation (1’) sont
toutes égales & une constante. Les théorémes 6 et 7 nous apprennent
done que si, pour une fonetion g(z), les demi-périodes T,(z) (# > 0) des
solutions de ’équation différentielle (1) croissent & mesure que le point x
s’éloigne de l'origine des coordonnées, la fonction G(x) décrbit par rapport
4 la fonetion #?, pour laquelle ces demi-périodes sont constantes, et inver-
sement — §i ces demi-périodes décroissent, la fonction G(z) croit par
rapport 2% Il en est évidemment de méme en ce qui concerne le compor-
tement de la fonction T')(z) dans lintervalle (—oco, 0). Cette remarque
nous permet de comprendre le rdle que joue dans les théorémes 6 et 7
la fonction 22

7. Des exemples élémentaires, bien faciles & construire, montrent
que l'inégalité (29), supposée vérifiée pour tout z> 0 et tout p > 1, peut
ne pag entrainer I'inégalité (24), ce qui signifie que la réeiproque du théo-
réme 6 gerait fausse. Il est cependant aigé d’établir un théoréme analogue
au théoréme 4 donnant des conditions suffisantes pour que la fonction
Ty(x) soit ou bien croissante, ou bien décroissante.

TuiorEME 8. Soit g(w) wne fonction définie et continue dans Vimter-
valle (— oo, +oo) satisfaisant aux conditions (2) et (3). Alors, pour que lo
fonction T,(x) soit croissamte (déeroissamie) dams Vintervalle (0, 4-co) et
déeroissante (croissamte) dans Vintervalle (— oo, 0), il suffit que la fonction
g(®)jz soit décroissante (oroissante) doms Vintervaille (0, + o) et croissante
(déoroissante) dans Vintervalle (— oo, 0).

Démongtration. Nous nous bornerons & envisager ’hypothése que
la fonction g()/x est décroissante dans lintervalle (0, -+ oc). Dans ce cas,
pour tout x> 0 et tout p > 1, on a l'inégalité (26). Par conséquent, du
théoréme 4 appliqué aux fonctions g(w) et hy(®) = g(px)/p il résulte que
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pour tout z > 0 on a linégalité (25). Mais nous avons vu que cette iné-
galité est équivalente 3 l'inégalité (24) ef, par suite, le théoréme 8 se
trouve démontré.

T est immédiat que la condition de la décroissance de la fonction
g(e)jz dans intervalle (0, +oo) n’est nullement néeessaire pour que la
fonction T,(z) soit croissante dans le méme intervalle. Bien plus, en
s’appuyant sur le théoréme 3, il est facile de démontrer que cette condition
est éguivalente non pas & la croissance de la fonction 7',(z), mais & une
inégalité essentiellement plus forte que (24), A savoir

Ty, v) < Tolpa, pv) ,
pour tout z > 0, tout v e <0, x> et tout p> 1.

11 va sans dire que de pareilles remarques s’appliquent aussi i Vinter-
valle (— co, 0) et & d’autres modes de comportement des fonetions Ty(x)
et g(x)/a.

1I. Allure asymptotique de la fonction 7y(x)

1. Dans le présent paragraphe nous établirons quelques théordmes
sur Pallure asymptotique de la fonction T,(a) lorsque ® tend ou bien
vers linfini, ou bien vers zéro. Pour simplifier, nous nous bornerons
& considérer lintervalle (0, --oo), c’est-a-dire nmous n’examinerons que
les cas ol la variable @ tend ou bien vers I'infini positif, ou bien vers zéro,
mais par des valeurs positives.

Nous admettons la convention suivante: 1/0 = oo el 1/oo = 0.

TrEorREME 9. Soient g(x) et h(xw) deus fonctions définies et continues
dans Vintervalle (— co, -+ oo) satisfaisant auw conditions (2), (3) et (2'), (3°).
Dans ces hypothéses, chacune des relations

(30)  mg@h(@ =k, lmg@h@ =k ©O<k< +o)
Z-++00 -0

entraine respectivement les relations

(31) lim Ty(z)/To(w) = 1Y%,

2-r+-00

lim Ty(w)/Thie) = 1/}F .
Q-0+

Démonstration. Supposons d’abord que & soit un nombre fini
différent de zéro et que on ait la premidre des relations (30). Fixons
un &> 0 tel que e < k. On a alors, par hypothdse

(32) (k—s8)h{w) < g(2) < (k+e)h(a),

pourvu que # soit plus grand qu’on nombre K convenablement choisi.
D’aprés les formules (20), on a pour tout » > K:

(33) Ty(®) = 2T 5w, K)+ (Tylw)— 2T y(x, K))
Tn(w) = 2Tw(w, K) + (Tu(z)— 2T0(, K)) .

icm
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Mais, en vertu des hypothéses (3) et (3), on a les relations

(34) lim (Ty(x)—2Ty(w, K))/To(x) = lim (Tn(x)— 2Ty, K)){Tw(@) =0 .
L} 00 D00

Done, pour obtenir la premiére des relations (31), il suffit d’évaleur la

limite du quotient Ty(z, K)/Th(z, K), ce qui est bien facile puisque Uon
a, en raison des inégalités (32)

1
Vk—e

(38)

Tw(w, K)

1
T Ty, K) < Ty, K) <

K<
VEre (K < o),

d’olt il vient

(36) 7—1---- < limint Ty(z, K)/To(w, K) = limint T,(z)/ Tu(a)
J k +é &-r-00 Lr-00

1
]/k~e'

<Timsup 7o)/ Ta(z) = limsup T,(o, K)/Ta(e, K) <
2-+--00 L-++4-00

Comme & peut étre aussi petit que ’on veut, il en résulte que la limite
du quotient T,(w)/Ty(x) existe et qu'elle est égale & 1/)/%.

Dans le cas ol k est égal & + oo ou & zéro, la démonstration procéde
de la méme facon. On remplace les inégalités (32) par une inégalité unila-
térale convenable, on profite ensuite des formules (33) et des relations (34),
ce qui conduit & des inégalités analogues & (35), (36), qui nous permettent
de démontrer que le quotient T(»)/Tx(») tend ou bien vers zéro, ou bien
vers linfini.

La premiére partie du théoréme 9, relative aux premiéres des rela-
tions (30) et (31), se trouve ainsi démontrée.

Revenons & 'hypothése que % est un nombre fini différent de zéro
et supposons que lon ait la seconde des relations (30). Dans ce cas, les
inégalités (32) se trouvent vérifiées dans un voisinage (0, K) suffisamment
petit de 0, et, par conséquent, on a pour tout ze (0, K) les inégalités

1 1
37 e T(2) < Ty(@) K = Th(2
( ) ]/70—[—3 h( )\ a( ) T h( )7
d’ont il vient immédiatement .
-.,-_-1:; < limint Ty(2)/ To(w) < limsup Ty(@)/Tn(o) < — L.
Vik+e @0+ -0+ . Vik—e

Comme & est tout & fait arbitraire, il en résulte Vexistence de la limite
du quotient T(z)/Tw(») et la seconde des relations (31).

Dans I'hypothése que k est égal soit & Vinfini, soit & zéro, la démon-
stration s’obtient de la méme fagon en remplagant les inégalités (37)
par une inégalité unilatérale convenable. .

Le théoréme 9 se trouve ainsi complétement démontré.
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2, Dany le cas particulier o la fonction A(z) est linéaire, du théo-
réme 9 on déduit immédiatement le corollaire suivant.

" COROLLAIRE 6. Soit ¢(x) une fonction définie et continue dans Vinter-

valle (—oo, -+ oo) satisfaisant auz conditions (2) et (3). Dans ces hypothéses,

la relation
lim g(z)jzx =%k (0<<k< +o0)

T+ 00

entraine la suivante:
lim Ty(x) = =V .
L0

BEn particulier, st k=0, on a lim Ty(x) = 400, 6 8 k== -} oo, on a
Lt 00
lim Ty(@) = 0.
Z—>+00
De méme, la relation

lim g(z)fw =k (0 <<k < +o0)

-0+
a pour conséquence la suivante:

lim Ty(x) = =/}k .
Lm0

En particulier, st k=10, on ¢ lm Tyw) = +oo, et 8 k = -}-o0, 0N &
20+

lim Ty(z) = 0.

04

Remarquons que

lim ¢ (2)/z = lim (¢(2)—¢(0))/z = ¢4(0),
204 20+
ol ¢,.(0) désigne la dérivée & droite de la fonction g(x) au point 0. D’aprés
le corollaire 6, on peut done dire que 'existence de cette dérivée entraine
toujours I'existence de la limite de la fonction 7(x), lorsque ¢ tend vers
zéro par des valeurs positives, et que cette limite est égale & /)¢ (0)
si g4(0) est finie et différente de zéro, & 0 si ¢/(0) = oo et & +oo si
94+(0) = 0.

Pareillement, dans le cas ou la fonction ¢(a) est dérivable et la limite
liIJ_:l ¢'(z) existe, on a, d’apres la régle de I’ Hopital
&= 00 .

lim g(x)/z = lim ¢'(#) = g'(c0) .

@00 @00
Done, si cetite dernidre limite existe et si elle est non négative, la fonction
T'y(x) admet aussi une limite lorsque ¢ tend vers Pinfini, et celle-ci est égale
& /) g'(oo) si la valeur de g'(co) est finie et différente de zéro, b oo 8i
g'(c0) =0 et & 0 si ¢'(c0) = +oo.
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8. Il n’est pas difficile de voir qu’en introduisant dans la démon-
stration du théoréme 9 quelques modifications Inessentielles, on pourrait
prouver ‘un théoréme plus général que nous nous bornerons & énoncer.

THEOREME 10. Soient g(») et h(z) deum fonctions définies et continues
dans Tintervalle (— oo, +co) satisfaisant respectivement auz conditions (2),
(3) et (2'), (3") et telles que

liminfg(x)/h(z) =% , 1imisupg(x)/h(w) =K (0<E<K<K+00).
]

L 00

Dans ces hypothéses, on a

liminf Zy(2)/Th(w) = VK e limsup Tyz)/Tuw) < 1VF.
L~ -+00 Z—>+400

Il en est-de méme st V'on remplace les limites inférieures et supérieures & Vinfini
par les limites correspondantes au point 0.
On en déduit aussitét le corollaire suivant.
, COROLLAIRE 7. Si la fonction g¢(x), définie ef continue dans Pinter-
valle (— oo, -+ o0), satisfait auw conditions (2), (3) et si
liminfg(z)/z =%, limsupg(z)zr=K (0<Ek<K< +oo),
00 Z-++-00
alors
limint T'y(x) = =YK e limsup Ty(z) < /)T,
Lo 00 Z-+400
et il en est de méme lorsque Uon remplace les limites & Vinfini par les limites
correspondantes aw point 0.

Si Pon désigne par 75.(0) et g1.(0) respectivement les nombres dérivés
supérieur et inférieur & droite de la fonection g(z) au point 0, on aura
limint T,(2) > =)V §-(0) et limsup T,(x) < =/} ¢ (0) .

>0+ -

@04

De méme, si la fonction g(x) est dérivable et si Von pose

¢'(o0) =liminfg'(z), §'(co)=1limsupg’(z),

>} 00 Z>e 00

alors, dans Phypothése supplémentaire que g’(oo) = 0 on a

lim‘in'fT,,( )= nfy§loo) et hmmbup Ty(w m/]/g
&£-r-00 —>-- 00

4, Revenons encore une fois au cag particulier ol la fonetion h(x)
est supposée linéaire. Les corollaires 6 et 7 que nous avons énoncés ci-
dessus ont été déduits des théorémes beaucoup plus généraux 9 et 10.
Cela veut dire que cette hypothése simplifiante infervenait seulement
dans les énoncés de ces corollaires, mais non pas dans leurs démonstrations.
Augsi ne doit-on pas s’étonner qu’il soit possible d’établir quelques résultats
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plus forts en faisant intervenir directement certaines propriétés spéciales
de la fonction linéaire.

TrtorkME 11. §i la fonction ¢(x), définie et continue dans Vintervalle
(—o0, +00), satisfast auw conditions (2), (3) et st

(38) lim G (x)/e* =0,

Z->+00
la jonction T(w) tend vers Pinfini quand w crott indéfiniment.
Démonstration. Quel que soit & positif, on a, en vertu de (38),
P’inégalité.
G(2) < ea?,
pourvu que  soit supérieur & un e¢(e) suffisamment grand. Done, pour
tout 2 > ¢(g), on a

x x @

du : du du x—c(e) 1 o(e)
S L A— > = =-=(1-=-
oj VE(@)— &) (j) V&@)— &) ~ (J) V@@  VE@) ;/e( w)

d’olt Von tire inégalité

liminf T'p(x ]/2

@00

quel que soit ¢ positif. Le théoréme 11 est done démontré.
TaiorBME 12. 8i la fonction g(»), définie et continue dans Vintervalle
(—o0, +oo), satisfait aux conditions (2), (3) et si

(39) liminf@G(x)js* =k,

@400

limgup G(z)/a* =K (0 <k <K < +o0)
a—>-+o00

alors

(40) liminf T'(x) —- arc sin. ]/m
200

Démonstration. Fixons un e positif inférieur & k. Pour tout » plus
grand qu'un ¢(s) convenablement choisi on a, en raison de ’hypothége (39)

(k—e)a? < G(n) < (K +¢e)a?
11 en résulte l'inégalité

z z z

du du du
> = -7 """"::::—.::::...::“:::::::'; feoeienc]
.,j Vo) - 6w ,,.(i V& @)~ Gw) >c£ VE+ e)a— (o)t

1 ( . ]/k—s . ¢(e) kwe)
= - larcsimn —— — aI'C 8N — ] .
Vik—e K-+e ] K+e

icm®
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On en tire l'inégalité
liminf 7Ty(z) > V2 oresin l/ k—e ,
2->4-00 |/ —t K-+e
quel que soit & positif inférieur & k. 11 s’ensuit que l'inégalité (40) se trouve
vérifiée.
Du théoréme 12 on déduit immédiatement le corollaire suivant.

CorOLLATRE 8. 87 la fonction g(z), définie et continue dans Vintervalle
(=00, +o00), satisfait aux conditions (2), (3) et

(41) lim G(z)/r =k (0<k< +0c0),
Wb} 00
alors
(42) limint 7,(x) > =/y/ 2k .
Zpet 00

Il est facile de montrer que la relation (41) pent ne pas entrainer
I’existence de la limite de la fonction T,(x) et que l'on peut méme avoir
limsup Ty(#) = +oo (cf. n°6 de ce paragraphe). D’autre part, pour
L+ 00

G(x) = ka?, Vinégalité (42) se transforme en égalité, ce qui signifie que
dans cette inégalité le nombre =/}’ 2k est le plus grand possible. II ne serait
pas difficile de montrer qu’il en est de méme de l'inégalité (40).

5. Bien que Vexistence de la limite (41) n’entraine pas, en’général,
I’existence de celle de la fonetion 7,(xz), ceci peut avoir lien sous cer-
taines hypothéses supplémentaires imposées au mode de la convergence
exprimée par la relation (41), comme le montre le théoreme suivant.

THEOREME 13. §i la fonction g(x), définie et continue dans Vintervalle
(—o0, 4+o0), satisfait aux conditions (2), (3) et si la fonction G(z)/x® est
croissante au sens large dans Vintervalle (0,14 o), de la relation (41) 41 résulte
que Uon a

{43) Lim Ty(®) = =/} 2k .
x4+ 00
En particulier, si
(44) lim G(x)/a* = +o0,
B> o 00

lo fonction Ty(@) tend vers zéro lorsque x croft indéfiniment.
Démonstration. Par hypothése, la fonction G*(z) = G(x)/2* est
croissante au sens large dans Pintervalle (0, +- o) et tend vers & lorsqne @
tend vers Vinfini. On a done, quel que soit x positif
B
V& (@) — G (u)

:J du < f~ du _ P .
S V@@e = @ V&)@ —w) 2V G¥a)

0
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Il en résulte, en raison de (41)

lim sup Ty(w) < =)/ 2% ,
>+ 00
ce qui donne, avec l'inégalité (42), la conclusion (43).
Enfin, si I'on a la relation (44), la convergence vers zéro de la fone-
tion Ty(x) résulte immédiatement de l'inégalité (45).

6. La conclusion du théoréme 13 cesse, en général, d’étre vraie lorsque
la fonction G(w)/z? est décroissante, mais la construction d’un exemple
illustrant ce fait n’est pas simple. Nous nous bornerons done i esquisser
1’idée d’une telle construction.

Remarquons d’abord qu’il suffit pour cela de construire dans l’in-
tervalle (0, +oo) une fonection G(x) = 2?4 P(2) telle que on aif

Pl)>0, P)=p@ >—2
Pl(x) < 2P(x)/x

(0<&< +o0),
(0 < &< +o00)

et que, pour ¢(x) = 2x+p(z), la limite supérieure de la fonction 7'(x)
lorsque ¢ tend vers U'infini soit égale & + co. En effet, la seconde des condi-
tions (47) a pour conséquence la condition (2) et la condition (47) assure
la non-croissance de la fonction G(x)/e? = 14 P(®)/2? qui, en vertu de
la premiére inégalité (46), est bornée inférieurement par une constante
supérieure on égale 4 1, et, par conséquent, tend vers une limite positive
lorsque x augmente indéfiniment.

Passons & la construction de la fonction P(z), ou, ce qui revient
au méme, & celle de la fonetion p(x) = P!(»). Soit a, un nombre positif

inférieur & 1 tel que
(48) 2(1—ay)2> 1.

Posons dans Dintervalle <0, 1>:

22 si 0o l—ay,
p(x) = 2 .
—2(1—a)ax s @ l—g<ao<l.
On a alors
a2 81 Lo l—a
Plo) = I 23 Sy Ly
(@) (I—a)p—(1—a) (- (1—a)) s 1—a, o<1,

de sorte qu’en vertu de lindgalité (48)
P(1) =(1—a)—(1—af) (1—(1—a)) > 2(1—a)2—1> 0.

, Cela étant, la construction ultérieure de la fonection p(w) et le choix
d’une suite de nombres a; > 0 procédent par induction. Supposons & ceb

v
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effet que la fonction p(x) soit déja construite dans Vintervalle {0, n—1;
et que Lon ait déja défini la suite ay, @y, ..., ay_; de telle sorte que

=1

(49) Pin—1)= [ plwdu>0.

Définissons maintenant la fonetion p(z) dans Pintervalle (n—1, n}, en
posant
Po—1)
(n—1)2
—~2(l—adye s

n—l<e<n(l-a),
(50)
n(l—an) <o <n,

ol le nombre positif a, < L va ére défini dans la suite. On a alors

Pn—1) , . oo
(é_]‘)ﬂ— 2 s =l n(l—an),
P@=1pn—1 .
(ni—lw,z(1—a,L)2~(1—aim) (w‘*-'n"(l—an)3) i n(l—ay)<e<n.

P(n) = {();(;;%—:)LJ- w1 —an)2—(1— af,,)n‘z(l ~ (1 an))
2 P(n-_—l)_ — 2__
=N {(_(_n—;l)z +1)(1 ) 1[ .

En raison de Iinégalité (49), il en résulte que le nombre a, pent étre choisi
de telle sorte que l’on ait P(n) > 0.

Nous avons donc démontré que, procédant ainsi de proche en proche,
on pourra définir la fonction p(x) dans tout Yintervalle (0, -+oo0). Il est
facile de voir que les nombres positifs a; qui interviennent dans cette
construction peuvent étre choisis de maniére que

lim a; = 0.

G- 0O

(51)

On vérifie facilement que la fonction P(x) satisfait aux condi-
tions (46) et (47). D’autre part, en raison des formules (50), on a, quel
que soit n = 2:

g(@) = 2w+ p(a) =25 (n(l—as) <z <),

et, par conséquent

(i () — GHu) = ap(@?—12)  (n(l—an) Su<T<N).

B*
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Done, quel que soit # =2, on a

I3

— du = 3 du
o =V e 2Vt L e

— z’: ]/....
= K% /”Zl_u__i 2 (/2 — avesin (1 — an)) .
U 1 Loy VIE— U ap

Mais, en vertu de la régle de L’Hépital, on a

1 . 1
lim = (r/2 — arcsin (1-- a)) = lm —rmermmee o0 00 .
b a(rr/ aregin (1—a)) i =i + o0

Done, de la relation (51) et des indgalités (52) il résulte que limgup Ly(a)
om0
=lim Ty(n) = +oco.
N>t 00

La fonction p(x) que nous venons de construire est, il est vrai, discon-
tinue en une infinité de points isolés de lintervalle (0, -+oo) mais il et
aisé de voir qu'il est possible d’obtenir le méme résultat en la remplacant
par une fonction continue suffisamment voisine.

7. Dans tous les théorémes que nous avons établis dans le présent
paragraphe le schéma était toujours le méme; on partait de certaines
hypothéges sur I'allure asymptotique des fonctions ¢ (z), h{x) ou G(x), H (x)
et on téchait d’en déduire certaines propriétés asymptotiques des périodes
Ty(x), Ta(w) des solutions des équations (1) et (1'). Or, & I'aide des théo-
rémes de comparaison démontrés au paragraphe précédent, il est facile
d’établir quelques théorémes dans lesquels ce sont Jes propriétés agymp-
totiques des périodes T,(x) et Th(w) qui jouent le réle des hypothéses
qui entrainent certaines propriétés des fonctions G(») et H ().

TeBoREME 14. Soient ¢(x) et h(z) deus fomations définies et continues
dans Vintervalle (— oo, -+-oo) satisfaisant respectivement anx conditions (2),
(8) et (2'), (8'). Dams ces hypothéses, si

Liminf Ty(«)/Tw(z) =1 e limsup To(o)/Tm) =L (0 <1< L = -} o00),
00 r-00

on a les inégalités

(63) I g lin:infG(m)/H(‘m) < limfup G (@) H (0) < 172,
Tr--00 L=>-+00
Démonstration. Dans le cas ot I =0 ou [ = + o0, les inégalités
correspondantes (53) deviennent triviales. Il suffit done de les démontrer
dans I’hypothése que !> 0 et L < +o00. De méme, il suffit de prouver
seulement la premiére de ces inégalités, car la seconde s’en déduit par
un simple changement des réles des fonctions g(w) et h(w).
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Pour démontrer ld premiére des inégalités (53) il suffit de prouver
que pour tout nombre fini M supérieur & L on a linégalité

(54) liminf @ (a)/H (#) > M.
Z-»+ 00

Bien plus, en remplagant, 8’il y a lieu, la fonction h(z) par h(z)/M? on
peut se borner au cas ou M = 1. Supposons donc que l'on ait

(35) limsup To(a)/ Ta(o) < 1.

Nous allong montrer que liminf@(z)/H(x)> 1. De linégalité (55) il

g->t-00
s’ensuit que, pour tout x supérieur & un ¢ suffisamment grand, on a

@

o f__dw >0q).
o e < v 2

Observons d’abord que dans l’intervalle (¢, -+ oo} il existe un d pour
lequel g(d) = h(d). Sinon, on aurait g(z) < h(x) dans tout cet intervalle,
done limsup ¢(®)/h(z) < 1 et, par conséquent, en vertu du théoréme 10,

X—>-+00

liminf 7(x)/Th{®w) > 1, ce qui est en contradiction avec I’hypothése (55).
];;;;0 ne pas compliquer les notations, admettons que P'on ait déja
(67) g(e) = h(o) .

Cela étant, introduisons une xlouvelle fonction g¢(x) définie comme

il suit:

max(g(z), h(w)) s 0 <e,

g (z) si e

@
@ .

NN

On obtient ainsi une fonction continue (en vertu de (57)) pour laquelle
on a les inégalités

(58) g@)<glm) O<z< 400,
(59) hz)<j@) (O<o<o).
De l'inégalité (58) et du théoréme 4 on tire immédiatement
@x @
(60) f~_ du_ gj M 0<a<+oo),
J VB@)—Gw) ¢ VE@—Gw) .

ol G'(x) = §(»). D’autre part, de V'inégalité (59) on tire de la méme ma-
niére D’inégalité

(61) fz du

? du
< O<w<e).
§ V@(@)—G(w) of VH(o)— H(u)
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En rapprochant les inégalités (56), (60) et (61), on voit que la derniére
inégalité est satisfaite mon seulement dans l’intervalle (0, ¢), maiy aussi
dans tout lintervalle (0, 4oo). D’aprés le théoréme 1, il en résulte que
H(z) < G(x), quel que soit 2 positif, et, par conséquent,

(62) liminf G(z)/H (z) > 1

X—+t00

Mais, pour tout # > ¢, on a, A’aprés la définition de la fonction ¢ (w):
¢
G (2) = G(2)+ (6 (@)~ F(@) = Gla)~ | (F(n) —~g(w)du.
0

Donc, en vertu de la condition (3 ) llm G( )G (x) =1, et, en raison

de inégalité (62), on doit avoir aussi hmmfG( VH (@) =1

Ferhe-}-00
Le théoréme 14 se trouve ainsi démontré.

8. Dans le cas particulier ot 1= L, on déduit du théoréme 14 le
théoréme suivant.

THEOREME 15. St g(z) ¢ h(x) sont deux fonciions définies el continues
dans Vintervalle '— oo, +oo) satisfaisant aux conditions (2), (3), (27, (3))
el 8i

Hm Zp(x)/To(2) =1 (0 1< +o0),

a,"") oo
il ewiste, pour @ tendant vers Vinfini, wne limite du quotient G (x)/H (x) o
elle est égale & 1.

En supposant que la fonction h(x) est identique & 2z, on obtient
des théorémes 14 et 15 le corollaire suivant.

COROLLAIRE, 9. 8% g(x) est une fonction définie et continue dans Vinter-
valle (— oo, 4 o0) satqlafaismr, aux conditions (2), (3) e st

IminfTy(x) =1 e limsup Ty{w) =L (0 <L = 4 oo),

Lerof00 Lot 00

alors on o les inégalités

w21 < hmmt(r(a,)/%z < limsup G (w)/a? = n?/202 .
Ldef 0 Qo efe0

8i, en particulier

lim Ty(w) =1 (0 <1 +o0),
L+ 00
la fonction G (x)/x® tend vers w21 lovsque x croft indéfiniment.

Pareillement, il est facile de déduire des théorémes 14 et 15 les deux
corollaires suivants.

EBquation différentislle z'" 4-g(z) = 0 71

COROLLAIRE 10. 8i g(») et h(x) sont deuw fonctions définies et con-
tinues dans Vintervalle (—oo, +oo) satisfaisant auw conditions (2), (3),
(2'), (3") et si limsup G (a)/H (4) = +oco, on a Lmint Ty(w)/Tn(z) =

2—>4-00 @—>+00
De méme, si liminfG(z)/H () =0, alors limsup Ty(x)/Th(2) = + oo.
X400 X400

COROLLAIRE 11. 8¢ g(x) est une fonction définie et continue dans
Vintervalle (— oo, =+ oo) satisfaisant aux conditions (2), (3) et si lim Eup G(z)/2?

=400

= +o0, 0N @& hmm;fTa( ) =10.

De méme, sz hmm;f G(z)/x? = 0, alors limsup Ly(x) = oo
X+ 00

9. En rapprochant les théorémes 10 et 15 on en déduit immédia-
tement le théoréme et le corollaire suivants.

THtoREME 16. Soient ¢(x) et h(z) deuw fonctions définies et continues
dans Dintervalle (— oo, +oo) satisfaisant aus conditions (2), (3), (2') et
(3"). 8t o

liminf g (2)/h (%) = k., hm}rnfG(w)/H (@) =k,
Z-r 00 .

Z—++00

limsup g (a)/h(e) = K, limsup G(x)/ H(w) =
B> 00

OL<k<k< K, <K;< +o0),
alors on a les inégalités
1 . 1
= < liminf Ty(z)/ Tu(z) < o = < limpup Ly(@)/Th(e) <—= -
i < T < e 4 <l N
En particulier, si . .
limint g (2)/h(2) = hmlnfG(w)/H( (0 <k << 400)

&->--00

alors Hmsup Ty(x)/ Tr() = 1/Vk. De méme, si
Z~—>4-00

limsup g(z)/h(x) = limsup Ga)/H(x) =K (0<K< +00),
X=r-t00 L—++-00

alors limint T,(@)/Ta(a) = 1)V K.
. B0

COROLLAIRE 12. Soit g(m) une fonction définie et continue dons Dinter-
palle (— oo, +o0) satisfaisant aux conditions (2) et (3). 8¢

limintg (x)/z = %y , limjng(w)/w’ = ky/2,

L4 00

hmsupg o)jr =K,, limsupG(@)/z? = K,f2
T—>+00

(0<k1 Ka<-K1 +00)
alors on a les inégalités

oV E, <limint Tole) <wVE, o /) <limsup Iy(z) <.
Z—>4-00
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BEn particulier, si

liminfg(z)/x = 2liminf G (#)/2* = K
L 00

X—++00

(0 = K = +o0),

alors liminf T,(x) = njy' K.

T~ 00
Remarquons que, grice & ce dernier corollaire, on peut améliorer
Pévaluation de la limite inférieure de la fonction T(#x), donnée par le
théoréme 12. En effet, dans les hypothéses de ce théoréme, on doit avoir
non seulement ’inégalité (40), mais aussi

V—%- arcsin ]/—k— < liminf Th(x) = - I
VE K orteo VeK

Revenons encore a Pexemple du n® 16. On voit facilement qu'il est
possible de choisir les nombres a,, a,, ... de telle sorte que la limite su-
périeure du quotient g(x)/z soit égale & 2 et que la limite du quotient
G (x)/x? soit égale & 1. Cela étant, du corollaire 12 il résulte que, pour la

fonction g(x) construite dans ce n° on a liminfTy(z) = =, tandis que
2> 00

limsup Zy(#) = -+ oco.
Z-+-F00
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Sur la limitation des dérivées des solutions bornées d’un
systéeme d’équations différentielles du second ordre

par Z. Op1AL (Krakéw)

1. On sait que certaines hypothéses sur le second membre de ’éguation
différentielle du second ordre

(1) '’ = f(t, u, W)

permettent d’évaluer les dérivées des soluti0n§ bornéés de cette équaﬁion.
Par exemple, si la fonction f(f, u,v) est continue dans lensemble R:
—oo <t oo, —MKL UM —o00< V< +oo et g elle satisfait dans B
4 Dinégalité

(2) If(t,%,ﬂ)l<a+/3W(0) (a, 8> 0), -

ol w(v) est une fonetion positive continue pour » > 0 et telle que

) = oo,

la dérivée w'(t) de toute solution w(f) de I’équation (1), pour laquelle
lu@)<m (—oo<t< +0o0),

est bornée, elle aussi, dans le méme intervalle (—oo, +oo0) (cf. M. Na-
gumo [3]). Il en est de méme dans tout intervalle fini, pourvu que sa
longueur soit suffispmment grande. b

D’autres conditions suffisantes et nécessaires pour que les solutions
de Péquation (1) jouissent de cette propriété ont ét6 trouvées par T. Yoshi-
zawa [B].

11 est facile de comstruire un exemple d’équation différentielle (1)
qui admette des solutions bornées, mais dont les dérivées premiéres ne
soient pas bornées. En effet, il en est ainsi de I’équation

(4) LW = (A uy
Pour le constater, il suffit de remarquer que ce sont les demi-circonférences
de rayon 1 qui constituent la famille de solutions de I’équation (4), puisque

Pégalité (4) signifie que la courbure u'’/(1-+u?)¥2 des courbes cherchées
est constante et égale & 1.
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