Sur un effet asymptotique dans les équations différentielles dont
les seconds membres contiennent des termes périodiques de
pulsation et d’amplitude tendant a Iinfini

par S. LoJasiEwricz (Krakéw)

M. P. L. Kapica a étudié un pendule simple dont le centre de sus-
pension est animé d’un mouvement vibratoire simple’). Soient L et m
Ia longueur et la masse du pendule et soit ¢ (0,9) le centre de suspension,
oll y=g¢ sinwl. M. Kapica a montré que, si 19 la période des vibrations
v=2m/w est petite par rapport & la durde de l'oscillation du pendule,
2% Pamplitude a est petite par rapport & L, 8° a’w?®>2gL, alors 1a position
verticale du pendule (=0, of. figure) est stable.

L’équation différentielle du mouvement est de la forme

(1) 0 =(gL™' —aL ™' w® sin wt) sin 6.

L’amplitude des vibrations de ©
étant petite, on remplace I'angle @
par une valeur moyenne ¢; d’aprés
M. Kapica, en. conséquence des
vibrations du centre de suspen-
sion, le mouvement approché est
comme §i, outre au moment de la
force de pesanteur M, =mgL sing,
le pendule était soumis & un
yymoment vibratoire

_ 1 .
M= -Zma”w’ sin 2¢.

o X
On peut en déduire que, sila con
dition 3° est satisfaite, la posi-
tion @=0 est stable. On voit done
que Dexpression —aL'o*sinwt sin® dans (1), qui est périodique
et dans laquelle la pulsation et l'amplitude sont grandes, peut étre

Y Cf [2]*;1 [3].
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remplacée approximativement par -—L ?a’e®sin2p/4, cest-i-dire les
solutions de 1’équation

(2) =gl si;mp——%L‘zaﬁm2 sin 2¢
sont des solutiohs approchées de (1).

Dans la note présente, nous montrerons que les solutions de (1)
tendent vers celles de (2) lorsque w—>oo de manidre que a®w®=const.
Nous démontrerons des théordmes plus généraux de méme nature et
concernant des systémes d’équations différentielles ordinaires du second
ordre dont les seconds membres contiennent un terme’ périodique en t
(théoréme I dans le §1 en cas de forces ordinaires et théoréme II dans
le § 3 en cas de forces instantanées). En interprétant ce terme périodique
comme un chamyp de forces, ces résultats expriment que le point maté-
riel (ou le systéme de points matériels) qui est soumis & ’action de ce
champ est poussé en général vers les amplitudes déeroissantes des vi-
brations (cf. §2).

M. K. Tatarkiewicz a remarqué que ’expérience bien connu avec
le tube de Kundt en est une illustration. A savoir, dans le tube de Kund$
la poudre de lycopode se rassemble aux noeuds ou les vibrations sont
les plus petites.

Pour mettre en évidence le probléme considérons un exemple de
mouvement rectilligne. Supposons qu'un point matériel de masse 1 ait
subi aux moments ¢=0,7/2,7,37/2,... une percussion I dont la valeur
absolue dépend linéairement de la position # de ce point et est alternati-
vement positive et négative. La percussion est donc donnée & l’instant
t=nt[2 par

(3) I=(—1"I(z)=(—1)"(ka1).

Soient @,,%;,%,,%;,... les positions succesives du point matériel aux mo-
ments de la percussion ¢=0,7/2,7,37/2,... Dans chaque intérvalle de
temps ((n—1)7/2,n7/2) et (nz/2,(n+1)z[2) le mouvement est uniforme;
la variation de la vitesse & linstant t=nv[2 est égale & (—1)*I(#,). En
posant

(4) 5n=wn+1 — &, An=m2n+2 — oy
on a successivement (cf. (3) et (4))

O — 0y 1 =(—1)"I(2,) -

8y — Oy =(—1)"[I (2} —I(2,_1)]
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d’otr k ) ‘

. Co A — A, 1
- 3) LT == k().

" Le p;'erﬁi_er 'me‘mbr,e de (5) étant 'accélération moyenne, on p‘euf 8’attendre
A e que le mouvement approché soit.donné par I'équation différentielle

(6) ’ a7 =+ —kI{z).
‘Si I(x) est une fonetion quelconque on peut la traiter approximati-
vement au voisinage de @, comme une fonction linéaire
X ‘ T(ao)+I' () (5 — o), ‘
et leﬂniouﬁuﬁeﬁt approché sera donné par
1
M. a==II@)

"é’est;-h'-:dj:e le pbint sera, poﬁssé dans la direction o les percussions sont
Dlus pefites. _ e »
On peut s’attendre & ce que la force F=b(®)p(t), ot p(t) est une
fonction périodique, de pulsation 1 [v et d’amplitude trds grahdes, pour
laquelle la valeur moyenne J p(¢)dt est nulle, puisse &tre remplacée (appro-
0

ximativement) par une force indépendante du.temps
, F=—p'b(2)b' (o),

ot 1a constante positive u* ne dépend que de la fonction périodique p(i)-
Lorsqu’en particulier b(x)=a, on a 1"équation deé Hill '

' o @ = p(i).m. ‘

Si Pexposant caractéristique a?) est différent de 0 ef wi, la solution gé-

hérale (complexe) est donné par w=a¢(t)e“+b(p(t)e““’, oll @,y sont des
fonetions périodiques de période = et ,b sont des constantes arbitraires.

%y (T) + @2 (7)
“‘1—2*51() » Rar>= 0, 0 Jar <27, ott @, ,, sont

des solutions pour lesquelles @, (0)=1, % (0)= 0, x,(0)=0, z,(0)=1; ¢f. E. Kamke
[5], p. 87-88, Whittaker and Watson [7], p. 412-413.

") @ est donné par: cosh ar =
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Si les oscillations de ¢ et yp sont petites par rapport & leurs valeurs,. on
peut les traiter approximativement comme des constantes et les solutions
approchées seront données par z=a,e*+be~% o’est-a-dire par les solu-
tions de 1’équation
(8) . ar=da.

En cas de 1’expression périodique. dans I’équation (1) du pendule de
M. Kapica on a b(@)=L'sin0, p(t)=—aw’ sinwt et on voit’: que dans
1équation (2) cetfe expression est remplacée par

1
— %L“za’w’ §in 2¢=— 5 & ’b(p)d'(p),

done il doit 8tre u*=a’w?/2. '
En effet, dans les exemples ci-dessus la différence entre une solution
quelconque et sa solution approchée tend vers zéro lorsque z—0 de
T
manidre que [ p(f)dé reste borné. Ceci sera une conséquence des théo-
0 .

rémes I et II (cf. § 2).

§1. Lemye I Soient FP(t,2;,a), (i,j,70=1',2,‘..,n;0<r<r.,). dos
fonctions de la classe C* (c’est-a-dire continues avec leurs dérivées pariielles
du premier ordre) telles que ‘

OFP | | 0FD | | 0FP
(z) i i i <M,
]Fz ia ot ) awj 71 0%,; -0

pour oI P, a;<@;<<b; ot @, quelconques. Supposons que les fonctions
de la classe O1,aP (1), (i=1,2,...,n; 0<v<1,) satisfassent aux indgalités

(9) A“mf;)(t) —Fi(t,m}”,ﬂggﬁ)—)l<str)éj lorsque o<t f— 2,

(10) P @I<L  lorsque a<I<B,

o lime(r)=0 et s(z)<1. Soit P ();...,E0(t) wne solution du systéme
>0

(11) "17::'=F£;1)(t’mi:wk.)v

définie dans [a,p]l, et telle que dans cet intervalle

(12) < Ay SEOKhyp<h; (=1,2,...,m; 0<1<T,).

3 dx(ty=%t+7)—x(t), 42 () =2+ 27) — 25 (E+7)+= ().
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Ocla pose, on a Démonstration. Oonsidérons Ia suite t,=f,+wvefa,f—7l,
1° (v=0,F1,...).
2 (1g) — P (h) P (o 7)— (1) ad 1°% Nous allons omettre les indices ¢ et 7. On a
- k-1
=t v An(ly+kv) = An(ty) + 5 Aoty +ur) lorsque k>0,
u=0
T —1
-<4L|t1—t2| + (Mo +1) ([t~ 4 [ty —1s| 4-7) Az (ty) =Az (ty +lr)+ ¥ Ao(f+pr)  lorsque k<0;
=k
powr by, by, bo-+ve[a, B 6t [ty—ty> 27. il en résulte, d’apres (9),
20 &5 Az (ty+E Ax (1
e (13) ol the)  Aol)| a4 1.
T
® (¢ —g® .
(A) o (1) =m0 =7 (), 947 (o 1 7) — a7 (b) =1ty =T (1), Puisque o
Zdw(to—i—vr)
0 Wi <y Ko, [l <L 6 a<ty< p, alors 2(ty+-pr)— (bt k) S
(p—Fk)= (p—k)T
2 -z 04 £ iy ' pl ol
RN et e w0 datiy )+ 3 [dotet o)+ 3 Aoltetue)|
’ . vek41 u=k
t= 5 (p—Hk)T
pour t=ty+wvela,f—x], (»=0,F1,...)°) lorsque v—>0. Les @y ot uy .
peuvent dépendre de . -l v Aty pr)
30 g * =A"’(t°:rk’) 4 “"; — LA
ST a0 (1) — ol (1) ~ ona
7 1) 3t > —w(j—)—_rLLL’i:(f)(t“)ﬁu""; ' @ (ty+pr)—@(f+kv)  Az(ty+ k)
B T (14) L o (M +D)(p—R)r (k<p).
(B) | (p—k)* T
byy ta—>ty; t__r_t_—>0 lorsque 70, Supposons que a<h<t,<f, h,—>2r. Il existe des entiers k,p tels que
T L<h+hr<tyFr<ty—r<ty+pr<t,. On a done
0% Gy Khig, [U| <L et ath<p, alors #(ty) —a (1) _m(tz)_“l(to‘l‘fn) @ (ty+p7) — @ (to+ k1) . (p—Fk)r
e h—t, t—t (p— TRy t—1,
PO —FI 50 @ S e |
(o8] I 0 +?(>1qu+ k) = ()
. ty—1 !
pour i=ttwela,f—7] (r=0,%1,...), lorsque ©—0. d’ot, d’aprés (10), on conclut que
4) 2" désigne la (c)onvergence uniforme (par rapport 4 t). (15) ‘kaj(tz) —a(h) — o +pr)—alht k) <4L i
%) Cest-d-dire | 1% o h—h (p—F)w Ty

. — 5| <& pourt = f,-- e [¢,8 — =] lorsque 7 o8t suffi-
samment petit, On déduit des relations (13), (14), (15) que l'inégalité 1° subsiste.
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ad ’2"_ Nous définissons les fongtions ¢;(t),w;(t), (i=1,2,...,n) de
sorte qu'elles soiént continues, linéaires dans chacun des intervalles
[tntv+l]7 (tv+1</3—'t) et qu’on ait

Az

(16) ‘I’£=m'(i1): Pi== T pour t=f,=t)+wela,f~—7), v=0,F1,...;

elles §ont donc définies dans un intervalle qui est contenu dans [a,p)
et qui contient [a+7,8—27] Selon (9) et (10), on a

A7) ) —@@N<Iv, |lul)—wE)<(M+1)r  lorsque [t—i,| <,
(18) : . |ps— o < 2 L.
On a S N
. _ aa) ,_ A
()= - Vi +'=‘——'tv—2£12’ ft,—t <,

(();‘16)11 ((if%))enctl ?e i de fagon que 1,<t<t,,;, done, en vertu de (9), (10),
) et (18), les fonctions ¢;,v; (1=1,2,...,n) satisfont aux i -
lités différentielles o Areo® i dndgn

L@

1<¢¢)’+—w¢|=1wi(t.)~w<t)1<‘ <(My+1)7,

, g AE,.‘(:)
', — B0 (8,9, )| < | 2 )
T

At
..._th) (t,;m}’)(t,;), a‘str (tv)) {

+| T, 9 (t,),wk(t,))—F&'f(t,@(t),wk(t))|<;(r)+Mo(w+n1;i+n (My+1)1)

Puisque .m,‘zz’i%"(t), Yi=7{ (1) (i=1,2,...,n) est une solution du systéme
B=Ys, Yi= T3 (3,a;,9) pour laquelle (of. (A) et (16)) @;(t) = mip=p; (t)
Yillo)=2p=1;(t), on a (cf. E. Kamke [4], p 152) '

?

O R P UR (el i i

(ezn(Mo+l) _1).

My+1
Il s'ensuit d’aprés (16), (18), (19), que
’Amﬁ')_ﬂ_c.(,) =0 ‘ .
- I b pour i=f, et |of’—E’=>0 lomque >0

[a,6]

g;?:&u’fn dehfﬁ'stde l’il}\tergf)a]le dans lequel les inégalités (18), (19) sub-
, les oscillations de f? et z ¢ i
it pymnerlation ¢ " tendent vers zdro, les dérivées restant

Le fait que les @y, et u .
0 De dépendent pa b it
dans ce raisonnement, P pas d.e_v: nm‘uervenmb pasg
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ad 3°. Soit P (4=1,2,...,m) une solution du systéme (11) pour la-

quelle
& (o +v) — 17 (to)

Eﬁ)(to):a”?)(to) et 5;'.(1) (to)= T
Daprés 2°, on a .
- Az .
| — 3 >0, \ T _FW|0 pour t=t,+ v lorsque 7—>0.
%]

Selon 10 et 1a continuité des solutions par rapport aux valeurs initiales®),

on & .
[EP — 7 >0, TE—z®| =0 lorsque -0,
[2,8] [e,p]
d’otr résulte 3°.

Remarquons qu'il suffit dans le lemme I que I'inégalité (9) soit vérifiée pour
t=t,+m #=0,F1,...) et que la condition (10) puisse &tre remplacée par celle de
Lipschitz: |a{? (¢)—a @A) < L]t —1. o

Revenons & ’exemple du mouvement d'un point percuté. On peut éerire I'équa-
tion (5) sous la forme

S

73

1
=7 kIl (w+Ax) pour t=1mv, vy=0,1,2,...

Supposons que (0)=x, et Az (0)/r="14. On pourra appliquer le lemme I lorsqu’on
aura prouvé (10) (condition de Lipschitz). Désignons par v_ ot v, la vitesse dans
lintervalle de temps [nz,nt-+t/2], ou [Rr+7/2,(n+1)7]. On a !

n-1
Az (0)+ ) Az (v7)
A 1 = -
V= _ﬁudiiﬂf) + N I (@) = —;o * 2 1 @aura)

1 n-1
=t~ o kr 3 I (g,0) £ (Ta1)s
=0
d’ou il résulte'que, dans D’intervalle 0<{t<<T<1, on a
1
< — |} (| I k )| -+l =a ma: b
_ ol <]+ - 1 o] +{2) 4} mox o] +1| = max ol
On en conclut que

sup v} <a (jmo|+ T supl|)+b ou sup | <L= M
0,11 [0,T1 0,13

1—al ’

pourvu que aT<1l. On a done
| 4% 1 . 1 1
[pl<L et = + - B (o) <Zk2]m1<z kL
dans [0,T], et, par conséquent, d’aprds le lemme 1, la solution considérée » tend
vers la solution de I'équation (6) satisfaisant aux conditions initiales 2(0) =1, %'(0)=

lorsque 7— 0.

%) Dans notre cas cette continuité est uniforme par rapport & 7, of. E. Kamke
[4], p. 152.
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Leume II. 8¢

Az
'TalgA(]mll—i—..—}-[m,,D—l-B powr  a<t<p—r,

e (1) —2 (<O pour '—~i<r ot Im(E)<D  (i=1,2,...,n),
. 1
ow A,B>0 et lti—t1|+2f<4—”z (¢,j=1,2,...,n), alors
B o B ,
|w.,-l<2n(D—|—o+H) (e )_H—'—O (i==1,...,n).
Démonsgtration. On a
@y (t+7) — @, (F) B B
abto-ul) <A[(ml+m)+...+((wn+ﬂ)],

n
d’ot, en posant &”=|v,(»7)[+B/nA>0 pour a<<rt<p etb S(v)zz gy)>07
i=1
(20) |40+ — 0| < A5,

Il existe des entiers g; ({=1,2,...,n) tels que [ti—os|<T, 7006[a, B,

done
B
(21) Eﬁ“')S.E:D-{—O—i—H (¢=1,2,...,n)
et I
1
(22) rlo;— le<lt_t]+97<‘— (7’1?:172! ' 1)

inAd
Il résulte de la relation (20) que [s¢*D—s®|<nds®z, d’otr il vient
successivement (en vertu de linégalité ndz<1/8<1/2)

("H) 8(7)

1— 'nA-z:< (,) <1+/n,A1:,

0 S Ty ST

@ 9 Ik
—:(—k)- (1+42nd7)-H= (1+ M)l \’

1|
et, par suite, .

s ‘
(23) r < Anli—kiz,
Daprés (20) et (23), on a

lﬁp)"‘ §§k)|<AIP—kI ,MZnA\p—khs(k)’
done, selon (22),

1 1
o) _ gled) < T glizglen o
|E$ 4 |\ in § < on 8,

icm
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n n
Bn posant £—max &7 =, 1= 35> S E0=a®, o a (ef. (21))
n= u=

1
b= E HH | — VIS B s,
"
d’otr s<nB4-3/2, s<2nE, s 2nE. D’aprés (23), on conclut que

££l)<8(l)<62n1 1—91318(91)<2,’1E027L4(ﬂ—0)7

%) ’ <laft) —

[ (1) — (59—
2nA(B—a)

pour un I conve.riable, on obtient |z;(?)| < 2nFe

Lemume III. Supposons que z(t),...,,
tion du systéme

et, puisque

EAGHENY

—~BnAd+C,e. q. £ 4.
(1) dans [a,B] soit une solu-
i =filt,

mj1$;c)+¢i(t;tywi) ('i,,:f,k=1,2,...,’)’l,),

o les fonctions f;(t,;,5%), ¢i('u,,s,w7-), O;|0m;, Op;[0u somt continues,

(b, s+, 2)=;(1,8,%) e J%(tasﬂ"j)dS:O-

Ceci étant admis, on a
t+r

(24) f oi(s,8,2;(s)) ds

t+r u

==--f f[a—q) ,8,3( )+2 u,s,mj(u)w (u)] ds du.

S \fA<H, g, | 0; /0], |0gi] 0| < M (s) fM(8)418<M

| @ (1) — 2 (t)

Me<1, [ty—t]+2v<1/dnM e -
2 —

< (71:1,2,...

,n) alors

(@5)  |ol<I=2n (uo+ +9M+3) M- ans [a, ).
Démonstration. D’aprés les hypothéses, on a

T

f zp{(s,s,m,(s))ds—mf [palt -7, 8,35t + 7)) — @i (s, 5,2y (8))] ds
tor b
-~

itz u a
=~J f[ ¢ (w8, a(w) )+Z % u:'g’mj( )}a, (w )] dsdu.
ib

n

(10,8, 2 () + Z%(u,s,w,(u))w;(u)] duds

y=1
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Posons v;(f)=u;(t); on a done
4T

(t']"r '“'U'L f f@ $ w@ 77}1::('9)) d‘q
l+z U 693
— f f [0% (uys,2; u) 2 E)ml (w8, a(u)) v,(u)] dsdu.
En vertu de 1’inégalité
v '
m(t')—vi(t)[gMH—|if¢i(s,s,m,(s))ds]<M-|¢1 pour ¥ — ¢ <z,

[T

on obtient
[os (84 7) — v, (1)) < Mot e[M+ Y M(M+1+]0,()])]
=[M (o, ()] + .. +m +M+MmM+n+m
On a de plus

#y(ta) — @3 ()

fou (i) | = =

ol ]ti—t,|+2r <lt,— 4| +27<1 /4nM On peut done appliquer le lemme II
(2;=v;, A=M, B=M+MnM+n+1), (= M1, D~—u0), d’oh résulte
Pinégalité (25).

TatoREME I. Considérons le systéme
(L) =1 @,00) o (4,t,)  (5,5,k=1,2,...,n; O<r<m),

oit ¢f? (u,s,m;) est une fomtwn pérwdzque par rapport & s, de Za valeur moy-

enne zéro. ‘

(26) ‘pi(u:‘q'i"";;wj):?’iw;s;mj): f%‘('”’;s!wj)'dszo (i=1,2,...,n),
g i

et le systéme

w1 0T . g B o 0D |
(IT) a;i=;«bf[ﬁ)(t,mj,m,g-{-@i)(t,s,wj))—2%@,8,%)@5”“,S,m,)]dé‘,

yaul
Y

ou
g

o . 1 T U ! .
¢£><t,s,wf)=f¢§>(t_,o,w,>da~,7ffqpm,a,m,).aaau. S
0 0 0

Supposons gue, powr a<i<B, ASUKP, —oo<i<oo, a<a;<hy,

——co <#p<oo (i=1,2,...,n), les fonotions £z, @y, %) sotent de la olasse
oY 1fY, 10f%/a1), |af<"/aw,| |6f$’/6mk|<M(a:1, 7501»)’ ol M(d”ly oy i) st
une  fonoiion continue, ¢ (u,s,a;), d¢{/0du, 0] 8y, * By Db,

o

icm
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02zp(’)/ 02,03, sont continues et leurs valeurs absolues sont < M,(s), o
fu 5)ds< I

8i &7, dans [a,B], est ume solution du systéme ( (IL,) pour laquelle
<y <FD (1) <hyy < by, |ENSE el Z0 (I) =40, TH) = 0t T (£)—> 50,
D (ty)—=uzy lorsque 70, alors, pour v suffisamment petit, <1 existe une so-
lution du systéme (L), o7 dans [a,B], satisfaisant oux comditions (A) ou
(B) du lemme I (p. 392) et
' |2 — =z > 0.

{a,81

Démonstration. Considérons les restrictions f&" des fonctions f{?

4 lensemble e<I<<B, o;<#;<h;, 2| <K+2M+1; on a

Ty O 01| off?
‘fi ly 9’ K ol
ot | ow; || oay, |

<K My= max  M(xg).
|k <K +2M+1

On peut prolonger les fonctions 7 et ¢ 4 I'ensemble, de t,;, ; quelcon-
ques de sorte que les prolongements f et ff’ satxsiassent aux conditions
supposées pour 1 et ¢{? dans les hypothéses du théordme avec M(ay, ...,o,)
=M =M,+1. Puisque |®{(t,s,2;)|<2M, donc Z{ est une solution du
systéme (ILj, dans les seconds membres duquel les fonctions f{ et p{®
sont remplacées par f? et . Il suffit de démontrer le théoréme I pour
72 et 3, et les inégalités a;< @< by, [#D|<K+2M+1, ot & est la
solution du systéme a; —f(”-;— @, intervenant dans la thése du théoréme.
Nous allons éerire dans la suite 77,2 ahn lien de f?,5{,2.

Donc
o, | 2L 0O
Yo 0 omy |1 oy

<H

Dé31gn0ns par g;(t,®;,o;) les seconds membres du systéme (L). On
a lgl< M=M+ ma.xM (s) d’on i1 résulte que les solutions sont défi-

nies dans 1’mterva,lle —oo<t<<oo. Soit #;(t,v;) la solution de (L) ayant
les valeurs initiales ;(ty,v;)=a;, #x(f,v;)="v,. Pour satisfaire aux con-
ditions (A), il suffit d’exiger qu'on ait ;(t)+7,v;)=@;+ 4ur. On a

ft t .
@5 (ty+ 7, 07) = Tp + i{ [‘vrf—tof91(3;501(3#”;)7“’1;(3,”7‘)) ds] @t =2y vt hy(vy),

ol h(v;) sont continues et |h;(v;)|< M+’/2. La transformation w;= 1z, —
—h;(v;)[x transforme 1’espace de v; sur un ensemble borné des w;, done
il existe un point fixe: v;=1y—h;(vj)/r. Il en résulte que x;(t,+ 7,v5)
=+ VT + hy(Vjo) = D3+ uypr, done m;=um;(t,v;) satisfait aux condi-
tions (A).

Annales Polonici Mathematici I. 13


GUEST


460 8. Lojasiewicn
Draprés le lemme I, 1%, pour satisfaire aux conditions (B) il suffit
d’exiger qu'on ait

(b +7) — illy) _ - )

a’i(to)=ﬁf) (to), 1 (fo).
On vérifie que
h+r i+ U

2n s)dsdudt=0

[pe)

lorsque [ p(t)dt=0 et p(i+7)
[

14

=p(t) pour —oo<i<oo’).

D’aprés les hypothéses on a

o2 (2, 8,27) ~ g (2, 8, 2)}

3(;7(1) i r ‘ n
t’ s, 2 $,;) ,
(28) o = Tot T <M,(s)(it’~t|—}—j§l Ja;— ay]) 7
la ‘?) rat ’ d £
] gm (t 787'7"1)— a‘p(; (t)37mi)
i g 4

Soit #{? une solution de (I,) satisfaisant aux conditions (A), ou (B).
Nous allons montrer qu’on peut appliquer le lemme I, c¢’est-a-dire que
les o satisfont aux inégalités (9) et (10), ol F{ sont les seconds mem-
bres du systéme (II,), et que ces F{? sont de la classe 0" ef restent bornées
avec leurs derivées partielles du premier ordre lorsque 7—0.

On vérifie facilement que la dernidre propriété a lieu.

On voit aussi que les hypothéses du lemme ITT sont satisfaites, d’olt
on déduit les relations (24) et (25).

Nous allons omettre 'indice 7. Soit # e[a,—27] et posons

(29) v()=ai(t), ea=wmh), va=u(t) (4=1,2,...,n).
On a done
(30) [vl=]#|<L dans [a,p],
t
(81) oy (1) =1y + tf (1o, 2(0), 01 (0)) + pu( 0, 0, 2y 0))] do.

Il g’ensuit, en vertu de (28) et (30), que

|”‘i(8)"“'uil+Qi(tlytlymjl)'—¢i(t1;87m71)|<ltf filo,2y(0),04(0)) do|
+]‘1f [tpi(cr,a,m,(cr))—tpi(tl,o,as',(tl))]dal L2 M+ 2M (2 +n-2L7)

") I suffit d’effectuer la substitution s=mx-t, W=yt
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L3
pour h<s<CH 427, don, daprés [ B(h,s,2,) ds=0,
! []

Aw;(ty)
Y O+ Dt %, 271)

1 &t

= 74 [0:(8) — va+ Di(ta, by, 2p0) — Dy (b, 8, 8) ] ds | << (2 + 4 M + 4 M Im)z,

et, par conséquent,

| Az (1)

(32) |vi(8)—

. —@i(tl,s,mj,)f < (40T +8M -8 MIn)
l

pour <8<+ 2T
On a maintenant

A :v(tl 1 h+r t+1 Hi4+r t+r

=3 f tf s)dsdt—« f

t; H

(8,5 ,05) dsdt

1 fh+t 4+

+ F f f @i(8,8,;) dsdt.
[
En s’appuyant sur les relations (24) et (26)-(32) on transformera succes-
sivement le second membre comme il suit:
tl+r t+r

—f ff«-?“’f

ol ]n1|<M(2r+2Lm—[—(4M+8M+8MLn)-r),
1 bt t4r }
—2f f{pi(s,s,mf(s))dsdt
t

T 4

vk(s

Az (4
_ffi(tlywyly mk 1)+¢k(tu8ymjl)) d3+7717

r=1

1 Hi+r t4v u 3% n 6¢i
=3 tftf[—é;;(u,s,m,(u)),«}—z am'(u,s,m (), u)] dsdud
1 a A 0 i
= B—(Z(u:s’%(u))—% (tu'g’wfl)] dedud
1 K 0
_?fIIZ[—E}%(M’S’%(u)) “‘a%zi(tl)samﬂ)] v, dsdudt

001 3 [ s ) [ e waa

LI P u .
— 1T 3 [ s ) | w.(ﬂ,ﬂywy(v))dcr]dsdudt=-m—ns—m~1,
p=1 v oY

13*
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ot [y <2 M (87 +-2Lmr), |ns|<2nll (2720 L)L, [l < MM - 27 o6

IR

X tf[w,(a,a,w,(a))-—(p,(tl,o,mﬂ)] dodsdndt
1

0
(P (tlas)wil)]

0y ¢
+ = ffle[ © (8,25 (w)) — 8% (tl,s,mﬂ)] fcp,(tl,a,m,l) dodsdudi
r 1%

I NIPX-

tl,s,w,l f [, (0,0,0,(0)) — @, (b, 0,20)] dods dudt

1 Htz 47 u 1

g,
+= f f fz o, tly'g)'”ﬂ)j @, (ty, 0,8;) dodsdudt=n5+ ne+ 1.+ B,
ot m5|<4M’ 274 2Lnz)n, |n6|,{n,|<4Mz(2r+ 2Lmt)n et
1 htr i+t n 8@
=zl S 2%

13 v=1

0P,
* (1,0, @) — T (ilit,m:il)]

Wg
Z: oz t17'“’ wﬂ

y= v

T

1
Dy, ty,mp)] duwdt = 70[

X [D, (byy%,B5) — (b, 1) i,

On a donc

A a;l t 1 Az (& ‘
= _-‘f—f[fi(t“ (), _wi:_l)—+q)k(t1’sim1(tl))
0

_2 7, tl,s,'rj 1)) D, (tr, 8, t,))]d

v=l

<|’71|*|‘["72|+|"]a|+["74|+[”75|+|776!+!"l'rl"3(")_*0
En vertu de (30)

pour T->0.
, on peut appliquer le lemme I et il vient

Ax®

2 — 50| > 0

Ie,8]

—ZP |0
lotsque 70, d'otr a,< #{? < b; et, ’aprés (32),
suffisamment petit, c. . f. d.

Remarque. On voit que, dans le cas des conditions (A), les limi-
tations, pour v et pour |#{” —{?|, ne dépendent que des constantes f—a,
%, M, K intervenant dans les hypothdses, et de la fonction M (wj,...,a;).

et } pour it=t,+wvela,f—7]

[0 < K+2M+1 pour 7
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§ 2. Soient
D ma; = fi(t, ;) + @i (8,1, 25)
les équations du mouvement d'un systéme de points matériels. Le

théoréme I montre que les forces ,,vibrantes” ¢;(t,#,4;) peuvent étre
remplacées approximativement par

"1 Fod; @, 17 T o,
yi(t’mj)z_Z[T 0x, .m —76[ o ds "‘f%*ds]’

=1
f% (t,0,%;) do. Lorsque Z%t w,2;) dw; est une différen-

ot D;(t,s,s;)=
tielle totale pour chaque valeur de ¢ et w fixde, c'est-d-dire quand
aVI(t,'L")wy')

650,5 ’
alors les forces y;(t,;) dérivent d’un potentiel Vy;. En effet, lorsqu'on pose

u

U= [ Vyi(t,s,m)ds, on a '@;(t,u,5;)= 0T (¢,u,a;)[0x;, A’on

1]

o[ 1 U 90U 1
(b, ) = —
yilt, @) g':[ 3x,0x; Ox, m,

~amls 2 S G (2 %54))]

p=1 """

(p,;(i,’tl;,ﬂ?j)=—

Bmm

ToU 1
4—_J‘6m Bm, ]

.done

1l 7, 1 F 2
VII:E;;":[? J@,d&’-— (? ‘f ¢,d~9) ]

Ce potentiel peut 8&tre réalisé de la fagon suivante.

Fixons t=t,, #;= #;, et considérons les forces g;(t,,?,®,) qui ne dé-
pendent que du temps. Supposons quun systéme de points matériels
de masses m; soit soumis & Paction de ces forces. Les vitesses sont données
par 'u,(t)_vw—]—di (to,t,%50) fmy, ol my, sont des constantes gueleonques
(égales aux vitesses des points & 1’mstant t==0), et la valeur moyenne
d’énergie cindtique est égale &

1
Pt 3 Sl

1 1 H
Elle atteint son minimum pour v;y= — — f o~ @; dt ou lorsque f'vidt=0,
Ty M 6

2
@i(tn,t,miu)) at.

cest-a-dire en cas de mouvement périddique; ce minimum est

___2 [:}Bfgbids—(%of@,ds)z] V.

v=1
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Puisque F,,, exprime ,lintensité” des vibrations de @i, on voit
que les forces y;(s,4;) poussent le systéme dans la direction dans laguelle
cette ,intensité” déeroit.

Quand on prend

’ . 1 t
f%>(trwjymk)=fi(tymj)a ‘P«(L')(“?tymi): - ‘Pi(uy 7! m}) )

ott g;(u,s,%;) sont des fonctions périodiques par rapport & s, de période 1,
1

pour lesquelles [q;(%,s,m,)ds=0, le théordme exprime que la solution
[

27 (t) du systéme
. i

. 1 i
(L) . wi:fi(tymj)+7 ‘Pi»(ty__f_’:w:i)

tend, pour z—0, vers la solution #;(f) du systéme

n 1 1 1
w;':fi(t,mj)—Z[f %@" @, ds— | i ds-fsz&,ds],
0

y=1 L0 x" 0 aa’v

(I

8
ol D;(u,s,;)= [@i(u,0,2;)do, pourva que
[

o (1) — a (1)

o (t)>Z(l) et
ty—1

=5 (),

olt ty,t,—>1t) et v/(t;— )~ 0.
1
Dans le cas ot n=1, ¢(s,u)=Db(x)p(s), p(s-+1)=p(s), [p(s)ds=0,

0
on a

®) w"=f<t,m)+b(w>—1—p(i),
T \7
(IT) @ =f(t,8)— u’b(2)b' (1),
ol
(83) /f::ofpzds——(ofll’(ls)z et P(s)=p(o)de".

*) P(s) peut étre primitive quelconque; sauf dans le cas ot p=0, on a

1 1 |
[ Pras—( [ Pdsr>0,
¢ 0
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Dans le cas de I’équation (1) du pendule de Kapica, en faisant

aw =276 [t=const et w —oo, on obtient b(0)=L"'sin @, p(s)=2waw sin 2xs,

1 1 ) (1:26()2
= a'o?| [ cos*3mt dt—( [ cos 2at &)= — )
0 [] 4

1 9 s
(I1) @ =gL 'sinp — ZL—E a’w’®sin 2¢
(ef. (2)).
Dans le cas ol b(z)== on a l'équation de Hill
o @ ( t)
(L) =—»{-)
(1T) o = — u*z,

ol y? est donné par (33). Nous allons montrer que Pexposant caractéri-
stique est imaginaire: a=iu, lorsque 7 est suffisamment petit et que
lirr; = e

En effet, si #,(7,1), @(7,t) sonb les solutions de (I,) pour lesquelles
@, (7, 0)=1, @1(7,0)="0, 2,(r,0)=0, #3(r,0)=1, Pexposant caractéristique
est donné par (cf. renvoi 2)

@y (7, 7)+ % (7, 7)
-

coshar = Rar =0, 0 Jar<2an,

ou, aprds la substitution u=t/7, y1=1), Y= T3/7, DaT

0
ha(5, 1)+ o (1,1)

(34) coshar = Rar>=0, 0<Jar< 27,

2 b

olt y(t,), ¥(7,u) sont les solutions de l’équation

a'y
(35) w yrp (%)
pour lesquelles
0y ay
(36) wm(r,0=1, ZI(n0=0, %(;,0=0, Z=(r0=1
On a donc
(37) ¥:(0,%)=1, Y3 (0, %)=,
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Toutes les dérivées partielles des fonctions #.,y;, lesquelles confiennent
au plus deux différentiations par rapport & u, sont continues.

On a
@ By 0y; ‘ @ 9%y, oy, vy,

—— == . e | 9t =1 .
du' ot ( or H—‘%)p’ au® 97 (Eh:2 T %, )p (6=1,2),

d’ou, d’aprés (37),

@ By, & By,
IR (0yu)=p(u), i or (O, u)=up (u),
& o'y " 09
TR AR (0,?4):2—-0?(0,20)1)(u) (i=1,2),

et, par conséquent (P(u)= [ p(s)ds),

[

0y,

u b o s
—~(0,u)=0f J‘p(s)dsdt———fP(t) at, L

u f
. 3{(0’“)=0f [ sp(s) dsdi,

2

d 0y, i ! 0"y, PE 4
(38) ooe O == [PE#,  —Z(0,1)=2] p(u)ufl’(t) dtdu ds,
d 62'1/2 ° u i
— =9 A q o
i ofp(u)ofofsp(s)dsdtdw,
car, d’aprés (27),
oy, d dy; N a %y,
e (@0 =2 2 (0,0)= 5 (0,0)=—- =5 (0,0)=0.
Congidérons 1’expression
0y,
coshra— 1 y1(7,1)+'5;(791)"2
¥4 12 == 12 —
Puisque, d’aprés (37), (38), on a
0y, dy a o
91(0,1)+ =2 (0,1)—2=0 ¢t —2 ) -
1{0, 0,“( 1)—2=0 et 07( ’1)+du a1/_( ) 1)==10,
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done (cf. (38))\ i

g coshra—1
lim2 = =

700

:flfp(u) fuP(t) dt duds + flp(u) fuf sp(s) dsdtdu
00 [ i [ 00

u

_ [P(s)fP(t) ai— [ P &) as— [ P(w) [ sp(s) dsau
0 0 [ 0

0
1 1
- ngdmo+[deu]2=—u2.
Q0 0

Il en résulte que, pour v suffisamment petit, —1< coshra<1, donc
(cf. (34)) a=1ip,, ol 0<Crp, <2x, et lim 2(1 —cosT ;) [F=p', d’00 p;— g,
c.q. f.d. =0 _

Si 7 est suffisamment petit, alors ra=itu,7#0,7%m et la solution
générale de Déquation de Hill est de la forme

: o= ap, () e~ 4+ by (1) €,
ol @,,v, sont périodiques, de période 7, et @, (t") = (t')=1 pour un t'.
En s'appuyant sur le théoréme I, on montre que [ " Seno

§ 3. Dans l’exemple du mouvement d'un point percuté la force qui
agit sur ce point est une force instantanée qui peut &tre représentée par

I(x)A(t), ot
b T
Alt) = gm(—l) 6(t~—v§-\,
et 8(1) est la fonction de Dirac. On peut écrire Péquation du mouve-
ment sous la forme
(39) o =I(z)A(),
mais les fonetions de la variable ¢ et la différentiation doivent é&fre consi-
dérées au sens des distributions de L. Schwartz [6].
Nous allons considérer le systéme
(1,j=1,2,...,m),

&
(III) @ = Zl @i (88, 95) i (1)

ol @, (t,8,%;), 0p,/0x; sont des fonctions continues dans lensemble
a<I<p, a—1<s<h+1, <z <b; eb p;, sont des mesures (finies pour
les sous-ensembles boreliens de Pintervalle [a—1,84-1]). Nous les con-
sidérons comme les distributions et nous cherchons une solution con-
tinwe a; satisfaisant aux conditions initiales :

(40) By) =0,  T(toF0)=vy, O the[a,B]
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. ]
Nous allons désigner par |u| la variation totale de u et par { 7(2) du(t)

l’intégrale( {]M“’ ou — [ fdu, ou zero, lorsque a<f, ou a>B, ou q=p
a, (ﬁ,at] ’

Remarquons que g(f)= ‘“f f(s) du(s) est une primitive (au sens des distribu-
tions) du produit multiplicatif f(t)u (¢).
Puisque le second membre de (III) est la dérivée (au sens des distri-

Iy

butions) de la fonetion & variation bornée
ki
;f:vx [of(piu(s7s7mf(s)) A, (8),

donc @; est une fonction absolument confinue (i=1,2,...,n) e on a
(presque partout)

(THy)

kot
By="Un+ 2 t,’ rpin(s,s,:vi(s)] Qi (8)
0

x=1

(15:172’“-1"');

0.1‘1 x; .es.t'la dérivée au sens usuel. Les équations (III,) avec les condi-
tmns. ?mtw%es‘ .a;,-(to)=a;,~o sont équivalentes au systéme (III) avec les
conditions initiales (40). Enfin nous représentons ce systdme sous la
forme équivalente suivante:

E ot u
By= gy + V3o (— 1) + 21 lff%‘(syé';“’y(s)) By, (8) doi
ou ek
k t
(ML) @) =wn+out—to)+ 3 [ (t—5)@us,5,;(s)) dpg(s).

= A

Soit y,(w) une fonction de la classe (' dans (—oo,00), égale & zéro
dans (-—o0,0]4-[¢, c0), positive dans (0,&) et telle qu'on ait

}0 ye(u) du=1.

8i f(w) est une fonction telle que |f(uw')—f(u)|<n(|uw' i
S - %' —ul), ol
est une fonction non-déeroissante pour £>0, alors <t i e

b
(41) uf(a)y,(s-u)dc—f(s)|<n(e) pour a-+e<s<h.
LeMms IV. Considérons le systéme
k p+l
IV, =
(Iv,) i ——g,; a_fl Pin(t98,85) 7, (5 —1) Aty () (e<1)’)

°) Les seconds membres sont définis i
et continus i j
- dans Pensemble o<i<B, a,<<a<<h,. e svee dewms dérivées 0/00
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et soit m;,(t) une solution satisfaisant aux conditions iniliales

Gy ()=ak, (1) =",

ot > Dy, Vip—>Vig, fo—>1o, lg=te POUN e—0, e a; <&, <b;.

Cela posé, les (1) ewistent dans un intervalle commun. 83 elles exi-
stent dans [ag,By], alors .
5, (1) = 2;(2),

Loo, Bol

ol x;(t), dans [ao,ﬂo], est une solution de (IIL,) (ou de III avec los condi-
tions indtiales (40)). Cest la solution wnigue de (I1L,) dans [ag,Bol.

Démonstration. On a

| Oy |

(42) il s i«%‘ <M.
7

Trunicité des solutions de (ILT,) (ou (ITI)) peut é&tre demontrée de
la méme maniére que pour équations différentielles (cf. par exemple,
L. Bieberbach [1], p. 28).

On a
B+l
(p.ix(o', O‘,-’l’j(g)) 7:(8_0') dﬂiu(s)dad”)

NS

58y =aly 5% (5 —1o) +

I
%t

i
-

*: a~1

(43) ,

k fats
G ()=t oa(t—t0)+ 3 [ [ (t—0)piu0,8,2;(0)) v.(s — o) Bodpsf9),
=14

ol il'—“ml.ll(tf),t), t2=m2,X(t§,i), et
E op+1t

@)=+ [ tf%x(ﬂ,syﬂﬂf(ﬂ))%(s—ﬂ) dodus).

#=1a—1

Daprés (41) et (42), on en déduit
k —
(44) [z ()| <kl 4 21 gt ([a—1,8-+1]) - 3U < M.

Il s’ensuit que, pour & sutfisamment petit, les fonctions @; sont définies
et équicontinues dans un intervalle commun contenant t,. Il suffit de
démontrer que, si

(45) ‘ By, (1) = @;(1), g0,
129, Pol

ao<ﬁ3"<ﬁo’

alors () est wne solution de (ILL,).
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Soit te [ay, 8] La différence éntre les sommes dans les seconds mem-
bres de (43) et (III,) est égale &

STEa
xcllq: t1+h:[f (tﬁa)(p‘i"(6’874‘75"(”))?‘"(6_6) do— (tbs)(pm('gﬂ’l’ ( ))] ql”'.x(\)

hiew o latey Iy
FJL+ T ) t=ormulos (@l s—o driut

" L+
(f F f ) (E—8) @ (8,8, 25(5)) Bpeg (s )} S‘(lf+1;+,z;;),
S f?;;H- VI [2 sl {(ty ot &1 A+ ol ((f2s ot 1) - Ll 65)
T <{ppie ([ —1, p+17) [(]ll—l—(ﬁ——a—l—‘?’)ﬂ]llﬂ)e +n(e,)

+(B—a+2) ]L[Z‘ m‘m (72, — 3] |,

7=!!

ol [T+ |15 <
ef, selon (41

car, d’aprés (44),

@ . _
o (0= 0 piu(00, 8,04, (0)) | <M+ (B—a+2)n M 1T,
et
Pi (058, 27) =i (00,8, 2)| <n(lo—ap]),  O% 7(&)=>0 pour &9

. On en conclut, d’aprés (45), que les seconds membres de (43) tendent
uniformément vers celles de (IIL,), d’otr il résulte que x;(f) dans [ag, Bl
satisfait & (IIL,), c. ¢.f. d.

THEOREME II. Considérons les systémes

*
(1% @ =10 (1,2,) +2<p<" b)) (55=1,2,...,m5 0<1<1),

ot les fonctions ¢ff (1,s,2;) et les mesures pf somt périodiques par rapport
& 8; de période '), felles que

f‘p'm i ) § wﬁ) d;”'(r)( ) 01

« . . n T a@ 1 (')qjgt) 1 T
(IL,) = :f‘(‘ )(t @) — ( d;(r)d 09" 9
1 I} 1; f 0w 1:‘ 0‘ Y y ds . af @f, as )

ol
P (t, s, 2;)=

DM ¥
S

=, ‘P«EZ)(%U:%)JM?(U%
%) On dit que la mesure u est périodique, de période 7, lorsqw , &
=p(E) pour tout I'ensemble borelien borné, g plorsaron & ple )
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Swpposons que, pour a<t<fB, aLu< B, —oo<s<oo, aigmigbi

(4=1,2,. , bes fomctions
¥, () (7) 2 (‘r) 2 (7D
£t aﬁﬂ aft) 0 g, Ogls) aqzi,,, 0% oy
VN T By WA ha 7 B 6%6.705 da; O,

soient continues et lours valeurs absolues <M, ou <M (s), ot

| 5 fugw

x=10
Oooi btant la thése du théoréme I (lorsqw’on remplace (I.), (IIT par (L),

(IT.)) subsiste.
Démonstration. Considérons les systémes

s)ApP<M  (i=1,2,...,m; 0<1<t0)

kE

(1) o =10+ Y [ e, 0,3) v (0 —)du) (o) (e<1),
o=1 —00
169711 . 'ray,n 1 T "

(L) 2 =10t a)— :2( a*wa——o = s-Tofw,ds),

ol .
WE(t,s,2)= [ y5(t,u,2)du,
[]

k
Y

P (t, 8,9 f

—00

2ty 0,5 7,(0*5)11#&( )

sont périodiques par rapport. b s ( “f 4 (t,s,2;) ds=0). On vérifie que-les

seconds membres de (I_) satisfont aux hypothéses du théoréme I

(Ist'I, WE| | <a =3 T MR nlo—o) (o), [I(e)ds M)
0@1 x=1 —00
oop by
on a o0, | G | 19 §7| <,
7
1,8 w-)—¢§=><t,s,m,~>|

f ¢ (8,0, ;) duf) (o) dE— f oD, 0,2) d#&?(ﬂ)]
& 8+-&

o[l f] s o maz o]

x=10 $

< 5 ADNAN (5,5 + €D+ 112110, )]

x=1
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et, paréillement,

‘ 0wy 00

k
<X AL (s,8Fe]) +1p821((0, D),

11 s’ensuit que la valeur absolue de la différence entre les seconds
membres de (IL,.) et (IL;) est

O, O, |
ol
o)
Ox;

Af) =max ( 81,

%
t,8,25,§

n 1 T k
< A0 [ 3 AR (5,5 -2+ (0, e de

4+ M
= —T*ZAE’[EIAZ)I((0,f])+'f/b§£((0,8])] 1),

par conséquent, les seconds membres de (IL,) tendent uniformément
vers celles de (II;) lorsque s—0, 7 étant fixé. Soit &} une solution de (IT,,)
ayant les mémes valeurs initiales que . On a done [ —z{"| >0 lorsque
e~>0 (¢f. B. Kamke [4], p. 153). te. A1

D’aprés le théoréme I, il existe une solution de (I,), 47 définie dans
[a,B], satisfaisant avec Z* aux conditions (A) pourvu que 7 soit suffi-
samment petit: r<lz;, oll, selon la remarque faite & la fin du §1, =, ne
dépend pas de e. Les #;™ étant bornées (cf. Lemme IIT), il existe une suite
extraite #f telle qu'on puisse appliquer le lemme IV?). On a done
' m}'*{:);}w&”, olt {? est une solution de (IY). Blle satisfait aux conditions (A)
et, par conséquent (cf. lemme I, 1°), aux conditions (B).

Soit #{? dans [«,f] une solution quelconque de (I]) satisfaisant aux
conditions (A) ou (B). Lorsque & est suffisamment petit, on a

|ap—aP| <z, 17*—39 <7z  dans [a,B],
2Pt +7) — 5 (l) 2 (Bg+7) — 2 (f)
— 7,
T

on
@7 (b)) — a7 (1)
t—1

_ 10 ()~ (1)
ty—1

T
21) Car on a ofp((a,x-}-e])ds=ep((0,r]) (r étant une période de u).

%) Pour appliquer le lemme IV, on pose q:m(t,s,m,)=f£') (t,=,) et pu,= mesure
de Lebesgue.

icm°

powr la solution de (IL,), 47 dans [a,f], ayant les mémes valeurs initia-
les que #{. II s'ensuit (cf. lemme I, 1) que 47 satisfait aux conditions (B),
done, selon le théoréme I, |#P—Z{|=>0, ef, par conséquent (ck. (46)),
[a, 1
| — P =0, ce qui termine la démonstration.
fa, 81
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Remarque. Dans le cas de I’équation (39) (mouvement d’un point
percuté) on a

(Ir) #"=— p*kI(x),
ol

: [0 dans [0,—7—),
2 1 ; 2 1 H > —_ —

T =7of¢ dt—(Tofd)dt) eb q)(t)ﬂufax_ll

1 = 1 z\2 1
2 - =) =— ec (6).
done ~3 (1 2) g en accord avec (6)
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