Sur les zéros des polyndmes trigonoméiriques dont la suite
des ecoefficients est monotone

par M. BIERNACKY (Lublin)
On sait que chaque polyndme trigonométrique & coefficients réels
et de degré =

By 4@, c08 O 4-b, sin O -, < tap, cos w0 --b,, sin n@

posséde‘au plug 2# zéros dans Pintervalle 0@ <2%1). En 1918 G. Pélya
2 prouvé?) gue les polyndmes :

(%) Gy a; co8 O+ ...+ a, cos 1@,
(k) @, 8in O+ ...+ a, sin nO '

01“1 0<t<m<...<a, ont exactement 2n zéros dans l'intervalle en que-
stion. La démonstration est simple: les expressions () et (%) consti-
tuent respectivement la partie réelle et le coefficient de + du polyndme

fz)=a,+ et ...+ a,"

sur la circonférence [2/=1. D’aprés le théoréme ’Enestrém-Kakeya b
tous les zéros de f(z) sont contenus dans le cercle |z]<1, done, d’aprés
le principe de I'argument, le point w=f(z) tourne » fois autour de Vori-
gine lorsque 5 décrit la circonférence |z|=1 et la courbe décrite par
coupe au moing 2n fois 'axe réel et au moins 2n fois I'axe imaginaire.
En 1936 G. Szego*) a précisé ce résultat de Polya en prouvant que
le polyndme (+) posséde exactement un zéro simple dans chaque intervalle

(s=1,2,...,2n).

}) Cf. pour la démonstration [4], tome II, p. 77 et .
avec soh ordre de multiplicité. [ ,] P 205, Ghade séro est compté
3) Cf. [4], tome I, p. 121 et 295.
%) Cf [1], p. 19, et [3], p. 106.
4 Cf. [5], p.-130-131. )
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Le but de eet article est d’établir un théoréme en quelgue sorte

analogue & celui de Polya-Szego: on considére les polyndmes & coeffi-
cients positifs

a 008 kO +-. ..+ a, cos #O, a,sin k@ -+ ...+ a,sin 7O (k<<n).

et on prouve, sous certaines conditions, que ces polynémes ‘plossédent
cxactement 2k zéros dans lintervalle 0<O<2x. Un raisonnement ana-
logue & celui qui vient d’étre cité prouve d’ailleurs immédiatement gue
ces polyndémes ont aw mioins 2k zéros dans intervalle 0<<O<2x. Or, il
est évident que les inégalités ‘analogues & celles de Pélya-Szegd

U > gy > > Oy > 0y >0

ne suffisent pas, 4 elles seules, pour assurer le résultat voulu. En effet,
en posant a,=ay,,=...=a,=1 on obtient des polynémes qui peuvent
avoir 2n zéros simples dans Pintervalle 0@ <2x (cf. la formule (3) ci-
-dessous). Mais si les coefficients a; décroissent assez rapidément on
obtient les théorémes suivants:

TuRoREME 1. Les polyndémes & coefficients positifs

(1) @, Sin kO ...+ a, sin n0
(k<<n)
(2} . 08 kO + ...+ a, cos nO
" W _ VE 2%
we Ykl 2k+17
(A)

gy _ VE 241 a, VE  ntk—1
ST Ty L= —7
& Ye4+1 2k+2 81 YVk+1  wtk

possédent exactement 2k zéros dans Vintervalle 0<LO<2m, et lous ces aéros
sont simples. .

TutoriME II. Si les zéros du polyndme a,-- W@ty sont
réels, on peut remplacer dans Dénoncé I les inégalités (A) par les inégalités

moins restrictives suivantes: :

n—k
2

(B) Q> Apep =0 > 0, >0 ka,— (k4+1) @1+ . . Ena, > 0.
Les inégalités (B) sont vérifiées, en particulier, si 1’on a les inégalités
(B,) ]Ca'k>(k+1)("lc+l>---2”‘"’M>07

ou un signe > au moins se réduit au signe >. Le cas a;= ak+1=...=a;,,
n—k pair, montre que les conditions (B) ne suffisent pas, dans le cas
général, pour assurer la thése du théordme L
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THEOREME III. Chaque polyndme (1), o k=2, qui vérifie les condi-
tions (BY), est positif dans Vintervalle 0<O<n(2k e négatif pour O=gx]k.

Le théordme III est valable méme dans le cas ou il y a le signe d’éga-
lité dans toutes les inégalités (B'). Dans le cas ol k=1, le polyndme (1)
est positif dans l'intervalle 0<<O<x%).

Dans la démonstration de ces théorémes je me bornerai au cas du
polynéme (1), car la démonstration dans le cas du polynéme (2) est pres-
que identique. _ _ .

En appliquant la formule d’Ruler sin®=(24)~" (¢*—¢~") et en posant
6=z, on constate que le nombre des zéros réels du polynéme (1) dans
Pintervalle 0<{O<2x est égal a celui des racines de 1’équation

(=2 e (P — =0

situées sur la circonférence [z|=1, et que cette transformation conserve
la multiplicité des racines. Or, la dernidre équation peut s’écrire sous leo
forme .

(3) f(z):z"“f’"

ou .
N(z) aytan12+...+ o
D(2) Tt g1 @+ oo Gy g™

car, en vertu du théoréme d’Enestrom-Kakeya (loc. cit. sous?)), tous
les zéros du numérateur N (2) sont & Pintérieur du cercle [2;<1. Les poly-
ndémes N(z) et D(z) étant réciproques, tous les zéros de D(z) sont exté-
rieurs & ce cercle, tandis que le module de f(z) est constant et égal & 1
le long de la circonférence |¢|=1; donc, si |¢|<1, on a aussi f(»)<1,
tandis que Pewpression zf'(2)[f(2) est constamment positive le long de lo
circonférence [3|=1. Je vais démontrer que sous les conditions des thé-
orémes -I et IT on a

3" (2)

T K, i
(4) ) <n-4+k

f(z)=

pour |#j=1.

Cette inégalité fondamentale entraine immédiatement les 'théor(’r

mes, car elle peut s’écrire .
’ a ntk |
FEl<|g

et il en Tésulte que sur la circontérence l#] =r<1, ol » est agsez voisin
de 1, on & [f(2)]|>¢|"t*, donc en vertw du théordme de Rouché I'équa-
tion (3) a autant de racines dans le cercle [#¢|<r que l'équation f(z)= 0,

*) Cf. [2] et [6], p. 188, oil lc fait est démontré dans le cas Gy =ly=,..

=0 =1,
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c’est-a-dire exactement n—%. L’équation (3) de degré 2n étant récipro-
que, elle a aussi n—F% racines 4 Pextérieur de la circonférence l#l==1, et,
par suite, exactement 2% sur cette. circonférence. Ces racines sont simples, .
car, autrement, on y aurait f'(2)= (n+%k)s"*1, égalité incompatible avec
(4)°).

Pour établir P'inégalité (4) Temarquons que, si elle n’a pas lieu, il
Y & un point z de la circonférence |¢|=1, ol on a

: 3f'(2)
(5) =n+k. c e
1(=)
En effet, dans le cas contraire, on aurait constamment ‘éur |l =1,
2f'(2)
>n+k S e
fey 0T e
cest-4-dire . '
d
! — gMtE
@) > =

En appliquant le théordme de Rouché, comme tout & Pheure, on ver-
rait que Péquation f(2)=2"** posséde n-+% racines & Pintérieur du cercle-
-unité et n--% racines i L’extérieur de ce cercle, ce qui est impossible, car
cetie équation est de degré 2n. Ainsi done, la démonstration des thé-
orémes I et IT est réduite i celle de 1'impossibilité de I’4quation (5) pour
lg]=1.

Or, cette dquation peut s'écrire, en posant (cf. 1a formule (3))

N . : }
T e S
P ()= (n+k) N(2)—aN'(2) 46D’ (2)=0. ‘

Soit 4 un nombre positif plus grand que 1; l’équa,tivon (l—lz).?(z) =0
pourra §’écrire . o :
(6) o (R e+ [(ndk—1)a,_,—A(n+k)a,]z ‘
+n+k—2)a,_,—i(n+ ké-l)an_l]z"—i— oot (2R — A2+ 1) ak+1]z'?f’f
F1—=22) 6 (B 1+ 2022 + Bty @ .. (1 —F) B ™) =2 A P+,

®) On pourrait aussi considérer les points w=f(2) et u=2""* comme parcourant
la circonférence unité O lorsque z parcourt' O dans’le sens positif avec une vitesse
constante. Les points w et u parcourent O dans le zens positif (n—k) et (n+k) fois
respectivement. En vertu de (4), la vitesse de w est constamment inférieure a, celle
de w. ' o '

Annales Poloniei Mathematici I. o . 12
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) woefficients de 2, #%,...,8" %
En vertu des hypothéses du théoréme I .1es coe: 2y 8"
sont posibifs i A est assez voisin de 1; il en résulte que ’équation (6)

est impossible pour |2|=1, si l'on a
(L= [(n+E)ay+ (b +5—1) 8y 1+ ..+ (2h+1) 3 11]
+(1—]—1)[a,a+1+2ak+2—|—3ak+3+...—|—(n——k)an]—|—Zlcmk<27c/1ak,
¢’est-a-dire si

kg + (25 +2) G+ -« + (20 —2) Gy + 200,
A> (gt g1 oo T )

(M

Cherchons un nombre A>1, tel que si ;2> A, (s———k,'k—lf—l,... n—1)
linégalité (7) en résuite. Remarquons d’abord que la ,<11m1n'u‘1;1q11 d’un
rapport a,/6,,, augmente le membre droi‘t de (7) ; on 1 éﬁabht aisément
en posant a,/a, =% (s=k,k-+1,...,n—1) et en d1fféren1?1ant le membre
droit de (7) par rapport aux 4, Il suffit donec de considérer le cas oh
Gy =48y, (s=k,k-+1,...,n—1); l'inégalité (7) prend alors la forme

QKA E 4 (2k4-2) A F L - 2m
oL (A E 4 AR L 4T

A>

et peut s’éerire
' [k(A—1P— 111> %22 — (n+ k+1) A+ n.

Or, pour l::l-{-l/]/i, le premier membre de cette inégalité egt nul et
le second négatif, donc Pinégalité (7) est bien vérifieé, et, par s;ulte, 1éga-
1ité (6) est impossible, pourvu que les coefficients de #,4*,...,8" " (}ajns cette
égalité soient positifs. En exprimant ce fait on obtient les conditions (A)
du théoréme T.

Pour établir le théordme II désignons par oy,ay,...,a, 5 les zéros
du polynéme N (2)=a,-+a, 12-+...+a,2"* de la formule (3). Ona o;<0
(i=Ek,...,m). D’aprés le théoréme d’Enestérm-Kakeya tous ces zé‘ro§c
sont inférieurs & 1 en module. Les zéros du polynéme D (#)=a;+-. . .-+t 2"~
sont 1/ay,1/ay,...,1/a, . Pour |g{=1 on a le développement

#f'(2)  2N'(2) _ 2D’ (z)
fe&} N  D(2)

N\« .,
=1+(z+%‘)2ai+...+(z”+;5)2u75—|—...

Draprés Phypothése les sommes ) of sont positives pour p pair, et néga-
tives pour p impair. Il est done clair que, lorsque # décrit la circonférence
l#|=1, la ‘fonetion zf'(2) [f(2) atteint la valeur maximum au point z=—1;
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par suite il suffit d’établiv 1’inégalité (4) en ce point. Or, pour z=—1
Pon a N=(—1)""*D, done on est réduit anx inégalités

N{(—=1)+D'(—1)<(n+k)D(—1)
lorsque (n—F%) est impair et
D'(—1)~N'"(1)< (n+k)D(~1)

lorsque (n—%) est pair. En effectuant les caleuly on trouve que ces
deux inégalités se réduisent i I'inégalité

ko —(k+1) g1+ ... £ na,>0

qui fait partie des inégalités (B) de ’énoncé TI.

Occupons nous maintenant du théoréme IIT. Je I’établirai d’abord
dans le cas particulier, ol a;=1/k,...,a,=1/n. Posons O=n|2k. Consi-
dérons les termes successifs du polyndme trigonométrique: il y a d’abord
un groupe de % termes positifs, puis un terme nul, ensuite un groupe de
2k—1 termes négatifs, un terme nul et un groupe de 2k—1 termes po-
sitifs, et ainsi de suite. Pour établir que le polyndéme est positif, il suffit
de montrer que les valeurs absolues des sommes des termes de ces groupes
forment une suite décroissante (on ne considére pas les termes nulg).
En ce qui concerne les groupes 3 partir du troisidme, cela résulte de suite
de ce que I'on peut établir une correspondance biunivoque entre les ter-
mes des deux groupes successifs, de maniére que les sinus figurant dans
ces termes aient la méme valeur absolue. Il reste & 4tablir que la somme
des termes des deux premiers groupes est positive. Oe fait s’exprime par
P’inégalité suivante ‘

11 Er o1 1 1 \T. (k+p)=
®) (7“ﬁe)+,§[k+p_(3k—p+3k+p)]“m 2

Les expressions entre les parenthéses carrées sont positives pour
P<p, et négatives pour p>p, ('on a py=() 12—3)k), et il est évident
que, si p'<po<p”,

(k+p)m . (k4 )=

. (k+po)=
% > §in ok > 8in ok

>0.

sin

On diminuera done le membre gauche de (8) en remplacant dans
tous les sinus p par p, et en multipliant. (1/k—1/3%) par:sin(k+py) z/2k.

12*
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Aprés la suppression de ce facteur I'inégalitié ainsi obtenue pourra s'écrire

1 1 1 1 1 1
"k‘+k+1+“’+2k—1>2k+1+2k+2+"'+47c-1’

or, cette inégalité résulte du fait que
1 1 N
Fts Zhi2s 11 k{25 +2

(s=0,1,...,k—1).

Supposons la premidre assertion du théoréme III inexacte. Comme
le polyndéme considéré est évidemment positif pour 950 et assex petit,
ainsi que pour @=n[2k, il devrait avoir un minimum négatif dans 1'in-
tervalle 0<®@<m/2k. Je vais montrer que cela n’est pas possible. En
calculant la dérivée du polyndme on trouve qu’an point @, ol le minimum
a liew, on a

(*) cosn@(l—eos@)—i—smn@sm@-{—eosk@ oos(k 1)6=0,

On voit de suite, moyennant des considérations géométriques, que pour
0<O<z[k P'on a cos(k—1)0—0co3k@>1—cas@; done, a fortior,

‘ eos(k— 1)@—l-eosk@>|cowé)| (L=+con@).

Le polynéme

. sinke (n 1)0
o % TR P
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étant par hypothése positif; on a, d’autre part, nécessalrement smn@ <0 L

Le premier membre de 1'égalité (x) serait donc négatlf on arrive Y une

contradiction. Le théoréme IIT est ainsi établi par mductlon dans Te cas,

ol ap=1[ky:..,a,=1/n. Pour Pétablir dins le cag général, il sufflt de
rema.rquer que le’ polynome 1y peut; §’écrire, en posant

- sink® §ins@ ‘
P,= — 4.+ (s=k,k+1,...,n).
b Pn+( ) n-l‘}‘ "l‘(bk_bl”-l)Pk;
ol on &, én vertu des condltlons (BY), by >bk+,/ =0,>0.

Pour établir la deuxidme assertion du théoréme III, on suppose
d’abord que a;=1 [Byenrs0p=1 [n. En posant ==k, on constate de suite
que les’ valeurs absolues des sommes des termes a,ppar’uena.nt; aux groupes
de méme signe forment une suite déeroissante et que le premier groupe
est composé de termes négatifs. On étend comme auparavant ce résul-
tat au cas général.
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