Sur Pallure asymptotique des intégrales du systéme
d’équations différentielles au voisinage de point singulier
par 8. Xioyasiewioz (Krakéw)
Introduction
Soit
(a) By =F;(Byy. 00y p) (t=1,2,...,m),

un systéme d’équations différentielles et soit @=(0,...,0) un point sin-
gulier de ce systéme, c'est-a-dire f;(0,...,0)=0, i=1,2,...,n. Si les
f; possédent la différentielle de Stolz en 6O, on a

fi(wl:-'-y@z):; Wiy g+ & (@1, oy Bp) (1=1,2,...,n),
ol gfr—0 pour r=Vai+...-a; 0. Il g'agit de savoir quelles hypo-
théses sur les ,,perturbations“ e&;(w;,...,m,) sont suffisantes pour que
Pallure asymptotique des intégrales du systéme (a) soit la méme que
celle des intégrales du systéme

(b) ’ d/'i:Z iy Ly
7

O.Perron ([5] et [6]) a résolu ce probléme dans le cas, ot n=2
et sous I’hypothése

(i=1,2,...,n).

im 2% (leey] +I%I)‘"=0b

Rt pour un >0 (%,j==1,2).

M. T. Wazewski m’a proposé de considérer ce probléme dang lo
cas o les racines caractéristiques de la matrice [a;] sont réelles et éga-
les, ou dans le cas du systéme

B =—8m+Tte (B, 3,),

...................

1= — 8By 1+ Zp+ &x_1 (@1, 1%n),

()

m.-n, = — 8yt en D1y yy).
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C'est & M. T. Wazewski que je dois l'idée d’appliquer dans mes consi-
dérations la notion de coincidence asymptotique des intégrales, intro-
duite par lui antérieurement (ef. [7] et [8]); cette notion joue un réle
essentiel (la prop. 21) dans les principaux résultats.

Dans la note présente je m’occupe du cas, o toutes les intégrales
du systéme (b) tendent vers © pour {—>oco. Je donne des hypothéses svr
les seconds membres du systéme (a) dans lesquelles

10 il existe une transformation de la classe ¢* du systéme (a) en
systéme (b), done Dallure asymptotique des intégrales est la méme pour
les deux systémes;

20 deux intégrales correspondant par cette transformation coineci-
dent asymptotiquement (§4, th. I et II).

Pour rendre les considérations plus claires, j’énonce quelques propo-
sitions simples concernant les transformations d'un systéme en un autre
(§ 1), ainsi que quelques-lemmes sur la coincidence asymptotique (§ 2),
qui seront utilisés dans la suite; les propositions 13 et 14 sont dues & M. T.
Wazewski. Au §5 je donne des exemples concernant le théoréme II.
Je compare ensuite (n?4) les types de 'allure asymptotique des intégra-
les de systémes particuliers (n=2) sous des hypothéses moins fines dans
lesquelles la coincidence asymptotique peut ne pas avoir lieu et je décris
enfin (n®5) 'allure asymptotique des intégrales du systéme (c).

Je tiens beaucoup ) exprimer ma profonde gratitude & M.T. Wa-
sewski qui a posé le probléme de ce travail et & qui je dois de précieux
conseils au cours de sa réalisation.

Soit B, l’espace euclidien & n dimensions. Les points de F, (vecteurs)
sont désignés par les majuscules latines 4,B,X,Y,...; leurs coordon-
nées par les minuscules correspondantes munies d’indices: X =(@y,...,%),
Y=(Y1,.-++¥n),-.. BEn particulier @={(0,...,0). Le module |X| satisfait
aux inégalités

@ <IXI< o]+ Hlm]  powr B=1,2,...,m.

Nous désignons par [X,Y], K(X,,r) et II, respectivement le seg-
ment fermé aux extrémilés X et ¥, la sphére | X —X,|<r et Phyperplan
Byypy=... =3, =0; {2 désigne la fermeture de QCEH,.

Qoit ZCE, et GC Ey; lo produit cartésien de Z par G se note Z X4,
En particulier, B, ,, =, X B,. Par (¢, X) nous désignons le point (,;,... s )
de E,X E,. Soit DCE,, =B, X E,; la projection de D sur E, est désignée
par pr(D).
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Soit (8, X) =(f1 (8,21, eees8) 1o s Fulty B1yer ., @) une transformation

de GCE,,, en E,. Nous désignons par
' [ aF]
' Lex
respectivement 1és vecteurs

(f'_fl f’i) (% ?’_.f_v_») :
o’ et )’ bz’ Oyl !

ar or
o' ox;

or

0X

0f; )
le jacobien d.etc,’—fL et sa matrice [gﬂ]_

i j

8i @ est un domaine et si fj,...,7, sont k-fois continfiment différen-
‘tiables dans @ nous disons que F' est de o classe C* dans @.

Une homéomorphie est dite rdguliére dans un domaine @ &i elle st
de la classe O* et son jacobien ne s’annule en aucun point @. Par hyper-
surface réquliére & & dimensions nous entendons limage de l'ensemble
K(0,1).II, par une homéomorphie régulidre dans un domaine qui con-
tient K (@,1).IT;.

Les matrices sont désignées par les majuscules gothiques 2 B3,...;
en particulier § et O désignent respectivement la matrice-unité et la
matrice-nulle. Une matrice aux éléments u; se note [uy]. UB, AX ot At
désignent Je produit d’une matrice 2 respectivement par une matrice B,
par un vecteur X, par un nombre ¢, tandis que Xt désigne le produit
d’un vecteur X par un nombre . La série

1 .., 1 )
S U

est convergente pour chaque 2f; sa somme se note ¢*2). Eufin par 421 (1) i
nous désignons la dérivée d’une fonetion 2 (¢) d’une variable réelle dont les
valeurs sont des matrices. Pour les théorémes élémentaires du ecaleul
matriciel que nous allons utiliser, nous renvoyons au livre de S. Lof-
schetz ([4], ¢ch. L §§1 et 2).

Nous disons que la relation R(t,X) subsiste pour X—X, of oo,
si ceftie relation est satisfaite pour | X — Xy|<e ot t>4 lorsque & est suffi-
samment petit et A suffisamment grand. Nous utilisons la symbolique
de Landau: o

f(t,X)=0{p(t, X)) pour XX, ot t—roo

1) Cf. [4], § 1.
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pour exprimer qu’il existe un nombre M tel que V(t,X)|/¢(t,X)<M pour
XX, ot t—o0, et '

f(t,X)=o0(p(t,X)) pour XX, et o0

pour exprimer que lim f(¢t,X)/p(l,X)=0 (@ étant une fonction positive).
XX,
t —> 00

Soit B un domaine & n-+1 dimensions et soit
1) X=F(,X) dans B

un systéme d’équations différentielles (écrit sous la forme vectorielle).
Soit a<<b<<e; X, (t) dans (a,b), X,(t) dans (b,e) et X,(¢) dans (a,c) étant
des intégrales du systéme (1) telles que X, (t)=X;(¢) dans (a,b) et X,(t)
=X, (t) dans (b,e¢), nous disons que l'intégrale X, est restriction & droite
de l'intégrale X,, l'intégrale X, est prolongement & droite de 1’intégrale X,
tandis que X, est restriction & gauche de Xg et X; — prolongement & gauche
de X,. L'intdgrale s’appelle saturde & droite (ou & gauche) si elle n’a pas de
prolongement & droite (ou & gauche). Si elle est saturée & droite et
& gauche, elle s’appelle intégrale saturée. Le systéme (1) est dit systéme
du type (U) (dans B) ou simplement systéme (U) (dans B) si F est con-
tinue dans B et si par chaque point de B passe une intégrale saturée,
unique.
Soit 4 un domaine & n dimensions et soit

2) X=F(X) dans (—oo0,00)X4
un systéme (U) (F étant indépendante de la variable ¢). Si X (1) dans
(t,%,) st Pintégrale du systéme (2), il en est de méme de X (i—¢) dans
(ty e, 8+0);

X=X(t) ou t,<<t<t, et X=X (t—ec) ou i +oe<i<t,+e¢

sont deux représentations pavamétriques de la méme courbe appelée
caractéristique du systéme (2); nous disons aussi qu’elle est la projection
de Vintégrale X (t) dans (1;,%,) (elle ost la projection de chaque intégrale
X(t—c) dans (tl—}—c,tz—{-c)). D’une maniére analogue nous définissons
la restriction et le prolongement d’une caractéristique ainsi que la carac-
téristiquo saturéde (4 droite, & gauche). L’intégrale et sa projection ne
peuvent &tre saturées (3 droite, & gauche) qu’en méme temps. Une ca-
ractéristique s’appelle demi-caractéristique, si elle est la projection d’une
intégrale dans un intervalle de la forme (a, co).

Une famille R de demi-caractéristiques engendre un ensemble Z C F, si

19 la totalité des caractéristiques de R recouvre l’ensemble Z;

20 pour chaque caractéristique X=X (¢) de R il existe une valeur
t, du paramétre telle que X (¢)eZ lorsque ¢>%,.
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Faisons correspondre & toute valeur réello £ un ensemble Z(t)CE,.
En considérant ¢ comme temps Z est un ensemble mobile. Nous disons que
le point X, de la frontiére de Z(1,) est & 'instant #, le point d’entrée stricte?)
(ou de sortie stricte) pour une intégrale X (¢) si X=X (4,) et #’il existe
un nombre ¢>0 tel que

X (t)eVextérienr de Z(t) pour te (f;—e,t,)

et

X (t) elintérienr de Z(t) pour te (8,41 ¢)
(ou

X (t)eVintérieur de Z(t) pour te (fy—e,t,)
et

X (t)eDextérienr de Z(t) pour te (fy,%--2)).

8i & chaque ingtant £>1, les intégrales entrent dans l’engemble Z

sur toute sa frontiére, c’est-a-dire si tous les points de la frontiére de Z(t)
sont des points d’entrée stricte pour les intégrales qui passent par ces
points & chaque instant ¢>%,, ces intégrales restent & lintérieur de Z,
c’est-a-dire, lorsque t,>14, et X(t,)efrontidre de Z(t,), on a X(t)eZ(t)
pour t>1;.

. Par exemple, soit Z(¢) 'ensemble défini par linégalité w,>e(t) et
soi
fl(‘P(t)amzr'-ywn)<‘P’(t)
pour chaque systéme de valeurs @,,...,#,; alors les intégrales du systéme
(2) entrent en lintérieur de Z sur toute sa frontidre?).
Nous allons utiliser (§5, n®4) le théordme de M. T. Wazewski
([9], th.2) dans le cas particulier (n=2) suivant?).

) Supposons qu’un rectangle mobile R soit & tout instant # 1’intersec-
tion de deux bandes mobiles Pi: g () <y<pa(t) et Py: uy (¢ <o y,(l).
8i, pour ¢>t), les intégrales entrent dans la bande P, sur les cOtés hori-
sontaux de R et elles sortent de la bande P, sur les c6tés verticaux de R,
il existe une intégrale qui reste pour £>t, & intérieur de R.

Enfin nous allons nous gervir (§ 5, n®4) du théoréme suivant 5): Si
a:)<f( 2,y (@) et si y,(x) est I'unique intégrale de Déquation dy ldx
= f(2,y) pour laquelle y,(x,)=y(z,), alors y(z ) >y (%) pour a<a, ot

Y@ )<y,,( ) pour 2>z,. Une théoréme analogue subsiste pour I'inéga-
lité o' (@)>f (2, y (x)).

%) Cf. [9], §7.

%) Cf [9], §14:

4 Of. [9], th. 5.

) Cf. p. ex. [2], p. 82, démonstration du théoréme I.
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§ 1. Transtormations de systéme en systéeme
Définition de la transformation de systéme en systéme.

Soient B et D des domaines de B,,,, soient F(t,X) et G (v, X) continues
respectivement dans B et D. Considérons les systémes

(3) X=F(,X) dans B,

(4) Y=@(z,Y) dans D

et la transformation T': t=h(r), X=®&(z,Y).

Nous disons que la transformation T condwit du systeme (3) au sy-
stéme (4) ou qu'elle est la transformation du systéme (3) en systéme (4) si

10 T est wne homéomorphie de D sur B (T(D)=B);

20 41 existe entre les intégrales du systéme (3) et du systéme (4) une
correspondance biunivoque telle que, pour dewx intégrales correspondantes
X (t) dans (a,b) et Y(v) dans (a,B), on ait

(5) X (h(0)=®(7, ¥ (z))
(6) h((a, B)y=(a,b).

Voici quelques propositions évidentes concernant les transforma-
tions de systéme en systéme.

ProPOSITION 1. Lorsque une intégrale O du sysiéme (3) correspond
& une intégrale 9 du systéme (4), Pensemble de points situés sur ) est Vimage
de Vensemble de points situéds sur 9.

PROPOSITION 2. Si la fonction h(t) est croissante, les intégrales sa-
turées (ou saturdes & droite, & gauche) correspondeni awx intdgrales saburdes
(ou saturdes & droite, & gauche). De méme pour la fonction h(t) déeroissante.

ProrosITION 3. Lo transformation T conduit toujours du systéme
(O) au systéme (U).

‘PROPOSITION 4. 8i B,CB, D,CD et T(D,)=B, (0% By e D, sont
des domaines), la transformation T conduit du systéme (3) envisagéd dans
B, au systéme (4) envisagé dans D;.

PRrOPOSITION 5. La iransformation inverse T est de la forme: v=g(t),
Y=Y (,X) et elle conduit dw systéme (4) au syste'me (3). La correspondance
ordre les intégrales est la méme pour T et T ‘

PROPOSITION 6. Si T; est une transformation du systéme S;_, en
systéme 8; (1=1,2,...,7), la transformation composée T=T,...T, conduit de
8o & S,; lorsqu’une mteﬁ ale O;_, de 8;_, correspond & une intdgrale 9, de
8; par Ty (6=1,2,...,7), alors 9, correspond & 9, par T.

8) (est-a-dire I'ensemble de points de la forme (£,X (1)), on X (t) est V'intégrale 9.

lorsque a<<t<p,
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PRrOPOSITION 7. Soit T: t=h(z), X=(v,Y) une homéomorphie régu-
litre d'un domaine D sur un domaine B et soit I'(t,X) continue dans B.
La transformation T conduit du systéme X=F(i,X) dans B au systéme

o0 20 ) ,
—a—r(r,Y)—}—[ﬁ]Y:F(h(r),(D(r,Y))h (v) dans D.

Nous dirons transformaiion X=&(t,¥) au liew do transformation
t=7, X=&(z, 7).

PropoSITION 8. Supposons quw'une transformation 10 X=®(Y) con-
duise du systéme

) X=F(X) dans (—o0,+c0)x4
awn systéme
(8) Y=@(Y) dans (—oc,+ o)X,

F, G, O dant continues et indépendantes & t dans domaine A respective-
ment Q. Il existe alors entre les caractéristiques du systéme (7) ¢t du systéme
(8) wne correspondance biunivogue telle que

10 les projections des intégrales correspondantes par I' se correspon-
dent et des caractéristiques correspondantes sont les projections des intégrales
correspondantes par T,

20 la transformation @ est une homdomorphie de Q2 sur A qui transforme
les caractéristiques du systéme (8) en les caractdristiques correspondantos
du systéme (7).

Supposons que lo famille R, de demi-caractéristiques de (T) corresponde
& lo fomille R, de demi-caractéristigues de (8); soit Z,CAd, Z,CRQ et
Zy=®(Z,). 8i R, engendre Z,, alors R, engendre Z,. :

ProrosiTION 9. Soit @(X) wne homdomorphie régulidre dans wn
domaine A & n dimensions.-Suppogons que O ed, D(O)=0 o [-?-(ﬁ (@)] =3.

02
Cela posé chaque hypersurface réguliére contenant O et contenue dans A
est tangente dans O & son image par D ; Vimage de toute courbe aboutissant
4 © et ayant lo demi-tangente en O, a la méme demi-tangente en ©.

§ 2. Coincidence asymptotique des intégrales et des caractéristiques
Considérons le systéme du type (U)

I X=P(,X) dans B,

B étant un domaine & n+1 dimensions. Soient #, un nombre ¢t Z un
sous-ensemble de E, tels que {t.,}xZ CB"). L’ensemble do tous ley points

7) {t,} désigne l'ensemble dun seul nombre .

icm

Sur Vallure asymplotique des intégrales 41

(¢, X) pour lesquels t>=t,, qui sont situés sur les intégrales passant par
les points de {to}XZ, s’appelle zone d’émission (& droite?®)) de I'emsemble
{to}xZ , respective au systéme (I), et se note
Emy, (t,2).
Soit
(IT) I=at,X)
un autre systéme (U), D étant un domaine & n-1 dimensions. Introdui-
sons avee M. T. Wazewski?) la suivante

Définition de la coincidence asymptotique des intégra-
los. On dit qu’une integrale J; du systeme (I) coincide asymptotiquement
avec une intégrale Iy du systéme (II) si

dans D

10 les intégrales O; et Iy sont saturées & droite;

20 4 tout point (1, X,) situé.sur Iy et & chaque nombre £>0) COTTESPON-
dent un point (t,,X,) situé sur Iy et un nombre 6>>0 tels que

Emgy, (tz:K(Xz; 5)) C Emg, (tI:K(XJJ'S));

30 4 tout point (ty, X,) sttué sur Iy et & chaque nombre 5>>0) corres-
pondent un point (t;,X,) situé sur Jy et un nombre u>0 tels que

Emg, (tl;K(XnM)) CEmygy, (tzaK(Xzyﬂ))-

Cette définition entraine immédiatement les conséquences suivantos:
PROPOSITION 10. S8i Pon remplace wne intégrale par son prolonge-
ment & gauche ow par sa restriction & gauche la coincidence demewre.

PROPOSITION 11. Si wne intégrale Xi(t) dans (a,b) du systéme (I)
coimeide asymptotiquement avec une intégrale Xu(t) dans (¢,d) du systéme
(I1), on @ b=d.

PRroPOSITION 12. Soit (I*) le systéme (1) envisagé dans un domaine
B* (F(t,X) étant définic dans B-+B"), soient 9 une intégrale commune
de () et de (I*), G une intégrale de (II). Supposons qu'il existe e>0 et
un point (ty,Xo) sur O tels que Emg (lo, K (Xo,e)) =By (fo, K (Xos8))-
La coincidence asymptotique de J et I, considérée comme une intégrale de
(1) est dquivalente & la coincidence asymptotique de G et 9, considérée comme
wne intégrate de (I*).

8) On définie pareillement la zone d’émission 4 gauche; puisque nous nous
sorvivons dans la suite exclusivement de la zome d’émission & droite et de la
coincidence asymptotique a droite, nous omettrons ,,a droites.

9y Cf. [7] et [8].

1) Bvidemment, il suffit de l’établir pour chaque ¢ ou 7 suffisamment petit.
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COROLLAIRE. Supposons que B*C B et chaque intdgrale saturée & droite
de (I*) soit définie dams un intdrvalle de la forme (a,00). Powr qu'une in-
tdgrale I de (I*) coineide asymptotiquement avee une inidgrale 9 de (1),
il faut et 4l suffit qu'il en soit de méme lorsque 9 est considérde comme une
intégrale de (I).

Les deux propositions suivantes sont établies par M. T. Wazewski
dans [7] et [8].

PrOPOSITION 13. Chaque intégrale du systéme (I) coinmeide asympto-
tiquement avec au plus une intdgrale saturée du systéme (IX) (et vice-versa).

PROPOSITION 14. Supposons que la transformation T condust du 8ys-
téme (I) & un systéme (I*) et du systéme (I1) & un systéme (IT*); soient 9, 5"
des intégrales correspondantes de (X) resp. (I*) et soient 9,, 95 des intégrales
correspondantes de (II) resp. (IT*). 8¢ 9, evincide asymplotiquement avee
9,, alors 9% eoincide asymptotiquement avee 9y .

Soit 4 un domaine & % dimensions et soit

(IIT) X=P(X) dans (—oo,-o0)xd
un systéme (U), o F(X) est indépendante 3 ¢. Nous avons évidomment

ProPosIIioN 15. 8¢ ZCd, Vensemble Emgyyy (b +%,Z) est Vimage
de Vensemble Em ) (%, 2) por la transtation r=t 1 k.

Soit ZCA. Tlrésulte de la proposition 15 que ’ensemble pr (Em(m) (¢, 2 ))
ne dépend pas de . Nous désignons cet ensemble par emry (Z) 1), Soit

(IV) X=@(x) (—oo0,+00)x 2

un autre systéme (U), G(X) étant indépoendante de ¢ dans un domaine
£ 4 n dimensions.

dans

) Définition de la coincidence asymptotique dos caracté-
ristiques. On dit qu'une caractéristigue Cy du systéme (IXT) coimeide asym-
ptotiquement avec une caractéristique C, du systéme (IV) lorsque ‘

1% Jes caractéristiques C, et C, sont saturdes & droite ;
20 & tout point X, sur @, et & chague mombre £>0 correspondent un
point Xy sur Cy et un nombre 60 tels que

Oy (K (X, 8)) C omyeyy (K (X, &));

] 30 & tout point X, sur @, et 4 chague nombre 4 >0 correspondent wn.
point X, sur C, et un nombre p>>0 tels que

e (K (X, 1)) C emygy,( K (a,, )

) emryry (Z) est Pensemble de tous les

o A points qui sont situds sur les ecaracto-
ristiques sortant des points de Z.
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Cette définition entraine la suivante

PROPOSITION 16. 8i Von remplace une caractéristique par som pro-
longement & gauche ou bien par sa restriction & gauche la coincidence asym-
ptotique demeure.

Résulte de la proposition 15 la suivante

PROPOSITION 17. 8i une intégrole X (t) dans (a,b) du systéme (ILI)
coincide asymptotiquement avee une intégrale Y (t) dans (c,d) du systéme
(IV), Vintégrale X(t-+k) dans (a—k,b—Fk) coincide asymptotiquement
avee Vintégrale Y (1-+k) dans (¢c—Fk,d—Fk).

En vertu de la définition de 1’ensemble emqy(Z) nous avouns la
suivante

PrOPOSITION 18. Lorsque ume intégrale 9, de (III) et une intégrale
9, de (IV) coincident asymptotiquement, il en est de méme de leurs projec-
tions.

La proposition suivante peut étre démontrée comme la proposi-
tion 14.

PrOPOSITION 19. Supposons que la transformation” z=@(Y) conduit
du systéme (II1) aw systéme

(III*) X=F*(X) dans (—oo,+ oo)x 4%,

el du systéme (IV) au systéme

(IV*) Y=6*(Y) dans (— oo, co)x Q™.
Soient C, et CT des earactéristiques correspondantes de (ILT) resp. (IIT*) et soient
(, et C5 des caractéristiques correspondantes de (IV) resp. (LV*). Si Cy coin-

‘eide asymptotiquement avec C,, alors C3 coincide asymptotiqguement avec C; .
PrOPOSITION 20. Chaque caractéristique du sysiéme (III) coinecide

asymptotiquement avec au plus wne caractéristique saturde du systéme (IV)
(et vice-versa).

Démonstration. Supposons par impossible, qu'une caractéris-
tique € du systéme (III) coincide asymptotiquement avec deux earacté-
ristiques saturées différentes ©, et G, du systéme (IV). Soient X, un point
gur @, ot ¢ un nomhre positif tel que

(9) C I (X;,6)=0.

Dlapros la définition de la coincidence asymptotique des caractéristiques
il exigte un point X, sur € et un nombre 6>>0 tels que

Om(HI){IC(XD, 8)C eIn(rv\,)(K(X1 ve)).
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De méme, il existe un point X, sur €, qui apparbient & emyyy) (K (X, 8)).
Alors Xyeemy) (K (X,,¢)) ot la caractéristique €, doit passer par un point
X;e K(X,,¢). Mais cela contredit & (9).

ProposiTION 21. Soient 4, Q des domaines & n-dimensions et
(V) X=F(X) dans
(VI) Y=6(Y)

B'=(—o00,+00)x 4,
dans D’'=(-o00,+o00)xX Q2

des systémes (U), ot F et @ ne dépendent pas de t. Soient B, D des domaines
@ n4-1 dimensions tels que

(10) pr(B):A‘, pr(D)=0

et tels que chaque intégrale saturée & drodte du systéme (V) envisagé dans B,
ou du systéme (VI) envisagé dans D, soit aussi saturde & droite comme Vin-
tégrale du systéme (V) dams B’ ouw dw systéme (VI) dans D', Supposons
que la transformation T: X=>(,Y) conduise du systdme (V) dans B au
systéme (IV) dans D de fagon que deuw intégrales correspondantes, saturées
& droite, coincident asymptotiquement.

_ Ceci dtant admis nous offirmons que

1° O(1, Y) est indépendante de i,

2 la transformation X=@(¥)=®(t,Y) conduit du systéme (V) dans
B’ au systéme (VI) dans D' de fagon que deum intégrales, ow caractéristi-
ques, correspondanies, salurdes & droite coincident asymplotiquement.

Démonstration. D’aprés les hypothasos 1a zone d’émission (& droite)
de chaqua ensemble contenu dans B, respective au systéme (V) dans B
est identique & celle respective au systéme (V) dans B'. Il en est de mémeo
pour les systémes (VI) dans D et (VI) dans D'. Il s’ensuib que si une
intégrale 9, de (V) dans B coincido agymptotiquement avec une inté-
grale 9, de (VI) dans D, alors aussi 9, et 9, coincident asymptotiquement
comme les intégrales des systémes (V) dans B’ et (VI) dans D'

Supposons que

(11) (t, Y)eD  eb  (t,¥,)eD.

9

1 2
Soient ¥ (1), ¥ (¢) des intégrales saturées du systémo (VI) dans D tols
que

1 2
(12) Yo=Y (t,)=X(1,).
1 2
En désignant par X(1), X(t) les intégrales correspondantes, nous avong
1 2
(13) X(t)=B(0,Y)  of  X(1)=B(t,, T).

icm®
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1 2

D’aprés les hypotheses, ¥ (f), Y(f) coincident asymptotiquement avec
)E ), Xg (t) et elles cdineident asymptotiqueﬁent comme les ini;égrales
des systémes (V) dans B’ et (VI) dans D’ aussi. En vertu de »(12), Ilf(t)
=32.’(t+t,—t1), dO];LO, d’apreés lal.propos'it;ion 17,..117 (t) coincide asympto-

tiquement avee X (t-+t,—1,) (Y(t) et X (i+t2-il) comme les intégrales
des systémes (VI) dans D’ et (V) dans B’). Il résulte des propositions
" 1 2 1 2

10 et 13 que X (t)=X (t--t,—1,) lorsque X (¢) et X (i-t,—1%,) sont défi-
1 2

nies. En particulier, X (t,)=2X(t,), d’otr, d’aprés (13),

(14) D(t1, Xo)=D(ty, ¥,).

Les relations (11) entrainent donc la relation (14), aufrement dit @(¢,Y)
est indépendante de t.

Selon la proposition 5 la transformation inverse T~' est de la forme
Y="Y(¢,X) et elle conduit du systéme (VI) dans D au systéme (V) dans
B. Nous montrons de la méme maniére que ¥'(f,X) ne dépend pas de i.

Nous pouvous done admettre O(Y)=0(4,Y) dans 2 et ¥(X)
=¥ (t,X) dans A. Si YeQ, nous avons (f,Y)eD pour certain ¢, donc
(t,Y):T‘lT(t,Y)=(t,‘I’(¢(Y))) ot par suite ¥(®(¥))=Y. Ceci montre
que @ est une homéomorphie de £ sur 4, puisque @ et ¥ sont continues
e, d’aprés (10), &(Q)=A4. Par conséquent, X==&(Y) est une homéo-
morphie de D' sur B'.

Nous montrerons maintenant que la transformation X=®&(Y) con-
duit du systéme (V) dans B’ au systéme (VI) dans D'. TL suffit de démon-
trer que les relations

(15) X(t)y=0(X ) ot Y(t)="P(X(t)

réalisent une correspondance biunivoque entre la totalité des intégrales
de (V) dans B’ et la totalité des intégrales de (VI) dans D'.

A cet effet supposons que ¥ (¢) dans (a,B) soit une intégrale de (VI)
dans D'. 11 faut prouver que X (t):@(Y(t)) dags (a,B) est une intégrale
de (V) dauns B'. Soit #, un nombre quelconque de (a,f). D’aprés (10),
nous avons
(16) (ta) T () €D
pour un certain ,. ¥ (t)=¥ (t-+t;—t,) est une intégrale de (VI) daus D’
pour laquelle Y (t,)=Y(t,), d’ot, d’aprés (16), nous avons {tg,Y(tz))eD.
1 existe alors un >0 tel que Y (¢) dans (t,—e,t,-¢) soit une intégrale
de (VI) dans D. Par conséquent, X (1)=0(¥ (1)) dans (t,—e,t,+¢) ost
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une intégrale de (V) dans B, donc elle est aussi une intégrale de (V) dans
B'. Mais X(8)=0(¥(1))=0(¥ (t+t:—1,))=X (1+t—1), dotr il résulte
que X (t) dans (§,—e,t,-+¢) st une intégrale de (V) dans B’. %, étant un
nombre quelconque de (a,p), il s’ensuit que X (f) dans (a,f) est une in-
tégrale de (V) dans B’

Réeciproquement, en supposant que X(¢) dans (a,B) soit une inté-
grale de (V) dans B’, nous montrons d’une fagon amalogue que X (¢)
=P(X(t) dans (a,p) est une intégrale de (VI) dans D’.

Il rests & montrer que les intégrales et caractéristiques correspon-
dantes, saturées & droite, coincident asymptotiquement.

Soient X(t) dans (a,p) et ¥ (f) dans (a,8) deux intégrales correspon-
dantes des systémes (V) dans B’ et (VI) dans D’'. Nous avons alors

(a,B)-
D’aprés (10), il existe un & tel que l'intégrale du systéme (VI) dans D’

(17) X()=0(¥ () dans

(18) Y(t)=Y(+k) dans (a—Fk,f~—k)

(saturde & droite) passe par un point de D; a11trement~ dit, (a, f(a))eD
pour un certain a. En vertu des hypothéses il résulte que ¥ (t) dans (a,f—k)
est une intégrale du systéme (VI) dans D, saturée & droite; ollo coia-
cide asymptotiquement avec 'intégrale correspondante du systéme (V)
dans B, X(8)=0(Y () dans (x,—Fk). D'aprés (17) et (18),

(19) X@)=X@¢+%k) dans (a,B—k).

Selon la remarque faite au début de la démonstration, X (1) dans (a,f—5k)
ot ¥(t) dans (a,f—k) ocoincident asymptotiquement aussi comme los
intégrales des systémes (V) dans B’ et (VI) dans I’. En vertu des propo-
siticns 10 et 17, il vésulte de (18) et (19) que X (t) dans (a,f) coincide
asymptotiquement aveec Y (f) dans (a,). La coincidence asymptotique

des caractéristiques correspondantes est une conséquence des proposi-
tions 8 et 18.

ProrosirioN 22, Soit
(VII) X=F(t,X) dans B=(ay00)xQ

un systeme (U), 2 dant un domaine & n dimensions. Supposons qu'd

tout X'eQ ne correspond quw'une intégrale I'(t,X) de (VIX), saturde, pour
lagquelle :

(20) lim I'(¢, X)= X.

t—c0

icm
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Supposons de plus que la convergence dans (20) est presque uniforme
dans12).

Dans ces hypothéses

1° & chaque domaine borné A,ACQ, correspond un a tel que To(t,X)
={t,I'(t,X)} 1) soit une homdomorphie dans [a,c0)x4;

20 pour chaque XeQ, Dintégrale I'(t,X) coincide asymptotiquement
avee Vintégrale constante X du sysiéme banal

(VIII) X=014)

Démonstration. Soit 4 un domaine borné tel que
(21) ace.

Il existe un domaine borné A’ pour lequel

(22) aca’ ot 4'CQ.

En posant g=op (4, frontiére de 4°)¥%), on a p>0. La convergence dans
(20) étant presque uniforme, il existe, d’aprés (21), un a>a, tel que I'(¢, X)
soit définie et |I'(¢,X)—X|<p pour i>a et Xed. Par conséquent,

(23) I, X)ed' lorsque (¢, X)eD,
ot D=(a, c0)x 4. Nous prouverons d’abord que T, est une homéo-
morphie dans D. T, étant, d’aprés les hypothéses, une transformation
biunivogque, il suffit de démontrer que I'(t,X) est continue dans D (la
continuité de la transformation inverse résultera de la forme particuliére
de T,). o
Supposons, par contre, que I' soif discontinue en un point (£,X)eD.
Draprés (23), I' est bornée dans D, donc il existe une suite {(4,,X,)} telle
que

(24) (ti, Xp)eD  pour n=1,2,..., (tn7Xn)_>(i;X)’
(25) YnZF(tn:Xn)—>Y1
(26) * ¥ =0I(E,X).

12) (Pest-d-dire quels que soient ¢>0 et un domaine borné 4, 4C Q, _il existe
un nombre t, tel que I'(t,X) soit définie, |I'(t, X)—X|<e pour t>1; et Xed, ouce
qui revient au mame, loraque ?,->oo et X,~XeQ,I(4,,X,) est définie pour presque
tous les termes de la suite {(t,,X,)} et I'(t,,X,)~X.

18) (Pest-A-dire la transformation t=t, X=1I"(,X). X

14) Lg partie 2° de cette proposition est analogue au théoréme de T. Wazewski
(18], th. 2), les hypothéses étant différentes. :

15) Nous désignons par g(Z,,%,) la distance entre deux ensembles Z, et Z,.


GUEST


48 S. Lojasiewicz

Soit I'(t) dans (a,B) Pintégrale saturée, passant par (£,7); autre-
ment dit a<i<<f et

(27) . ‘ T=I').

Comme I'(,X,) est l'intégrale, passant par (4,,X,) et comme, Laprés
(24), (25), (ty, ¥,)—(,Y), nous avong
(28) lim I'(¢, X,)=I"(t) pour te(f,p).

n—ro0
Puisque i>a et X,ed, alors (t,X,)eD pour t>7, d’oll, en vertu de (23)
et (28), I'(t)ed’ pour te(t,B). Nous concluons quo

(29) p=oo,

car, d’aprés (22), [f,00)XA'CB et, pac conséquent, intégralo I'(t) no
peut pas tendre vers la frontiére de B pour ¢—p.
Soit &>0. Comme, par hypothése, imI'(¢,X) =X uniformémont

— {00
dans 4, il existe un #*(s) tel que

{30) ' t*(e)>1
et
(31) I’(t,X,,)—X,L[<;§ lotsquo  ¢>8*(e), n=1,2,...

Draprés (24), il existe un indice N tol que
(32) 1X,,——Xy<§- lorsque a>N.
En supposant que #>t"(e), mnous avons, selon (28), (29) et (30),

&
lp(trX'nﬂ)—F(t)|<§
pour un certain m>N, ce qui impligue en vertu des relations
(31) et (32) que |I'(t)—X|<e. Nous avons done lim I)=X, d’otl, par

_ —>00
hypotlg}se, ._I’(t_)EF(t,X) lorsque t>max(w,a). En particulier, &’apres
(27), Y=I'(#,X), contrairement 2 (26). La ‘partie 1° de la proposition
est done établie.
S.oit XyeQ. Nous allons démontrer que Pintégrale I'(¢, X,) do (VII)
coincide asymptotiquement avec lintégrale constante X, de (VIII).

. Il résulte de 1° qu’il existent deux nombres » >0 et a tels que I'(f,, X)
80it une homéomorphie dang K (X,,r) pour chaque #,>a fixé arbitraire-
ment. Nous pouvons faire la restriction des intégrales X, et I'(¢, X,) & lin-
tervalle (@, co) (cf. prop. 11).
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Soit #,>a (done (4, X,) soit un point sur I'intégrale constante X=X,
dans (a, o)) et soit 0<e<r. La convergence (20) étant uniforme dans
K (X,,r), il existe un i tel que

(33) i >,

(34) (6, X)—X|<2 lorsque t>I ot XGK(XO,g),
Comme I'(f, K (X,,¢/2)) est un domaine'®) contenant le point X =I"(t,X,)
(€, X) est donc situé sur l'intégrale I'(t,X,) dans (a,occ)), il existe un
6>0 tel que ) .

(35) K(X,é)CP(i,K(Xo,—;—)).
Nous établirons 1’inclusion
(36) B, K (X, 8)) CEmyyy (fo, K (Xo, £))-
En effet, si (¢, X)eBmyp,K(X,0), alors, d’aprés (35),
- - &
(t, X) e By, (t,F(t,K (Xl,, T))) ,

d’at
(37) (=Y
et X=I'(t,X,) pour un certain X, tel que
€
(38) XleK(XO,;).

Selon (34), (37), (38), nous avons |X—X,|=|I'{t,X,)—X,|<e/2, alors,
d’apres (38),
(39) | X —X,|<e.
Ea vertu de (33), (37), (39), nous avons donc (¢,X)CEmyry) (t, K (Xy,e)),
ce qui montre que V’inclusion (36) subsiste.

Supposons maintenant que (£,X) soit situé sur lintégrale I'(Z,X,)
dans (@,00), autrement dit
(40) i>a et X=I{X).

Puisque I'(f, K (X,,r)) est un domaine contenant le point X, il existe
un 7,>0 tel quo K (X,n,) CI'(E, K(X,,r)). Soit 0<<n<y,. Irvient
(41) K(X,n)CI{EE (X))

1) L'image d*un domaine par une homéomorphie est un domaine.

Annales Poloniei Mathematici I.
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Notre proposition sera démontrée dés que nous aurons prouvé qu’il
exigte un t,>a ot un x>0 tels que

(42) (to;m)XK(XMM)=Em(vm)(’fo:K(XmM))CEmWII)(iaff(X7"7))-

Si nous supposons le contraire, il existe une suite {(rn,Xu)} tolle

(43) T, >1,

(44) Tp—> 00,

(45) X,—~X,, -

(46) (T, X) non e By, (£, X (X, 7).

I'(3,X) étant homécmorphie dans K (X,,7), il exirte, d’aprds (41) ot (40),
un domaine 4, tel que

(47) P(szm)=K(X:n)’
(48) Xy A
(49) A.CK (Xy,r).

Ctlmme (cf. (40) et (43)) T, >a, I'(r,, X) est une homéomorphie
dans K(X,,r), done, d’aprés (49),

(50) Ay =TI"(7,, 4s) (7’b=1,2,...),
sont des domaines. En posant F,=frontidre de 4, et K. =frontidre
de A4, nous avons

(51) Fy=I(v,,F).

Si an 4,, il existerait, d’aprés (50) et (47), un X'e 4, tel que X, =I(z,,X’)
et I‘(tZX')eK(X,n), d’olt, en vertu de (43), ('r:n,Xn)eEm(vm){i,K(X,n)),
contrairement & (46). Nous avons done X, none 4,. D’autre part, d’apreés

(48) et (BO), I'(1y,X,)e4,, done le segment [X,,I(z,,X,)] contient
un point

(52) X,eF,.

Mais (cf. (20), (44)) I'(z,,X,) - X, et (ef. (458)) X, X,, alors
(53) X.—X,.

En vertu de (52) et (51), il existe un point

(54) Xl

tel que X,=I'(r,,X,). Nous avons |Xn~jn|=|P(rn,2~{,,)—-i’n]—>0,
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car la convergence (20) est uniforme dans K (X,,r) et, selon (54) et (49),
X,eE(X,r). Nous concluons en vertu (53), que X,—X,, d’olt, d’aprés
(54), X,6F,,. Mais cela contredit & (48).

Il existe done un ty>a et un x>0 tels que Pinclusion (42) subsiste,
¢. g. f. d. .

§ 3. Lemme sur I'unicité dans Dinfini

LemMme 1. Supposons que la fonction (réelle) h(t) soit de la classe
O dans Dintervalle (a,c0) et que

(55) B (<0 pour >0,
(56) lim A (8)=0.
t—ro0

Soit o(t,2) une fonction continue et non positive pour t>a et 20 lelle que
o(t,0)=0 lorsque t>a. Supposons que @(t)=0 soit la seule fonction pour
laguelle

(57) (1) =alt,p(t) lorsque i>a
24

(68) p(t)=0(h(t)) pour t—>oo.

Soit

(IX) X=F(t,X) dans B=(a,00)xQ

un systéme (U), 2 dlant un domaine & n dimensions; supposons que F (¢, X)
satisfasse aux conditions

(89) |F(t,X)|=0(k(t)) pour t—>oco et XX, lorsque Xye 0,
(60) [P, X)—F(,X)<—0(t,|X—X)| lorsque t>a e X,Xef.
Dans ces hypothéses
1° A chaque X eQ correspond une et une seule intégrale I'(t, X) de (IX), -

saturée, pour laquelle
(61) lim I'(¢, X)=X;

t—>o0
cetie convergence est presque uniforme dans Q.
20 A chaque domaine borné A, ACQ, correspond un a,>a tel que
To(t, X)={t,I"(t, X)} soit une homéomorphie (a,o0)x 4.
3% 8i, de plus, Fy(t,X) sont continues dans B el

(62) Fay(t,X)=0(h (8)) powr t—>o0, XX, et i=1,2,...,n, lorsque Xoel2,

alors T, est une homéomorphie réguliére dams (@,00)XA4 et

_qer B
w  m[en]-s

4%
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Démoustration. Soit ¢(z) la fonction inverse de h(f); g est donc
de la classe Ot dang Pintervalle (0,a)=h((#,c0)) et

(€4) g'(1)<<0  lorsque O<r<a,

(65) lim g(z)=

Posons o

(66) o(7,2)=0c(g(r),2)g'(v) pour O<r<a, 220

et

(61) H(17X)={F(g(\rl),2;)q () 1;221; 2:!;[«;65691

H(z,X) est continue dans (—a,a)x 2, car, d’aprés (65) et (59), lorsque
X,e2, nous avons

Plg(ie), X) . FLX) _

lim  H(r, X)=lim 0 T Ty MO

, X) = (1, X -0
(1 X) = (@ Xo) jiing'S

Considérons le systéme
(X) X=H(z,X) dans (—a,a)X.

Nous montrerons que les hypothéses d’un théoréme d*unicité du & B, Kam-
kel”) sont remplies pour les systeémes (X) et

(68) s=ow(r,2).

En effet, d’abord, d’aprés (66) et (64), w(v,2) est continue, non né-
gative pour 0<i<<a, 220 et nous avons o(z,0)=0 pour 0<r<a.
Si y(r) est continue dans [0,a),

(69) Z'(7)
et 2(0)

=o(r,z(r)) powr O<r<a

=y'(0)=0, nous avons, en posant ¢(1)=y(h(t)) pour i>a,

(71 0)

o)’

alors, d’aprés (69) et (66), @(f) satisfait aux conditions (57) ol (58
PO im P l9(v)) —lim2®

70 h(g T)) 70 T
done ¢=0 dans (a,c0), Aol y(7)=

p(t)=

) (car

=——=0). En vertu de I'bypothdse, nous avons

0 dans (0,a).

vy Cf. E. Kamke [2], p. 139,

icm®
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Nous avens, en outre, selon (67), (64), (60)', (66),
|H (7, X)—H (v, X)|=| F(g(j7]), X)—F(g (1)), X) |(—¢' (I])

<o(g(z)), IX—X))g'(|th=w(|7|,| X —X|)

lorsque 0<|7|<<a ol X,Fef.

Nous en concluons, en vertu du théoréme de Kamke, que inar toub
point (0, X), o XeQ, passe une et une seule intégrale saturée du systéme
(X), (v, X) dans (ax,Bx). Done ax<0<fy ot

(70) w(0,X)=X.

La transformation ¢=g(z) conduit (prop. 7) dv systéme (IX) au systéme
(X) envisagé dans (0,a)xQ. ¥Y(r,X) dans (0,fx) étant une intégrale
saturée du systéme (X) dans (0,a)xQ,

(71) ]‘(t,X)=‘P(h(t),X) dans (yx,o00)

(o0t (yx,00)=¢((0,B%))) est celle du systéme (IX). Elle est, en outre,
I'unique intégrale, satuvée, satisfaisant a (61), car ¥(z,X) dans (0,fx)
est 'unique intégrale de (X) dans (0,a) X2, saturée, pour laquelle
lim P(7,X)=X.

Nous allons prouver que la convergence dans (61) est presque uni-
forme.

Soit A4 un domaine borné, ACQ. Il existe un domaine 4, tel que
ACA4,, 4;C€. En posant

(72) o=o (4, frontiere de 4;)

nous avons o>0. H(z,X) étant continue dans (—a
nombre M tel que

,a)x 2, il existe un

(73) |H(v,X)|]< M pour Ir|<—;l— et Xel,.

Soit XeA. Désignons par 6 le plus grand nombre tel que 0<<d<<a/2, -
¥ (v, X) soit définie dans (0,6) et |¥(¢,X)—X|<p pour 0<r<< d (selon
(70) le nombre en question existe). Il résulte de (72) que ¥(z,X)ed,
pour 0<r<d, d’oh, d'aprés (73), |¥(v,X)|=|H(r,¥ (z,X))|<M ponr
0<1<<d of, par suite, en vertu de (70) (en apphquant le théoreme des
aceroigsements finis)

(74) (7, X)-X|<Mz lorsque 0<Lr< 4.

8i d<min(a/2,e/M), alors 6=91/M. pour un certain g;e(0, ) et, d’aprés
(74), |P(z,X)—X|<g <o lorsque 0<r<d. Ti existorait done (cf. (72))
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un 8, >0 tel que 6, <e/2,¥(v,X)soit définie dans (0, 4,) et [¥(v, X)—X|<p
pour 0<z<<d;, contrairement & la définition de . Nous avons done
8> min(a/2,0/M) e, par suite, le relation (74) subsiste lorsque 0<r
<min(a/2,0/M). _

Il en résulte que lim ¥(7,X)=X uniformément dans 4, que I'(t,X)

trc0
est définie pour Xed, ¢>g(min(a/2,0/M)) e, par conséquent, 'que
lim I'(¢, X)=2X uniformément dans 4. La convergonce (61) est dounc

teroo

presque uniforme, ¢e qui termine la démonstration de 1°.

La partie 2° de la thése est une conségquence de 1° et de la propo-
sition 22.

Admettons enfin les hypothéses accessoires de 3° Nous avons

Folg(le), X)g'(Iv]) lomque O0<|7|<a, Xef,
2] lorsque z=0, XeQ,

d’ou suit la continuité de H,,. Il g’ensuit que ¥(7,X) est de la classe O
et que

H (v, X) ={

I OP(v,X)
ox

dans le domaine d’existence de ¥18). D’aprés (70) et (71),
[alzf(o,X)] _3 e [ar(t,X)] _ [aar'(h(t),x)]
ox 1 ox I L ax I
d’oh résulte la thése de 3°.

o

§ 4. Comparaison du systéme général avec le systéme linéaire correspondant
Notations et hypothéses prélimi‘naires. Congidérons le systéme
By=F(Byy e, @) (=1,2,...,n).
Si l'ovigine @ est un point singulier et si f* ont la différentielle de Stolz
4 0, ce gystéme peut &tre écrit sous la forme

n
(L) w1;=121aﬁwf—|— Ei(Bryeeny @) (6==1,2,...,m)

(ot ay=F5(0,...,0) et ex(ay, ..., s, )=0(V @} +... +o}) pour Yz} +...4-aZ>0).
Nous allons examiner dans la suite le systéme (L) en le comparant
avec le systéme linéaire correspoundant

(o)

) Of. E.Kamke [2], p. 155.

n
wi”—‘.ZI'%-mj (i=1,2,...,n).
i=
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Représentons ces systémes par la notation vectorielle

(L) X=X+ E(X),

(Ly) X=X,

olt A=T[ay] et B(X)=/(e,(X),...,e(X)). Nous savons que
(75) X=X,

ost Pintégrale de (L,) passant par (0,X,)%). Les éléments de la matrice
™ =[uy(t)] sont de la forme

r .
(76) ()= 3 (P (8) cos 7,1+ gf(¢) singt)e=,
My=—01+17,..., 4= —0,} iz, étant la suite compldte de racines carac-
téristiques do la matrice 2 (différentes entre olles) et py, ¢ff étant des
polynémes de degré <a,—1, olt a, est le plus grand degré des diviseurs
élémentaires correspondant 4 la racine caractéristique 4,. Nous avons
alors

(T7) ui(H)=0(""="") et wy(—H)=0(""Y) pour t—oo,

oll ¢,= min ¢,, 6*=-— max g,, a,=Mmaxe,, a*=maxa,.

v=1,..1 r=1,,.,7 Oy, =0y oy=o*

Nous supposerons dans la suite que
(78) 0.>0,

ou, ce qui revient au méme, que toutes les intégrales de (Ly) tendent vers
Vorigine O pour t—oco.
Considérons la transformation 7':

(79) X=e"7;
la transformation réciproque est de la forme
(80) , Y=¢*X.

Nous vérifions facilement que la transformation 7 conduit du systéme
(L,) au systéme

(L) Y=6

et du systéme (L) au systéme

(L*) Y=G(,Y),

ol

(81) G, V)= E(™Y).

1) Cf. [4], chap. III, §4.
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8i B(X) est définie dans le voisinage de O, G(t,Y) est définie dans un
domaine de la forme i>a, | Y |<r.

LEMME 2. Admettons que E(X) soit de la classe C* dans le voisinage

de @ et que
(82) E(0)=0.

Supposons de plus que les élémonts de la matrice

: , 061 _ _w[0E
(83) gy (8, )1 = [537] = [B'IX;JX ﬁ”rew

satisfassent aur conditions

1 {1 .
(84) gi,-(t,Y)zo(Tg(—t—)) pour t-»o00,¥Y—>6 (2,j=1,2,...,n),
ot o(z) est une fonction comtinue, positive, pour laquelle
2
(83) _9_(;_) At <oco  lorsque 2#>0.

0

Cela posé, il ewiste un ry>0 et un ay<<oo tels que

1° vers chaque point Ye X (0,7,) tend une et une seule intégrale I'(l, X)
du systéme (L*) (envisagé dans un domaine convenable de la forme t>a,
|X|<r);

20 I'(t, Y) est définie dans le domaine

(86) D} = (4, o)X K (0,%,)

et la transformation

(87) , To(t, Y):{t,]‘(t, Y)}

est une homéomorphie réguliere dans Dj; en outre

(88) I'¢,0)=0 pour t>a,

[41

(89) tlln:o [—g—g(t, Y)] =3  powr |Y|<r;

3° en posant
{90) D*=Ty(D}),
G(t,Y) esi definie dans D* et lo transformation Ty conduit du systéme (L*)

dans D* au systéme (LF) dans Dy de manitre que deux intégrales corres-
pondantes, saturées & droile, coincident asymplotiquement.
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‘ F11
Démonstration. Nous avons, en vertu de (8b), f;g(~) dr < oo
T
t
pour ¢>0. Posons

F1 (1

(o1) s = [ ;e(;) dr.
i

Alors

(92) lim p(1)=0.

t—o

1l existe un ¢>0, un r>0 et wn M >0 tels que

(93) O<pu(f)<l lorsque i>a,
(94) G(t,Y) est définie, de la classe C* dans le domaine B, ot
(95) B*=(8,00)x E(0,7)

et (conformément & (83) et (84))
’ , 1 (1 . .
(96) le(t,Y)lgM»t—g(Y) dans B*  (6=1,2,...,m).

Soient ¥,¥eK(@,r) et 1>>a. Le segment [¥,Y] étant contenu dans
K(@,r), nous avons d’aprés (94) (en appliquant le théoréme dos a-

" . - o
croissements finis) G(t,¥)—G{(t,Y) =Z;G;n ¢, ¥) (¥ —7:), o0 ¥;e[Y, 7]

(¢=1,2,...,n). BEn vertu de (96), nous concluons que

= - 1 (1= < - o
(97) |G, Y)—G(t, Y)Ién]l[?@(?) |¥—Y| lorsque (t,Y), (t,¥)eB*
(cf. (95)). Nous montrerons que les hypothdses du lemme 1 sont remplies

pour le systdéme (L*) dans B".
Posons en effet

(98) h(t)=p(t)—u(t) nu(t) pour i>a
ot

z (1
(99) zr(t,z)———-nM—t—g(;t) pour t>a, 2=0.
La fonction & () ost do la classe C* et (of. (92)) .
(100) lim h(t)=0,
(101) B (f)=—u' () Inp(t) pour t>a,


GUEST


58 8. Lojasiewicz

done (cf. (91) et (93)) b’ (£)<<0 pour ¢>a. D'aprés (99), o(f,2) ost conti-
nue, non positive pour {>a,2>0 et o(f,0)=0 pour ¢:>a. Nous vérifions
facilement que @(f)=0 ost une intégrale, unique, de ’équation

dz

ﬁt-=a(t,z)=—~nllf;g(—})

qui tend vers 0 lorsque ¢~>co ™). Il en résulte, d’aprés (100), quo si ¢(f)
satisfait aux conditions (57) et (58), nous avons ¢(t)=0.

Le systéme (L*) dans B* est du type (U) (ef. (94)). Belon (91) et (97),
@@, V)|<—nMp'(t)| Y| dans B, d'out, daprés (101), (92) (95), |G, )|
=o(h’(t)) pour t-»o0 et ¥—Y¥,eK(O,r); pareillement, en vertu de (91),
(96), (101), (92), (95), |Gy, (t, X)|=0(h(f)) pour t—>oco of ¥—>¥,e K (O,r).
Eofin, daprés (97) et (99), |G(t, ¥)— 61, T)| <—o(t,|T—F|) powr
(t,Y), (t,)eB".

Les hypothéses du lemme 1, ainsi que celles de la partie 3° de la
thése (du lemme 1) sont donc remplies.

En vertu du lemme 1, nous obtenons les parties 10 et 20 de la ihése,
la relation (88) étant une conséquence de I’égalité G(i,0)=@ (ef. (81)
et (82)). En outre la convergence I'(¢, Y)Y est presque uniforme dans
K(0,r), d’ou il résulte, en vertu de la proposition 22, que I'(t,0) coincide
asymptotiquement avee Vintégrale constante O du systéme (L¥) dans Dy
lorsque Ce K (6,r)I(t,Y) dans (a,,00), oit YeKE(0O,r), étant des intégra-
les de (L*) dans B* nous avons D*=T(D;)CB*, alors, @’aprés lo corol-
laire de la proposition 12, I'(,(), considéré comme une intégrale de
(L*) dans D*, coincide asymptotiquement avec Iintégrale constante (¢
du systéme (L¥) dans Dj, car toute intégrale de (L*) dans D*, saturée
4 droite, est définie dans l'intervalle de la forme (a,00)

Reste & observer que

constante ¢ dans (a,0)==I'(t,0) dans (a,p)

estjk une com;espondance biunivoque entre la totalité des intégrales de
(Lig) dans D et celle de (L*) dans D* pour laquelle les relations (5) et
(6) sont satisfaites.

La partie 3° de la thése est done établie et le lemme o8t démontré.

TeoREME L. Admettons que E(X) soit de la classe O dans le voisi-
nage de O et que

0B

(102) E(0)=0, [—0?(@)]=D.

) Chaque intégrale de cette équation est de la forme g (4) = QenMu(t)
(91)), d'oty, d’aprds (92), Em #(t) =0, (0)=0¢ (cf. (85) ot
t—co
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Supposons de plus que les éléments de la matrice

S L1

103
( ) 0X x_ My

satisfassent aux conditions
1 ({1 L
(104) 9y(t, ¥)=0 Te\y pour t—>oo, Y—>6 (¢,7=1,2,...,n),

ol o(=) est une fonction continue, positive, pour laquelle

(105) fg-(cﬁdc<oo lorsque 2>0.
0

Ceei dtant admis il existe une transformation CT(t,X)={t, ®(X)} et
des domaines & n dimensions A et 4, tels que
10
(106) e, Oedy;
chaque caractéristique du systéme (L) dans (—oo,00)X 4, ou du systéme
(Ly) dans (— co,c0)Xd,, saturde & droite, est une démi-caracteristique ;
2 @(X) ne dépend pas de t; elle est une homéomorphie réguliére de
Ay sur 4 telle que

(107) 6(0)=0,

0o
[5xe]-s

30 la transformation T conduit du systéme

(108)

(1) X=UX+E(X) dans (—oo0,00)x4
au systéme
(L) X=UX dans (—oo,00)X4,y

de mantére que
49 deum intégrales et deum caractéristiques correspondantes, saturées

& droite, coimcident asymplotiquement.
Démonstration. Les hypothdses du lemme 2 sont remplies. Po-

sons
(109) D=T(D*), Dy=T(D}),
(110) 4=pr(D), dy=pr(Dy)
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(T étant la transformation (79)j. Comme T conduit des systémes (L),
(L,) aux systémes (L*), (Lf), done, en vertu du lemme 2 (3°), d’aprés
les propositions 4, 5, 6,

(111) T=TT,T7*

est une transformation de (L) dans D en (L,) dans Dy; elle est, de plus,
une homéomorphie réguliére (dans D,), car il en est do méme avec T
et T,; enfin, selon la proposition 14, deux intégrales qui correspondent
par T (saturées & droite) coincident asymptotiquement.

(112)  Chaque intégrale du systéme (L) dans D, ou (L,) dans D,, sa-

turée & droite, est définie dans un intérvalle de la forme (a,o0),

car il en est de méme pour lo systéme (L¥) dans D*. Il gensuit que toute
intégrale de (L) dans D, ou de (L,) dans D,, saturée & droite 1'est aussi
comme une intégralo de (L) dans (—oo,00)xd, ou de (L, dans
(—o0,00) X 4y. Les hypothéses de la proposition 21 sont donc romplies
6t nous concluons que

(113) @(t,X):{t,@(X)},

ol &(X) ne dépend pas de ¢, et que deux intégrales et deux caractéristi-
ques correspondantes, saturées & droite, coincident asymptotiquement,

Nous montrerons que chaque earactéristiquo de (L) dans (— 0, 00)X 4
ou de (Ly) dans (—oo,00)X dy, saturée & droito, est une démi-caracté-
ristiquo. En effet, soit X,(f) dans (a,8) une intégrale de (L) dans
(==00,00)x Ay, saturée & droite. D’aprés (110), Vintégrale X (£)=X, (4-+%)
dans («—Fk,B—k) passe par un point (t,,X,) de D, pour un certain % Il
existe alors un 8, <<f—% tel que X (¢) dans (t;,,) soit une intégrale de (L)
dans Dy, saturée & droite. Mais, selon (112), fi=o00, d’0k f=—co. La démon-
stration pour le systéme (L) dans (—oo,c0)xd est analogue.

En vortu des relations (86)-(88), (90), nous avons (¢,0)eD}, (1, @)¢ D*
(lorsque t>a,), donec, d’aprés (79), (99), (£,0)eD et

(114) (1, 8)eD,

d’ou1 les rélations (106).

Il reste & établir les relations (107) et (108). Nous avons d’abord
(ef. (111), (113), (79), (80), (87))

B(X)=e"I(t,e % X)

@0t résulto la relation (107) et

pour i>ay,

lorsque (¢,X)eD,

il or
[ﬁ(ﬂ)] =M [555 (t, @)] e ¥ pour t>q,.
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Il vient
or 0P
[53(— (t, 9)] =g~ [-a—i— (@)] e pour t>a,

done, d’aprés (89),

(115) e-”‘[g—i(@)]e”»s lorsque t—>oo.

En raison de (102)
E(X)

—_— 6

(116) ¥

loxsque X—6.

La transformation Y=0(X) conduit (en vertu de ce qui v.ient d’étre
montré) du systéme (L): Y=Y -+E(Y) au systéme (Ly): X=2X, ou
(cf. prop. 7) au systéme

[550] #-2e(n+2(@ ),

X
done

00 .
(117) [ﬁ(x)]atxzmq&(x)+E(¢(X))

dans le voisinage de 6. D’apres (107),

o

A(X)
—_ —
0xX

— 6 pour X—0.
X1

qb(X):[ (@)]X-}—A(X), ott

Soit U un vecteur pour lequel |U|=1 et supposons que X—0© de maniére

que X/|X|-U. Alors
&(X) [0(15 ]
by a7 (o |U

st, selon (116),

B(®X) E(0X) |9(X)

= 0.
X} | (X)] X1

En divisant la relation (117) par [X|, nous avons a la limite

09 il
[Ef(@)] fz[z,_m[ﬂ(@)]n.
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U étant un vecteur quelconque pour lequel |U|==1

[rro]e-e[Zze)]

d’olr (en vertu de la commutativité des matrices 2, ™, ¢~
d _m[aqﬁ ] m) 9 415[‘9‘1) ] a1 —Qlt[aq ]2[‘9“—43
il szl Tl [ O =
Nous concluons que la matrice

e-9u [g ( @)] 6‘),[!

est constante, done, d’aprés (11
que

, ous avons

5), elle est matrice-unité. Il en résulte

2i0]s,

ce qui termine la démonstration.
Le théoréme I entraine le suivant

TuforbME II. Supposons que B(X)=(s(X),..
classe O dans le voisinage de @, que E(0)=0 et
1

In|X)|

e (X)) soit de la

)

y N, 0l p(2) est une fonetion continue croissanie,

1
In|X]|

a&,; ot -1
1 — = O
(118) o, (X)=0 (|X|

42 (@) (

pour X—0, 4,k=1,2,...
positive, pour laguelle

(119) §_de<00 lorsque 2>0.

Cela posé la thése du théoréme I subsiste.

Démonstration. Supposons que t—>oc0 ¢t ¥->@, 11 vmnt A’aprés
(73)-(17), X=6"Y—>0 ot |X|=0(c~"*t*1), dot 1/In|X|=0(L}t). La
fonction p(2) étant croissante, il ex1ste un k>0 tel que o(|1/ln [X ])gg(ic/t)
powr t—>oco 6t Y- @, donc, selon (118),

_aﬂ =0 <6(0‘+”~)Lt(ﬂa—1) (o*/ox--1) for—a* (ﬂy—'l)/n"g __73_
0z; |y ¥y 1/’
ou
L i
Ozyix_ My il
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En vertu de (103) et (77), mous concluons que
% (t, Y) =0 (eo tta -1 6(—-:: +a,)it-a*-a +1Q (_t_) e—-a,lta,-—l)’

1_ {1
(’olt en posant p(2)=p(ke), g;; (£, ¥)=0 (T@ (T)) Draprés (119) et (118)
[

2 kz
e .. el
hf——c—d;’_éf—n—dn<oo et

Les hypothéses du théoréme I sont donc remplies, ce qui termine la dé-
monstration.

CoroLLATRE I. 8i o" <20, 6 les seconds membres du systéme (1)
sont de la classe C* (O dlant un point singulier), la thése du théoréme I
subsiset ).

CoROLLAIRE II. Soient
U=diag(A.,..., 2,) ), E(X)= (EI(XI), sy Ep(Xp))v

0 X=(X,,...,X,), dest-a-dire admettons que le systéme soit de la forme

E(6)=6.

(L) X=X+ B(X), oy X=X, +E(X,).

8i les hypothéses du théoréme I sont remplies pour chaque systéme A‘Ti
=UX;+By(Xy), i=1,2,...,p, la thése du théoréme I (pour le systéme (L))
subsiste.

La démonstration est analogue & celle du théoréme IT (on re-
OE 0E] [BE ])

2t : 1 » |).

¢ et que [BX] d‘ag([axl ex,

§ 5. Exemples et application

marque que ¢ = diag(e™,...,¢

1. Soient donnés ¢*> 0,>0 ot o, a, entiers positifs (¢*=«, au cas,

ol ¢*=g¢,). Donnons un exemple de systéme (L) pour lequel F soit de
la classe C* dans le voisinage de 6,

de; <1

s =05 L

1) Car, dans ce cas, B(X) est de la classe 02, donc |de,/dx,|=0 (| X|) pour X—6,
d’olt il résulte (118) (en posant p.ex. o(f)={).

(120) EB(@)=6 ot

ot 2 (u.—l))

A, 0

0
12) diag Uy, ..., %) = .,

P
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pour X6, et la partie 4° du théoréme IL ne subsiste pas. Voici le
systéme en question:

@y = —owy iy,
a}n-l = —Oly_1+ ¥,
Ty = —o0m,,
(121)
Yy ==Y+ Yy
?)m—lz — Y17 Ym
. ?/m = =T+ 8(391),
ou
) 1 {maZn—t
AR AL e
In|@, |

(nous avons posé pour abréger o= o, v=0", n= 0y, m=a*). Nous véri-
fIOHS‘ sang peine que les conditions (120) sont satisfaites. La solution
générale du systéme lindaire (I,) correspondant est donnée par

n—1
2,(t, 0)= (01+ eot+. ke m:i—ji) 6‘”7 ey @y (40) = c,0™%,
(122) " '
tm—l
91, D)= (dri-dat-l— ooty 6’7—_1_)—') e iy Ymlty D)= dpe™,

Le systéme de n--m fonctions

() =t""e""  ay(t)=(n—1)"2%, ..., @, (t)=(n—1)le",

i . 4
(123) ym(t>=c‘”+f P A, Yna(B)=e"" [ gu(w)edu, ...
00 + o0

i
oy Yalt)y=e"" [ yo(u)edu,
oo
ol ¢(t)=e(I"'¢~"), ost une intégrale particulidre de (121). Il existe B>A4>0
et %>1 tels quo Ade™™ /"< p(t)<Be™%[t,, pour ¢ >t, Lol, si >4,

4 e B —t
(124') ———— e t e 14 e
o (m—1)...(p—1) ¢ [ (1) < m=1). (1) Pt v=2,...,m
(125) etIn < ¢ B et
(m—1)! 92 ( )l<~*—-—(m_~l)! e ™Int.
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Nous montrerons que Iintégrale (ml(t),...,ym(t)) ne - coincide pas
asymptotiquement avec aucune intégrale de la famille (122). Supposons,
par cotnre, que cette intégrale coincide asymptotiquement avee une
intégrale (x, (t,0%,. .., ¥n(t, D). Conformément & la définition de ecoin-
cidence asymptotique, & chaque 6>0 correspond un ¢, tel que

(t,@2 (1), ., Y (8) By (0, K (00, D9), )

lorsque i>t,. Il en résulte que pour ¢>>%, le point (@1 (85 Yo (B)
ost de la forme (ml(t,'ou)),...,ym(t,p(t))), olt O(t)=(2(8)y--50n (1))
D(t):(dl(t),...,dm(t)) sont définies univoquement d’aprés (122) et
e () — €8] <8, 5=1,2,...,m, |& () —d5| <8, j=1,2,...,m. Nous avons donc

(126) o, ()=,(t,0), -y YmO=ult; D),

et O(t)—>C°, D(t)—D" lorsque t—>oo. Nous en concluons, selon (124) et
(122), que di=...=d%=0 et que d,(t)=0(1/i""),...,ds(t)=0(1/t), du(t)
=0 (1) pour t—oo, d’olt il résulte, d’aprés (126), (122), que Y1 (H)=0(e"™),
contrairement & (125).

2. Pour le cas, o 2 a un et un seul diviseur élémentaire, donnons
encore l'exemple suivant (o,=o*=a>0):

&, =—02+%,,
Bp_1=— 001+ T,

. (=1)"m,
Z, =—0L+

il existe une intégrale de ce systéme qui tend vers @ pour i-—>oo et ne
coincide pas asymptotiquement avec aucune intégrale du systéme (IL,)
correspondant. En effet, la transformation T conduisant des systémes
(L), (L) aux systémes (L*), (L), i suffit de démontrer, d’aprés la propo-
sition 14, qu'il existe une intégrale ¥ (t) de (L*) telle que 1Y (1) =0 (&**)
(ef. (77), (79)) et que |¥(f)] o0 pour ¢—oo. Le systéme (L*) prend ici
la forme

tn—l
s g= T ap S O T .
(Al (%__;',)! n—1 )2n—1
(~crt+1n y]+ty2+-~+————(%~1)! Yn

Annales Polonici Mathematici T. 5
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Considérons le pavé mobile:

1
~ byInt<y, <30, Int,

3b, ‘
1 T SYh<s2,

3,

1<y <2— ?t:’

3b -
1 ol L9, K2 POUT 1 Pair,

(n—1)"
3b,,

ISy<2— Ty pour n impair,
ol

1
" (n—1)1 (n—»)!

b= (v==1,2,...,n).
On vérifie que, pour chaque ¢ suffisamament grand, les intégrales de (L*)
entrent dans ce pavé sur toute sa frontiére, done il existe une intégrale
Y (t) qui reste dans ce pavé et, par suite, satisfait aux conditions: |V (2)|
=0 ("), | Y ()|—>oc0 pour t—»o0.

3. 8i ¢">20., la partie 4° du théoréme II peut ne pas &tre vraio,
quoique les seconds membres de (L) soient analytiques. Pour 1’établir,
il suffit de poser s(x,)=2a; dans le systéme (121); nous pouvons montrer
sans peine que la coincidence asymptotique n’a pas lieu. D’ailleurs nous
pouvons considérer tout simplement le systéme

(127) T=—z, §=—2y-+a?,
ou bien

(128) Ch=—m,  §=—oy-a?,
ol ¢>2.

La solution générale de.(127) est donnée par w=Ae™, o =( A%+ B)o ¥
et la solution du systéme (L) correspondant —par £=Ae¢~, 5= Be-¥.
y=2*(0 —1n|x[), ou n=CE, sont les équations des earactéristiques do ces
systémes (& Dlexception du demi-axe y). Nous voyons que les cara-
ctéristiques de (I,) (4 Pexception des demi-axes @ et y) ont avee I'axe »
un contact d’ordre plus grand que celles du systéme (127), ce qui exclut
la coincidence asymptotique.
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11 en est de méme pour le systéme (128); la solution générale de ce
systéme est donnée par
2

r=Ade Y= e 4Bt
o

-

ot celle du systéme (L,) correspondant — par
E=Ae, y=Be.

La transformation {=ux,n=y-+*In|z| réalise les points 2° et 3° du
théoréme II respective au systéme (127), mais elle n’est pas analytique
dans le voisinage de (0,0). Cependant

2

o=§, y=n+

c—2

est une transformation analytique du systéme (128) en systéme (L,)
correspondant.

En générale ([1], p.10), la transformation analytique du systéme
(L) en systéme (L) existe (sous ’hypotheése que o.>0 et que E(X) soit
analytique) lorsque le degré de tout diviseur élémentaire de 2 est égal
4 1 (c’est-a-dire lorsque le systéme (L,) peut étre conduit au systéme
yi=n¥;, i=21,2,...,n, par une transformation linéaire complexe) et si
la relation

W= vk
itk
ne subsiste pour aucun %k et pour aucunée suite d’entiers non-négatifs
Prser s Pr—19Prs1s-- 3P
4. Considérons un systéme
(129) g=—sa+y+o(,y), y=—sy+y(@,9),

ou s>0, et supposons que ¢(0,0)=y(0,0)=0, ¢,y solent de la classe
C* dans le voisinage de (0,0) et

dp dp Oy Oy ( 1 ) Y
s £, X, L, L=0|—= 0 7=y x2+y 0.
80 o' By’ G’ oy O \mrp) PO VOV
(181) z=—so+y, Y=—8Y

est le systéme (L,) eorrespondant.

Si k>3, alors la condition (118) est satisfaite, d’olt, en accord avee
le théoréme II, 4l cxiste une homéomorphie régulitre de (129) & (131) (tous
les deuw systémes ont alors le méme type dallure asympiotique des inté-
grales) et la coincidence asympiotique subsiste. L'exemple 2 montre que,

5
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pour k=3, la coincidence asymplotique peut ne pas avoir liew. Cependant
nous allons montrer que, si k>>2, les systémes (129) ¢t (131) ont le méme
typé dallure asymplotique des intégrales, c’est-a-dire que

toutes les caractéristiques (soturdes) du systéme (131), envisagé dans
un voisinage convenable de (0,0), tendent vers (0,0) pour t—>o0 en ayant
pour demi-tangente le demi-ame ® positif (lo famille R,) ou négatif (la fa-
mille B_); il existe deun caractéristique 9 eR, et I_eR_ qui coupent le voi-
sinage en question en deum domaines engendrés par lo famille Ry, ou R_.

Dans le cas, ot k=2, les types de Vallure asymptotique des intégrales
des: systdmes (129) et (131) peuvent &re différents.

Les conditions (130) impliquement

. ’ r
1 2 == —— == — —) .
(132) @ 0(\ln7”|k)’ ) 0(!11”"\’“) pour r—>0
Nous pouvons supposer, sans restriction de la généralité, que
(133) s>1

(en effectuant aun besoin la substitution de la forme w=af, y=an, t=y7).
Aprés Dintroduction des coordonnées polaires le. systdme (129) s'éerit
gous la forme

. . i L

7:¢(~s+ gin ¢ cosﬂ—l——r— cosﬁ—I—?sm ?),
(134)

5:—sin20+% cow—ﬁ;- sin 9.

Supposons d’abord gque p,p=o0(r) (ce qui a lieu, lorsque k>0). En vertu
de (133), il existe alors un r,>0 tel que

) . s—1
(135) < — r o pour 7r<ry,

ot il résulte que, pour toute intégrale (r(3),d(t)) dans (a,B) du systéme
(134) dans la bande 0<r<r,, saturée, r(t) est décroissante, et limr(f)=0.
t—-o00

D’aprés I'unicité des intégrales, nous concluons que f=oo0, done chaque
intégrale saturée du systéme (129) dans le cercle r<r, est définie dans
Vintérvalle de la forme (a, o) et elle tend vers (0,0) lorsque $— co. Congi-
dérons un rectangle Z défini par les inégalités

0<r<e, na-+e<P<nmw—e,
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ot ¢>0 et n est un entier. Pour ¢ suffisamment petit, nous avons
—7<2(s+1)7,

—$>2e2
et, par suite,
ar  s++1 ,
di¢ &2

dans Z® pour chaque n. Il s’ensuit que si une caractéristique (r(t),9()
reste dans Z", elle est & distance positive de I'axe @ et #(f) est déeroissante.
Nous en concluons que
(136) lim $(t)=—o0, on lim #(t) =nn
t—o0 t—o00

pour chaque caractéristique du systéme (134) dans la bande 0<r<1,.

Supposons maintenant que k>2. Considérons le rectangle mobile I
qui est lintersection de deux bandes mobiles

-1y 1 1

P e tHlLrLe ? et P, —W<0<7’
Nous vérifions facilement qu’a ehaque instant ¢ suffisamment tard les
intégrales entrent dans la bande P, sur les cotes horizontaux 23) et sortent
de la bande P, sur les cotés verticaux de II. Donc, conformément au
théordme de M. T. Wazewski (cf. lintroduction), il existe une intégrale
qui reste dans IT et, par conséquent, qui tend vers (0,0). Nous montrons
@’une fagon analogue (d’apreés la périodicité des seconds merabres de (134))
que pour chaque n il existe une intégrale qui tend vers nsm lorsque t—o0;
done toute intégrale de (129) dans.le cercle <7, tend vers (0,0) en ayant
pour demi-tangente le demi-axe x positif ou negatif. Soit 0<<r,<ry. Il
existe une décomposition de la droite r=r, en intervalles 4,,n=0,F1,F2,...
(qui peuveunt se reduire & des points) telle que les intégrales, qui sortent
de 4,,, tendent vers (0,nxz) pour t—oco. Soit a, Textrémité gauche de 4,,.
Nous affirmons que a,ed,. Dans le cas contraire, a e, _,, et, par suite,
Vintégrale 5, (7(+),8(f)}, qui passe par (r1,a,), tendrait vers (0,(n—1)m)
pour t—oo. Il advient qu'il existerait dans Z™1 un point situé a droite
de U, cest-4 dire un point (+*,9%) tel que *=F(1*) et 9*>D(t*) pour un
certain #*. Llintégrale 9*: (#*(1),8"(¢)) passant par (**,9) partirait
done dun point (ry,y), ol

(137) P>y

Mais, #*(f),9%(t) étant décroissantes (pourvu que (), 8* @) 2777,
g* tendrait vers (0,(n—1)x), dolt yed, ; et, par conséquent, y < ay,

ot 2<i<k.

23) Nous regardons l'axe r comme vertical.
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contrairement 3 (137). Nous en déduisons que chaque intervalle 4, ost
de la forme [a,_,,q,), ce qui montre que l'allure asymptotique des in-
tégrales de (129) est du type déerit ci-dessus.

Considérons enfin le cas o k=2, et posons ¢==0,p=—z/(lnr): Nous
allons montrer que Porigine (0,0) est le foyer du systéme (129). D’aprés
(136), il suffit de prouver que llmﬁ(t) nx ne peut avoir licn pour aucun

n et pour aucune intégrale de (134). Nous admetrons que n=0 (dans
les autres cas les démonstrations sont analogues). Si #,>0 et r, >0 sont
‘suffisamment petits,

1 1

2 (lnr)?

— P 281, — >

et, par suite,

dr 41

as oy L ’

(In7)?

Il suffit done d’établir qu’aucune intégrale d’équation
dr 4sr

%z“:_‘l—"

(fnr)?

ne tend pas vers (0,0) du c6té droit (olilf)l 7(9)=

0

dans le rectangle [4|<?, et O<r<r,.

dans le demi-plan »>0

0). Supposons, par im-

possible, qu’il existe une telle intégrale et substituons v=In#», u=19 ),
Nous obtenons 1’équation

du .
4.5'1:1; =utt+u-t+1;
cette équation aurait une intégrale u(z), définie dans lintérvalle de la
forme (a,00), pour laquelle lim(u(7)/7)=0. Mais c'est impossiblo, car

chaque intégrale saturée de cette équation est défimie dans lintervalle
borné.

5. En utilisant le théoréme II nous pouvons décrire Uallure asymptbo-
tique des intégrales du systéme

& =+ wy+ ey (X),

(138) .
Ty = — 8%y + Byt &y (X)1
Ty =8, + &, (X)

) (f. E. Kamke (3], p. 319, 1.143,
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(ot $>0). La solution généla.le du systéme linéaire correspondant (L,)
est donnée par

- -8t
.’Ulz(cl-l-(?gt-*-...—l—cﬂ,(n—__ls?)e y

. tﬂ.v‘.’
(139) Ly= (Gg—|—...—}—ﬂ,,, m)—!) 6—817

Nous voyons que toute caractéristique de (I,) (saturée & droite) tend
vers © pour {—oo, en ayant pour demi-tangente un des demi-axes ;.
Soit k=1,2,...,n; désignons par R* la famille des caractéristiques (139)
pour lesqualles ¢ ,=...=6,=0 et par R*,R" les sous-familles de R",
ot respectivement ak<0, ok>0. R"™ est alors 1’ensemb1e de toutes les
caractéristiques de (L,) et
R=R.+R., E=R+E7+E (k=2,3,...,n),

ot RL, ou E., ne contient que le demi-axe x, négatif, ou positif. En dé-
mgnant par IT¥ Ihyperplan ay,,=...=,=0, excepté le point O, et
par IT*, ou II*, Tensemble des XsIIk pour lesquels 2,<0, ou wk>0
nous voyons que la famille R®, ou R*, ou R, engendre IT%, ou IT* , ou
IT%; toute caractéristique de B, ou B’ tend vers @ (pour {—> oo) en ayant
pour demi-tangente le demi-axe z, négatif, ou positif.

Appliquons maintenant le théoréme II. Nous obtenons, en vertu
de la proposition 9, le suivant

TaRorEME TIT. Supposons que B (X)=(5(X),...,5 (X)) soit de la

classe C* dans le voisinage de O, que E(O)=0 et

(llan\)) powr X-0, i,k=1,2,...,n,

oL p(z) est unme fonetion continue, croissanie, positive, pour laquelle

de;

12,
2
= !
Oy,

(X)y=0 (

{’ Q(~) di <o

= lorsque 2>0.
0

&

Cela posé, il existe un £,>0 tel que chaque demi-caractéristique de (138),
passant par un point de K{0,¢), tende vers O pour 1—oco en ayanl pour

f
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demi-tangente un, dos demi-axes .. Il cwiste des hypersurfaces 1dgulidres
& T dimensions: 8*,8% 8% k=1,2,...,n (8",8%,8" dant des domaines de
E,) telles que

10 GeSrCHC...C 8%

o ;2 S’T@}coupf 8% on S et 8% ; S =8" 4 P8 k=2,3,...,n, et
=810+ 8,;

3 DPhypersurface S est tangente & Dhyperplan B == oov= =0
dans 0, k=1,2,...,n—1;
49 il ewiste une classification de la famille R® de toutes los demi-carac-

téristiques tendant vers © en sous-familles RERE,RE | telle que
a) RI=RL LR, RF=RE R4 RE | =23,
b) la famille R*, ou ??’i, ou RE engendre 8*—{ 6}, ou %, ou 83

toute demi-caractéristique de R®, ouw RE | tend vers O en ayant pour demi-
tangente le demi-ame négatif, ou positif (lo famille RL, ou R, ne contient
quune seule demi-caractéristique et 8-, ou S, est une restriction & gauche
de cette demi-caractéristique). :
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Uber die Gleichung x"--1=y"
von R. OBLATE (Budapest)

Die Frage ob es zwei aufeinander folgende Zahlen (ausser —1,0;
0,1;8,9) gibt, welche beide volle Potenzen sind, wurde zwar schon im
Mittelalter gestellt!), ist aber auch heute noch nicht vollstindig geldst.
Es handelt sich also nm die diophantische Gleichung

(I 1=y

1} Levi ben Gerson (1288-1344) — einer der bedeutendsten Mathematiker

des Mittelalters — hat bewiesen, dass

3m+li1
fir m>1 keine Potenz der Zahl 2 ist (vgl. 8. L. E.Dickson, History of the Theory
of Numbers, vol. II. The Diophantine Analysis, New York 1934, p. 731).

Die Geschichte und Literatur des Problemes habe ich in fritheren Publikatio-
nen — besonders in der ungarischen — ausfihrlich dargestellt. (l‘)"bcr die Zahl x2—1,
Mathematica B. (hollindische) VIII (1939-1940), p.161-172; Az x* —1 szdmokrdl,
Mat. és Fiz. Lapok 47 (1940), p. 58-77; Sobre ecuaciones imposibles de la forma
Revista Mat. Hisp.- Americana I (1941), p. 122-140). Nach dem
Erscheinen dieser Arbeiten wurde ein wichtiger Fund gemacht. Die bis dahin-als
verschollen geltende Solutio duorum problematum ele. von Frénicle aus dem
Jahre 1657 wurde aufgefunden und von J.E. Hofmann ausfihrlich bekannt
gemacht (J. B. Hofmann, Neues diber Fermats zallentheoretische Herausforderungen
von 1657, Abhandl. d. Preuss. Akad. d. Wiss. 9 (1943), p. 1-52).

Theorema 10 der Solutio behandelt die Gleichung (II) (siehe J. E. Hofmann,
L c., p. 24). Der Satz behauptet die Unmbglichkeit der unbestimmten Gleichung

P 1=2x?

(p ungerade Primzahl, nz>2). Ich erzihle Frénicle’s geistreichen Beweis in modernen
Bezeichnungen. Der Satz ist fur gerade n selbstverstdndlich. Wire nun p"+1=z*
fiir ein ungerades  erfillbar, so liesse sich p"=(x+1)(@—1) in zwei Teiler mit der
Differenz 2 zerlegen. Die Teiler von p" sind 1,p,...,p" . Die kleinstmdgliche Differenz
zweier Teiler ist p(p—1) und tritt fiir n=3 auf. Sie ist aber stets grosser als 2, da
p==3 ist. Der Satz gilt auch fiir p=2, wenn n>>4 ist; n=3 ist eine Ausnahme, 2°+1 =32,
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