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are real, independent and are of course solutions of (10). They are given
by the formulas
W= g®(q"" cosyz— ¢ sinyir),

w? = o* (™" cosyx -+ g sin y)

where g=mod (a,-+4a,), y=2arg (¢;4ia,) and g, q** are vectors whose
components are real and imaginary parts of components of the vector
g

This result we can express by the following:

TaEorEM IT. If the independent variable in (10) is real and the cocffi-
cients ay; are real numbers, then & real fundamental system of solutions
can be obtwined, and solutions of this fundamental system are of the form
(14) or consist of pairs (15).

.
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Sur certaines fractions continues finies
par J. MIKUSINSKI (Wroclaw)
1. Développons chacune des n—1 fractions
1
"

n—1

2
—geiey
P

~

(4

en une fraction continue, et désignons par K (n) le plus grand nombre

de termes dans les développements obtenus.
Par exemple, on a

2 5
(n, ?=(312)7 =(2,3), ?:(1:212)7

3
? “=(171)3)7

=
Il

Z=(1,6).

7

Les plus longues des fractions confinues précédentes contiennent 3 ter-

mes, on a donc
K(7)=

Le procédé ci-dessus détermine une fonction!) qui fait correspondre
un nombre naturel K (n) & tout entier n>>2. Le but de cette note est de

démontrer les inégalités

1 K(n 1
& L _E 1 (n=2,3,...),
2a " logn a
1415
oll a=log——— +] 2 .
2. Supposons que
(2) (@1yney ) (k=K(n), ;>2)

soit le plus long des développements de 1/n,...,(n—

continues. Considérons encore la fraction continue

(3) (1,...,1,2)

1y M. W. Urbanski m’a fait remarquer cette fonction.

1)/n en fractions
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de méme longueur que (2); la fraction ordinaire correspondante & la
forme by[by,,, ol b, désigne généralement le ¥* torme de la suite de
Fibonacei

1,2,3,5,8,13,...
Comme la suite (3) est majorée par (2), on a
(4) l’K('n.)-}-l= bl.*+1< .

D’autre part, on sait que

b= 1 [{1+V5 Ve [ 1—/5 ke

Y
—-L[l '3—’/5 It 1_}_]/5' k2
B ki e I (S A

d’olt

2

En vertu de (4), on a donc

1 = K(n)+2
04- ( +v 5)

3 <n,

d’on

logn +log2,5 5 . logn

————~—-—~1+]/.. 2 —
2.

K(n)<

log

La deuxiéme des inégalités (1) se trouve donc démontrée.

3. Bemarquons maintenant que l’on a, quel que soit l'entier &3>>2,

blb— 2 bk;_l

b1 by

I s'ensuit que, pour n>>b,_,b,, il existe un entier entre les nombros
Nbg_sfbp_y €t mby_i[b,. Or, Vinégalité n>b,_,b, peut s’écrire

R S B[ o
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Cotte inégalité sera certainement satisfaite pour %=2 lorsque
1 3—/B\s T2 (14 1/ 5\ %+
e LT e

et d’autant plus lorsque

1 B\ 2+1
0,225 (’ig'/—) <n

La derniére inégalité équivant & la suivante:

logn—1og0,2256 1

k< da
1+y5 2’
g—é——
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qui est & forfiori satisfaite lorsque
\ 1
(6) k=E(1—|——10gn),
2a

en désignant par E (x) P'entier de z.

On peut vérifier aisément que, pour n>7, la valeur de k, donnée par
la formule (8), est >>3. D’aprés ce qui vient d’&tre dit, on conclut qu’il
existe, pour n>7 et pour (6), au moins un entier m compris entre les
nombres nby_s/by_; €6 nby_[by. La fraction m/n est donc comprise entre
by_a/bp_1 €6 by_y/b;. Or, les développements e by_ofby_y o6 de b,_,/b; en
fractions continues sont de la forme

(1,...51,2),

le premier contenant k—2 termes ot le second k—1 termes. Il en résulte
facilement que le développement de m/n commence par k—1 unités et
qu'il contient done au moins k termes. On a ainsi K(n)z=k, ou, ce qui
revient an méme,

1
—logn < K(n).
2a

La premidre des inégalités (1) se trouve done démontrée pour n=7.
11 est facile do vérifier directement que cette inégalité est aussi vraie
pour n=2,3,4,5,6.

Cela compléte 1a démonstration de 'inégalité (1).
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4. Comme le développement de by /D, se compose de k—1 unitiéds
eb du nombre 2 3 la fin, on a évidemment X (h..,)=Fk. Cela étant, on
voit aisément, d’aprés (5), que

K(bpya) 1
m -———- = —

oo 108071 a .

et, par conséquent, que

. I (n) 1
Hm sup —— =—.
o 10N «

K(n ! X
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