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De ce résultat et de la relation (72) découle que

(78) lim @m,m:i,
et 2

puisque @ (w,h)h—0.

Si done I’on pose

(19) 9(@,0) = 62(1—0,)f" (2-+(1—6,).0,60),
on aura
(80) B(x,h)=h3g(x,h)
et, en vertu (74) et (78),
(81) lim g(z,h) = 1 77(0).
e 8

Les relations (68), (70), (80) et (81) donnent lo résultat
Aw,h) 8 2

s B(a,h) 123
De 14, en particulier,
mLL(@,,h,)] 2

noveo MR (@, )] 3
ce qui est en contradiction avee ce qu’il a été établi plus haut. La dé-
mongstration de notre proposition est ainsi achevée.
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Sur la dérivée covariante des objets géométriques
de deuxiéme classe

par S. GorAB (Krakéw)

_On sait bien que 'on peut définir la notion de dérivée absolue (co-
variante) d’une quantité, c’est-a-dire d’un objet géométrique spécial de
premiére classe (affineur et affineur-densité). Cette dérivée est un objet -
de méme genre!), mais elle est construite au moyen d’un aufre objet
qui est de deuxidéme classe?). En généralisant cette construction, on peut
so demander si I'on peut définir au moyen d’objets de troisiéme -classe
1a dérivée covariante des objets de deuxieme classe. Il est vrai que pour
Lobjet bien connu de deuxiéme classe,-clest-a-dire pour les paramétres
de connexion lindaire, on peut définir un comitant différentiel, notam-
ment ’affineur de courbure, mais on ne peut pas traiter cet affineur
comme dérivée covariante de 1’objet en question, parce que le genre de
P'objet est tout & fait différent.

Le but de cette Note est de donner quelques contributions se rappor-
tant & ce sujet. Dans le cas le plus simple, c’est-i-dire pour un: objet
diftérentiel pur de deuxidéme classe & une composante dans I’espace & une
dimension je démontre que dans le ocas d'un pseudogroupe®) général
on ne peut pas définir la notion de dérivée covariante d’un objet si 'on
postule en méme temps que cette dérivée doif étre un objet de deuxieme
clasge. Il existe toutefois la possibilité de définir cette motion si I'on se
borne 3 certains sous-groupes du pseudogroupe.

Soit un espace X, 4 une dimension et le pseudogroupe de transfor-
mations de la coordonnée & d’un point variable

(0] E=gp(),

ou la fonction @ est dae classe O, ('existence des troisiémes derivées conti-
nues) et telle que .

2) #'(£)#0.

1y Voir [1], p. 85. L’expression “the same kind” (le méme genre) veut dire
que la rdgle de transformation des composantes est la méme.

%) Voir [2].

3) Voir [2].
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Envisageons dans cet espace un champs d’objets géométriques de
deuxiéme classe & une composante w. La régle de fransformation de la
componsante o, quand on passe & la coordonnée £, est:

3) m:A{r—l—;f’- —%}4) ,

olt 4 désigne une fonction arbitraire inversible d’une variable indépen-
dante et /A est la fonetion inverse de 1. Nous supposons que la fonetion
A est de classe O,.

Supposons en outre qu’il soit possible de définir pour le champ
o=wn() la dérivée abgolie Q=Dw et que Do puisse étre mis sous la
forme

(4) Do=D(w,0’,un),

olt Ia fonction & ne dépend pas du systéme des. coordonnées. Cela veut
dire que dans le nouveaun systéme des coordonnées & doit &tro. vérifide
Péquation suivante

- dm
(%) 5= Do=0o (O—J,_(E-,,z).

Dans cette équation u est un paramétre dont la régle de transfor-
mation découlera d'une hypothése additionnelle, & savoir que la déri-
vée Do est aussi un objet de méme genre, c’est-a-dire de denxiéme classe.
Quant & la fonction @, nous supposons qu’elle soit de classe C, et quelle
dépende essentiellement de la seconde variable. Nous supposons notam-
ment que .

(®) | 22 .
dw

L’hypothése que Do soit un objet de deuxiéme classe s’exprime analy-
tiquement comme il suit:

(7) Dw=F{f(D,w) _Y%}.
14

ol f est une fonetion inversible, ' la fonetion inverso de f. On a done

F{f[é(w,'w',,u)] ____‘7_3;} _ @{A [i(“‘l‘il _.._‘R;], (.If.’, ﬂ}.
9 4 4 grdds

1) Voir [3].
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Or
do do d¢ 1 do
4T aE@E ¢ aE
q [pr@f—rey l
L [i(i"_)_i]_ as e —2 |
¢’ g il 7" 9
En posant
(8) '=a, ¢'=p, ¢"'=y, o= o=y,
on obtient
Pl 5)
0) * ° .
ol 2] el genssn o).

Cette équation doit étre satisfaite pour tous les a£0, pour tous les g,y;
tous les x,y et pour tous les x. Il en résulte que x est un objet géomé-
trique de troisiéme classe (& cause de l'intervention de la variable y=¢'"”
dans 1’équation ci-dessus). On a, par conséquent,

_ gle) 3 8 719
(o) ”=G{‘;?“§'§+§} ’

ol g est une fonction inversible, G est la fonction inverse de g.

Dans D’4quation (9), A est une fonction donnée, f,¢ des fonctions
inconnues d'une variable et & une fonction inconnue de trois variab-
les.

Posons dans D’équation (9), a=1:

(11) F{f[@(w,y,,u)]—[)‘}

3
=¢{A[l(w)—ﬂ],/1' [A(w)—B] [l’(w)y~ﬁl(m)——y+2ﬂ2],G[y(u) —5524—?]}'
Posons ensuite f=0 dans 1’équation ci-dessus. En vertu des relations

1
A'M@)]=———

AfA(#) =, @)

Flf(w)l=wu,

on conclut

0(0,1,1)=0{, 27 11 @)1= 11,6100 +1)-

5) Voir [3].
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Différentions cette identité par rapport & la variable y. On a

Gl () + y]}{~

1
0= Qz{ LY — e }.’(m)}

( @)’

+¢a{w,y ,G[g(u)—H/]}G’[g(M)-l—y]-

__r

A ()
Eu posant ici y=0, on en tire, en vertu des identités
1

G[Q‘(N):‘Eﬂv gI(M)7

Péquation suivante

G'lg(w)]=

(12) “—1"¢2(way7l")+‘—1““
A () g9'(w)

Les équations des caractéristiques de cetite équation aux dérivées par-
tielles ont la forme

Dy (x,y,u) =0.

dx ,

- =M @dy=g'(u)ap,
d’olr il résulte que l'intégrale générale de Péquation (12) a la forme
(13) D(@,y, u)="F[e,y2 (2)+ g(p)],

ol ¥ est une fonction arbitraire de classe O, de deux variables indépen-
dantes.
Substituons ce résultat dans I’équation (11):

P (2,97 (@) + g(w)) ) >
— 2| A14(0) 81,4 4(0) ~F1 ¥ (hy — @)+ 261 ¥ [A(@) ]
+ol e o3}
¥LawI=1,
Ff[#(e,y2' (@) +g(u)] —B)
3t g—S o,

ou bien, en raison de la relation A'(u)

= Y’{A[l(w)—~ﬂ],1’(w)y~—ﬂl(0§)
ce qui donne aprés réduction
Flf[P(e,y4 (@)+ g(u

()] —#)
g

(14)

2
EW{A[M)~ﬁ1,1'<w)y~ﬂz<v>+ g >}
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En posant
(15) 2=yA'(8)+g(u),
on obtient

Flf[¥(2,2)]—8) EY’{AH(W)— B£1,2— pa(w)+ é;}

En différentiant cette identité par rapport i B, on a

~F{f[¥(0,5)]— ) = —¥, {A_[l(m)—ﬂ],z—ﬁl(m) ﬁg}A [4(2) —B1

+¥, {A[Z(w)—ﬁ] 2—BA{x)+ }{ﬂ A@)},
ce qui aprés la substitution =0 donne:

(186) —Flf[¥(@,8)l}=— = Y’l(ww) — M) ¥, (@,2).

/1’(
L’équation précédente semble & premier coup d’oeil &tre difficile & in-
tégrer puisque le premier membre de cette équation contient la deuxiéme
fonetion inconnue f. Mais si 'on considére pour un moment la fonction
J (et, par conséquent, F) comme donnée, on intégre Péquation (16) en
trouvant la solution générale sous la forme

(17) Fl’(.r,z):Fll(.z:) + h[z~ %‘ /12(3:)]},

ol  est une fonction arbitraire de classe ¢, d'une variable indépendante.

En comparant la formule (13) avec (15) et ( 17), on obtient pour &
la solutien suivante

(18) D(2,y,u) =F{l($)+h [él’(m) + () — % Zz(w)]} -

En gubstituant le deuxiéme membre de (18) dans I’équation (11), on
constate sans difficulté que, les fonctions f,g,h étant tout & fait arbi-
traires et inversibles, la fonction @, définie au moyen de la formule
(18), satisfait & I’équation fonetionnelle (11).

Revenons maintenant & équation (9). En substituant (18) dans
Péquation (11), on parvient, aprés quelques caleuls et réductions qui
sont omis, & 1’6quation suivanto

aZ

1
YA (@)= 5 22(@)+g(u) 1
ah = h[yl'(w)—(—d, A*(%H—g(u)} )

7
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ce qui conduit & Iéquation fonetionnelle suivante pour la fonction in-

connue h(u):

U
(19) ah (5) =h(u).
T est évident que 1’équation (19) conduit & une contradiction. On a,
notamment, pour ¢=—1:

—h(u)=h(u)
co qui donne h(u)=0 et, par conséquent,
Dy, w)="[A(2)]

contrairement & ’hypothése (6). On a done le résultat suivant:

En supposant le pseudogroupe général de transformations (2), 4l est
impossible de définir la dérivée absolue Dw du champ o des objets de seconde
classe de maniére que Do soit de la forme (4) et qu’en méme temps Dw soit
un objet de seconde classe.

Si le groupe général se rvédwit aw groupe unimodulaire (a=1), la
possibilité de la définition de la dérivde absolue ewiste et on peut la réaliser
dune infinité de maniéres possibles aw moyen de la formule:

(20) Dw(E)=F{l[w( )]-I—h[—l’ w(é ]——lz[fv( )]+g(.u)]}7

a¢
ol f,g,h sont des fonctions arbitradres, f,q dtant inversibles; u est un para-
métre qui est un objet géoméirique de troisiéme classe.
Supposons maintenant que le groupe général se réduise au sous-
-groupe a>0. Dans ce cas, I'équation (19) a des solutions, notamment
(21) h(u) = CVlul,

ol O est une constante qui peut avoir des valeurs différentes pour les
>0 et pour les u<<0.
La formule (18) se réduit dans le cas envisagé & la formule

(22) B(,y,1) = { m)+0]/\yz'<w+g u)———m)}

ot la dérivée Dw est done définie au moyen de la formule suivante

() Do&=F{ia(: 1+0]/\——z'[ (&1~ 3 210+ g
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Les fonctions f et g étant arbitraires, on obtiznt la formule la plus simple
en posant

(24) fu)=wu, g(u)=u, C=1.
Dans ce cas, on obtient
(25) Do = (o +]/’—A( (@) + -

Le sousgroupe a>0 peut done avoir la dérivée covarianic Do donnée
par la formule (23) la plus générale ou bien par la formule la plus simple
(25).

On voit que cette dérivée dépend du champ o méme, de la dérivée
ordinaire dw/d¢ du champ o, de la fonction A, an moyen de laquelle est
définie Ia régle de transformation de la composante du champ, et du pa-
ramétre x4 qui est un objet de troisieme classe.

Notre assertion est ainsi démontrée.

Remarque. Aprés avoir rédigé cette note j’ai pris connaissance d’un
travail de M. N. N. Mih&ileanwu, Objets géoméiriques en géomeirie dif-
férentielle (Studii Cerc. Mat. Aead. Republ. Pop. Roméine Inst. Mat.

(1951), p. 318-3173), ou Vauteur en partan: de 'objet w le plus simple
de deuxiéme classe (4 (u)=u) construit par I'intermédiaire de la dérivation
un nouvel objet

do 1 |
2= FTIE) w?
qui est objet de troisiéme classe. Mais £ étant d'un autre genre (ayant
une autre régle de transformation de la composante) ne peut pas éire
nommé dérivée covariante de l'objet w.
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