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1. Introduction. On considere le polynéme P(z) = 23 — 2% — 2 — 1. Ce

polyndme a une racine réelle 3 strictement supérieure a 1 et deux racines complexes
conjuguées a et @ de module inférieur strictement a 1.

oSrattole

Fig. 1. Le fractal de Rauzy

Le fractal de Rauzy (fig. 1) est I'ensemble

£ = {;giai

Il a été introduit par G. Rauzy [17] dans le but de donner une représenta-
tion géométrique du systeme dynamique symbolique associé a la substitution

Vi >3, g € {0, 1}, €i€it1Ei42 = 0}.
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o définie par
c(0) =01, o(1)=02, o(2)=0.

Le fractal de Rauzy a plusieurs propriétés : c’est un compact de C, connexe, a
frontiére fractale et a intérieur simplement connexe et il induit un pavage périodique
de C modulo Z + Za (voir [15]). Il est partagé en trois régions similaires qui
induisent un autre pavage non périodique et auto-similaire du plan complexe. Ces
régions sont : o€, a® + o2& et a® + ot + a3E.

Le fractal de Rauzy a fait ’'objet de plusieures études (voir [1], [17], [10], [15],
[19], [11]) et peut étre relié & différents problemes :

e Systeme de numération complexe [15], [16].

e Représentation géométrique des systemes dynamiques symboliques
[17], [10], [15], [19], [11].

e Méthode de Dekking pour la construction d’objets fractals [10].

e Fractions continues de dimension deux.

e Pavages quasi-périodiques du plan [10], [11].

e Partitions de Markov pour les automorphismes hyperboliques du tore T? [1],
[15].

La frontiere du fractal de Rauzy a été au début étudiée par S. Ito et M. Kimura
[10]. IIs ont montré que c’est une courbe de Jordan engendrée par la méthode
de Dekking (voir [5]) pour la construction d’objets fractals. Ensuite, en liant la
frontiere de £ aux nombres complexes qui ont plusieurs développements en base «
avec des chiffres dans {0,1} sans trois “1” consécutifs, il a été construit dans [16]
un automate fini qui génére cette frontiere.

Dans ce papier nous donnons une paramétrisation de la frontiere du fractal de
Rauzy. Cela permet de calculer sa dimension de Hausdorff et de montrer que c’est
un quasi-cercle. FEnsuite nous donnons une méthode de construction des points
strictement extrémaux du fractal de Rauzy. Les développements de ces points
en base « sont liés au codage d’une rotation d’angle irrationnel donné en fonc-
tion de 'argument de « sur le tore S! sous la partition ([0,1/2[,[1/2,1]) ou bien
(]0,1/2],]11/2,1]). Cette construction permet de trouver l’enveloppe convexe du
fractal de Rauzy et se généralise aux k-fractals du dragon, k > 1, c’est-a-dire aux
ensembles Dy = {> 07 an/(—k +4)" | a, € {0,1,...,k?}} (pour I'étude de ces
ensembles, voir [6], [7], [8]).

Dans le cas ou k = 1, c’est-a-dire le fractal du dragon, on montre que I’enveloppe
convexe est un octogone, on retrouve ainsi d’une autre fagon un résultat de Benedek
et Panzone (voir [3]). Ce qui est nouveau avec notre méthode est qu’elle permet
de trouver tous les points strictement extrémaux du fractal du dragon et qu’elle se
généralise aux ensembles de la forme {3752, a;v" | (a;) € AN} olt A est un ensemble
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fini de réels positifs contenant 0, et v un nombre complexe de module < 1.

REMARQUE. Les résultats que 'on obtiendra sont indépendants du fait que la
partie imaginaire de « soit positive ou négative. Les figures du fractal de Rauzy
données dans cet article sont faites pour « ayant une partie imaginaire négative,
c’est-a-dire a ~ —0.419 — 0.606:.

2. Notations et définitions. Notons N I’ensemble des suites (a,),cz appar-
tenant a {0, 1}Z dans lesquelles ne figurent pas trois “1” consécutifs, et telles qu’il
existe un entier k € Z, tel que pour tout entier n < k, a,, = 0.

Nous parlerons indifféremment d’une suite (a,),cz appartenant & N telle que
a, = 0 pour tout n < k et de la suite (ay)n>k. Soit (an)n>k un élément de N.
Supposons qu'il existe p € Z tel que pour tout n > p, a,, = 0. Cette suite sera notée
(@n)k<n<p = Q- .. ap et Pensemble de telles suites, Nf.

Soit z € Cet A C C. Nous posons A+z = {z+z |z € A} et zA = {zx | x € A}.
Nous notons int(A) lintérieur de A, Fr(A) la frontiere de A, diam(A) le diametre
de A et A I’adhérence de A.

Soit = un réel. Nous notons [z] sa partie entiere, z[1] sa partie fractionnaire
x — [z]. Nous appelons (-) mod 2 Papplication de Z dans {0,1} qui & un entier n
associe n mod 2 = 0 si n est pair, et 1 sinon.

Un automnate fini est la donnée de (S, A, C) ot A est Palphabet de automate,
S I'ensemble des états, et C un sous-ensemble de S x S x A.

On ajoute souvent a 'automate un ensemble [ d’états initiaux et un ensemble
F d’états finaux. Dans cet article, on aura besoin seulement de I’ensemble I. On
dit qu’une suite (a,,) est reconnaissable par 'automate (S, A, C) s’il existe une suite
(sn) € AN telle que (si—1,8i,a;) € C pour tout i € N.

Soit (X, f) un systéme dynamique et P = {X3,..., X}, k € N, une partition
de X. Soit 'alphabet B = {ai,...,ax} et fp I'application de X dans BY qui & un
dlément = de X associe fp(z) = (vn)nen ot v; = a; si f@(z) € X;. La suite fp(z)
est appelée codage de x associé a la partition P sous 'application f.

3. Propriétés de la frontiere de &£. La frontiere de £ est 'union de six
arcs (voir [15], [16]) de la forme EN (£ +u) ot uw € {1,a,1 4+ a,—1,—,—1 — a}
(fig. 2). En plus si u € (Z + Za) — {0} alors €N (€ + u) # O si et seulement si
u € {l,a,14+ a,—1,—a,—1 — a}. Par ailleurs, il est connu [15] que tout nombre
complexe z s’écrit en base o comme

oo
z:ZEiai, oul €Zet (g;)i> €N.
=1
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Fig. 2. Pavage périodique du plan par le fractal de Rauzy

La suite (g;);>; sera appelée un a-développement de z. Un point de la frontiere
de £ a au moins deux a-développements, un a-développement provient de &£ et
lautre de € +uonu € {1,a,1 4+ o, —1, —a, —1 — a} (voir [15]). D’autre part, un
nombre complexe z ayant au moins deux a-développements distincts peut s’écrire
comme z = Zisz a;a’ + oNz ol (a;) € N est le début commun des deux a-
développements de z et N entier relatif choisi de telle maniére que z € €N (€ 4+ v)
ot v € {l,a,a?,1 + a,1 + a?,a + a?}. Dol z € Fr(€). Par conséquent, le
probleme de la frontiere de £ est équivalent au probleme des nombres complexes
ayant plusieurs a-développements.

Ces nombres complexes sont caractérisés par un automate noté B (fig. 3) et
nous avons le théoréme suivant ([16], p. 145).

THEOREME 1. Soient (a;)i>—r, et (b;)i>_r deuz éléments distincts de N'. Alors
o0 oo
> o= 3 b
i=—L i=—L
si et seulement si la suite ((a;,b;))i>—1 est reconnaissable par Uautomate B.
L’idée de le construction de automate B (donnée dans [16]) est la suivante :

Soient z =Y ;¢ ; a;a’ ety = > 2 b;a’. Nous avons ([16], théoréme 1) z = y
si et seulement si pour tout k > —L,

(k) —y(k) € S ={0,41, +a, (1 + a), £(1 + a?), £(a + a?), o},

ot z(k) = a k2% giai et yk) = a P2 biad.



Frontiére du fractal de Rauzy 199

Fig. 3. Automate BB

Posons pour tout k > —L, A, = z(k) — y(k). Donc

A
(1) Apt1 = Zk + (ar41 — bk+1)0¢2~

Soit s le plus petit entier tel que as # bs. D’ou A; = 0 pour tout i dans
{-L,...,s—1}. Supposons que (as,bs) = (1,0). Alors As = a?. Nous avons

o+ 042 bl (as+1,bs+1) = (170)5

Agi1 = a+ (age1 — bsy1)a? =
1 (@541 +1) {a si (ast1,bs+1) = (0,0) ou (1,1).

Nous construisons 'automate I dont les états sont les éléments de S. Soient V'
et W deux éléments de S. Nous mettons une fleche étiquetée par (z,y) € {0,1}>
et allant de V' & W si et seulement si W = V/a + (z — y)a?. Nous prenons 0 pour
état initial de automate B. C’est I’état ou les deux a-développements ne sont pas
encore distincts.
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L’état initial est donc lié & 1’état o par une fleche d’étiquette (1,0). L’état a2
est lié & I’état o + a2 par une fleche d’étiquette (1,0) et & 1’état a par deux fleches,
une d’étiquette (0, 0) et Pautre d’étiquette (1,1). Comme I’ensemble des états .S est
fini, nous obtenons un automate fini.

De méme il existe un automate fini C (fig. 4) qui reconnait les nombres com-
plexes qui ont trois a-développements (voir [16]). Une description detaillée des
automates B et C se trouve dans [15] et [16].

REMARQUE. Il est facile de déterminer les points de la frontiere de £ a partir
de 'automate des nombres complexes doubles, car un point de la frontiere a au
moins deux a-développements : (an)n>3 et (bn)n>0, tels que by + bia + baa? €
{La,a?, 1+ a,1 + a2, a+ a?}.

4. Paramétrisation de la frontiére de £. Nous notons les six courbes (fig.
5) constituant la frontiere de &€ par X = EN(E+a), Y = EN(E + 1+ a),
Z=EN(E+1), X' =¢En(E—-a),Y=EnE-1-a)etZ =EN(E-1).

o rotta’e

F1(X) Y
fa(X)

Fig. 5
Dans cette section, nous allons construire une bijection continue entre [0, 1] et

X = &N (€ + a), ce qui nous permet de calculer la dimension de Hausdorff de la
frontiere de &, et de montrer que celle-ci est un quasi-cercle.
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Tout d’abord, nous allons montrer que chacune de ses six courbes est 'image
d’une autre par une transformation affine ; pour cela, nous avons besoin du lemme
suivant.

LEMME 1. Les relations suivantes sont vérifiées :
XNY ={-a?}.
YNZ={a?/(1-a3)]}.
ZNX' ={-a*-a}.
X'nY' ={a®/(1-a?)}.
Y'NZ ={-a?}.
6. Z/NX ={a*/(1-a?]}.
Preuve. Soit z un élément de X NY = &N (E+a)N (£ + 1+ a). D’apres
lautomate C,

o Za3i+a3i+1 _ 1+a+2a3i+1 4 a3it2 = a+Za3i+a3i+2 — _o2
i>1 i>1 i>1

Ol =

De méme, 'ensemble Y NZ =EN(E+1)N (€ + 1+ a) est réduit & un singleton

{z} ol
3
_E: 3i _ Z i+l _ Z 3i42 _ &
xr = o —1+ « —1+OZ+ o —m

i>1 i>1 i>1

Les autres relations découlent du fait que ZNX' = XNY —a, X' NY’ =
YNZ—-1-a,YNZ =XNY—-1-aetZNX=XNY—-1.n

LEMME 2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Y=1+a+aX.
2. Z=a%+a?X.

3. X'=—-a+X.

4. Y =aX.

5. 7' =a+a?+a2X.

Preuve. 1. Soit z un élément de Y. En vertu de 'automate B, nous avons
trois cas :

e z=1+a+a+adw =a®+ab + atw) ott wi,w] € €. Dans ce cas
(z—1—-a)/a=a*+*w; = a+a® +a’w].
ez=1+a+a+a®+atws =a3+at + ab + atwh ot wa, wh € €, done
(z—1—a)/a=0a®+a*+Pwy = a+a® + o’ + ).
e:=1+a+a’+a” +ad’ws=0a’+a*+ab + adwj ot ws, wh € &, dont
(z—1—a)/a=a*+a® +a*ws = a+a® + o’ + o’ wh.

Par conséquent (z — 1 — a)/a € X.



Frontiére du fractal de Rauzy 203

Réciproquement, si z appartient a X, alors
aztl+ac(aE+1+a)n(a€+a®) CY.
2. Soit z élément de Z, donc z = 1+ a* + o?w = o + o?w’ ot w,w’ € £, d’on
(z—a¥)/a®=a+w=uw €X.

Par ailleurs, o + a?X = (a3 + a2€) N (202 + a2&). Comme 203 = a* + 1, nous
avons o + a?X = (a® + a26) N (1 + a* + a?£) C Z. 11 en résulte que

Z=a®+a’X.
Les autres relations découlent des relations
Y=Y—-1-0a 2Z2=72-1, X'=X-o.

D’ou le lemme. =

o’/ (1-a’)

N

a®/(1-o?)

Fig. 6

Maintenant, nous allons étudier ’ensemble X. On remarque que X est auto-
affine et partagé en trois régions similaires (voir fig. 6). Nous allons montrer que
chacune de ses régions correspond a 'image de X par 'une des trois fonctions g;,
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i € {0,1,2}, définies par :
V2eC, go(z)=a*+0a%2, gi(2) =a+a®+a° +a'z, ga(2) = +a* + Pz

Pour cela, nous nous serverons du lemme suivant.
LEMME 3. X wvérifie les propriétés suivantes :

1. X = g()(X) Ugl(X) U gg(X).

2. go(X)Ng1(X) = —a® —a®.

3. 1(X)Nga(X) =a®+at/(1 —a?).

Preuve. 1. Puisque X = £N (£ + «), nous avons
go(X) = (@* +a38) N (2a* + a3E) = (a* +a3E) N (a + o’ + a3E),
g (X) = (a+a®+a° + &) N (a* +a +a*E),
@(X) = (@ +a* +a28) N (a+ o + a® + a38).
Donc, pour tout ¢ élément de {0, 1,2}, g;(X) est inclus dans X.

Soit z un élément de X. En vertu de 'automate B, nous avons trois cas :
o z=a+a’+ adwy = a* + aw) ot wy,w)) € E. Dans ce cas,

96 (2)=atw =wh€X, don z¢€gy(X).

o z=a+a®+a’ +atw =at+a® + atw] ot wy,w) € . Donc
gi'(z)=w =a+w € X, dou zeg(X).

o z=a+a®+a’+adwy =a + ot + adwh ol wy, wh € &, alors
gl =atwy=whe X, dou z¢€ g(X).

Par conséquent X = go(X) U g1(X) U g2(X).
2. Supposons que x appartient & go(X) N g1 (X). Il existe z et 2’ deux éléments
de X tels que
r=act+adz=a+a®+a®+at?,
d’onl z =1+ a + az’, ce qui implique que

zeENE+a)N(E+1+w),

d’otl z = —a?, par conséquent x = —a — 2.

3. Soit z un élément de g1(X) N ga(X), donc z = a® + a* + a2 = a+a® +
a® + a2’ 1l sensuit que z et 2/ € X d'olt z = a+ a2’ € EN(a€ + ). Par ailleurs,
Pautomate B implique que ensemble £ N (a€ + «) est inclus dans o€ N (€ + a).
Par conséquent

z’:§—1€50(5+a)m(5—1)={a—4}7

1—a3

ce qui entraine que x = o2 + at/(1 — o?).
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4. Soient z et 2’ deux éléments de X tels que o + oz = o® + a* + a32'. Alors
z=142,dounzeN(E+a)N(E+1)=0. 1l en découle que go(X)Nga(X) = 0.
Ceci acheve la preuve. m

Paramétrisation de X. Solent a et b appartenant a Fr(£). Notons par I(a,b)
Parc de Fr(&) d’origine a et d’extrémité b dans le sens trigonométrique. En vertu
du lemme 3, nous avons

go(X) = I<1f—4a37 —a® - 042) = I(Qo (%),90(—042))7
g1(X) = I(—a3 —a%a’ + < f‘;) = 1<gl(—a2),g1(1f‘—4ag)>,
g2(X) = I(a3 + 3 f‘; : —a2) = 1<gz<%),g2(—a2)>.

Pour paramétriser X, nous déterminerons trois fonctions complexes f;, ¢ € {0,1, 2},
telles que f;(X) soit égal A I(f;(a*/(1 — a?)), fi(—a?)). Pour cela, nous nous server-
ons de la symétrie de X.

LEMME 4. L’ensemble X a un centre de symétrie Cy = %(oz + %)

Preuve. Posons C = a®/(1 —a?). Puisque C =Y " af,siz =) csa;0' €

& alors

C—z:Z(l—ai)aiE&

=3

11 en résulte que C'/2 est un centre de symétrie de £. Par ailleurs,

ab ab
2CO—X:(a+ 3—5>ﬂ( —5)2(5+a)ﬂ5:X.

11—« 1—a3
D’ou le lemme. =

Notons par S la symétrie centrale de centre Cp, S(z) = 2Cy — z pour tout
z € X, et considérons les trois fonctions complexes fo, f1 et fo définies par

fo(z) = go(2) = o + oz,
f1(2) = 1(S2) = a* +a® + a?/(1 — ®) — a’z,
f2(2) = g2(2) = & + a* + a3z

Soit z un élément de X. Puisque X = fo(X) U f1(X) U f2(X), il existe z
appartenant & X et ag un élément de {0,1,2} tel que z = f4,(21). De proche en
proche, nous construisons une suite (a,)nen dans {0,1,23 et une suite (2,)nen
dans X, tels que pour tout entier naturel n,

z = f(lo o f(ll o...0 ,f(ln (Zn-l—l)-



206 A. Messaoudi

Comme les fonctions f; sont contractantes, fo, © fa, ©...0 fa, (#n+1) tend vers
z quand n tend vers l'infini, et que pour tout € X, f,, 0 fq, ... 0 fu, (x) tend
vers z quand n tend vers l'infini.

Fixons x¢ € X, et définissons une correspondance f de I’ensemble [0, 1] dans X
de la maniére suivante : Soit ¢ un élément de [0,1].  Si Yoo, ;37
(a;) € {0,1,2}N est un développement de t en base 3, alors

ft)= nllnéofm 0 fay © ... 0 fa,(T0)-

Dans tout ce qui suit, nous supposons que si ¢ et t' appartiennent a [0, 1], alors
t = Zfil a;3 et t' = Z;ﬁl b;37", ol a; et b; sont des éléments de {0,1,2} tels
que a; = b; pour i < k et ap < by, k € N.

PROPOSITION 1. La correspondance f est une application bijective, continue et
vérifie f(0) = a*/(1 —a3) et f(1) = —a?.

Pour la preuve, nous avons besoin des lemmes suivants.

LEMME 5. Soient t et t' deuz éléments de [0,1]. Alors

(1) Si |t —t| <3N ou N >k, alors by = ap + 1, b; =0 et a; = 2 pour tout i
vérifiant k+1 < i < N.
(2) Sit=1t alorsby =ar+1,b;, =0 et a; =2 pouri > k+ 1.

Preuve. (2) est une conséquence immédiate de (1).
(1) provient du fait que

37N > Z(bl — ai)3’i = (b — ak)?)ik + Z (b; — ai)?)ii
i=1 i=k+1

=(bk—ar—1)37F+ > (24b —a;)37"
i=k+1

Ceci acheve la preuve. m

LEMME 6. Soient h et k deux éléments de {0,1,2} tels que h < k et soient x et
y deuz éléments de X. Alors fy(x) = fi(x) si et seulement si k =h+ 1, 2 = —a?
ety=at/(1-a?).

Preuve. L’implication réciproque est évidente. Prouvons I'implication di-
recte.

L’ensemble fo(X) N fo(X) étant vide, les entiers h et k sont nécessairement
consécutifs. Nous avons donc deux cas a étudier :

eSih=0,k=1,alors fo(x) = f1(y) & go(x) = g1(Sy) ; d’ott d’apres le lemme
3, nous avons go(r) = g1(Sy) = —a® —a?, ou encore z = S(y) = —a?. 1l en résulte
que

r=-a® et y=a'/(1-a%).
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e Sih=1k=2alors fi(z) = () © 01(52) = ga(y), done Sz = y =
at/(1—a?), dou
r=-a? y=a'/(1-a%). =
LEMME 7. f(t) = a*/(1—a3) si et seulement sit = 0 et f(t) = 1 si et

seulement sit = —a?2.

Preuve. Puisque a?/(1 —a3) € f1(X) U fa(X) et

o0

J(t) = far o £ ai3™),

=2

nous avons
ft)=a*/(1-a®) < a; =0.

Or a?/(1 —a?) est le seul point fixe de fo; cela entraine que f(3> ., a;37%) =
a*/(1 — a?). En itérant le procédé, nous montrons que pour tout entier naturel n
non nul, a,, = 0, d’oi1 t = 0. En utilisant le méme raisonnement et le fait que —a?
est le seul point fixe de fo, nous prouvons que f(t) = 1 si et seulement si t = —a?.

|
Preuve de la proposition 1

[ est bien définie. Soient t et t’ dans [0,1]. Sit =, alors d’aprés le lemme 5,
b, =ar +1,b; =0 et a; = 2 pour tout ¢ > k + 1. Donc

F) = fay - Fan far (lim f57 (o)),

n—oo

F#) = fas - foros Farr ( lim f5" (a0)).

Or , )
. (n) IRT n) o B «
nh—>nolo f() (iC()) B nh—>Holo f() <1 _ 063) - 1— 0437
car fo(a*/(1—a?)) =a*/(1 —a?), de méme
lim fén)(xo) — lim f2(n)(_a2) _ _a2,

car fo(—a?) = —a?. 1l résulte du lemme 6 que f(t) = f(t').

f est injective. Nous avons
o0
)= far - far_y 0 f(zai+k—13_z>,
i=1

JA)=fo, o foo_r 0 f(ibi-i—k—lg_i)-
i—1
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Comme les fonctions f; sont bijectives (rappelons que a; = b; pour 1 < ¢ <

k— 1)7
f)y=f(t) & f(zawrkﬂ?fi) = f(zbwkq?fi).
i=1 i=1

D’ou
fay, © f(3t1 — ar) = fo, o f(3t] — br),

oty =302 aiyk—13"" et t) = Y o0, birk—137"% 1l découle du lemme 6 que by, =
ap +1, f(3t1 —a) = —a? et f(3t) — br) = a*/(1 — a?). Par conséquent, le lemme
7 implique que

3t1 —ar, =1 et 3t/1—bk=0.

Or b, = ag41, dott t; =t} ou encore t = t'.
f étant surjective par construction, donc f est bijective.

f est continue. Supposons que 0 < [t —t'| <37V, N € NN > k. Le lemme 5
entraine que

1f @) = FE) = far - faroy © f(t1) = far - faroy 0 F(ED)];

ol

Ft) = fao fa F(z1) et f(t)) = faprro fo' F (2D,
ou z1, 2} € X. Par conséquent,

1£() = FE) < | far 0 £3 " (21) = farrr o fo "] - o7,
Puisque fa, o fo¥ F(=a?) = fo, 110 f¥V*(a*/(1 — a?)), nous avons
0= 1O < (10 £7740) = fo o ¥ (0)
4

f(lk"l‘l 0 fQN_k(Zi) - f(lk"l‘l © fév_k<1 faB) ‘) |a|3(k71)
< (|a|3(N7k)+3 + |a|3(N7k)+4)|a|3(k71) d1am(X)
< diam(X) - (1 + |a])|a*N. =

COROLLAIRE 1. La frontiére de £ est une courbe de Jordan.

_|_

PROPOSITION 2. L’application f est 6 =—3log(|a|)/log3 Hoélder continue.

Preuve. Montrons qu’il existe un réel C' > 0 tel que
Vit € [0,1], |f(t) = f() < Clt ']’

Soient t et ¢’ € [0, 1]. Supposons que 37 V"1 < |t —#| <37 N ot N e N.

e Si N >k, alors |f(t) — f(#)| < diam(X) - (1 + |a)|a?N.
e Si N < k, alors

F(t) = FE) = 1far -+ fars (1) = far - faros (21)] < diam(X) - oD

< diam(X) - |a|?V.
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Dot |f(t) — f(t')| < diam(X) - (1 + |a|)e3NeeleD), Comme

log [t — ¢’
_log| S

N
log 3

3

nous avons
[f(t) = fX) < Clt—1)°,
ou C =diam(X)- (1+|«|). =

Calcul de la dimension de Hausdorff. Comme Fr(£) est I'union de six régions
qui sont chacune "image de X par une transformation affine (voir lemme 2), nous
avons dimpg(X) = dimg(Fr(£)). L’ensemble X = U?:o fi(X) entre dans le cadre
des compacts invariants par des similitudes (il est stable par les f;). La dimension
de Hausdorff de cette classe de compact est majorée par sa dimension fractale et
dans des cas, elle lui est égale.

THEOREME 2 (voir [2], [9]). Soit A un sous-ensemble de C tel que A =
Ui hi(A) est le compact invariant par des similitudes h; de coefficients de simil-
itudes r; (i.e. Yo,y € C, |hi(x) — hi(y)| = rilx —y|). Alors dimg(A) < s ot s est
lunique réel vérifiant E?:o r§ = 1. Si de plus il existe un ouvert O de C tel que
Vi, hi(O) C O et h;i(O) N hj(O) = 0,Vi # j, alors dimy(A) = s.

Soit (a;)o<i<m € Nt. Notons

m o
Coap.ay = {z = Z a;a’ + Z dia ot ag ... amdmirdmis ... € J\/}
=0

i=m+1

PROPOSITION 3. Soit U = int(Coooo100000) €t O = U;il i, ©...0giy 0 i (U)
0l i1,...,1, = 0,1,2. Alors

(1) :(0) O, i=0,1,2.

(2) g:(0) N g;(O) =0 sii #j.

LEMME 8. Soit ag ... am € N¢, m > 3. Si int(Cay...a,,) = gi, ©---©gi, (U), alors
ag . . . am ne contient pas cing “0” consécutifs sauf peut étre a la fin.

Preuve. Un simple calcul montre que

90(Co00as...am) = Co00010as...am 90(Co10as...am ) = C010001as...am
91(Co00as...anm ) = C0101010as...am>  91(Co10as...am ) = C0000101as...amm »
92(Co00as...am) = Co00110as...am 92(Co10as...am) = Co10101as...a, -

Montrons le lemme 8 par recurrence sur p.

Sip =1, c’est évident.
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Supposons la propriété du lemme 8 est vraie a I'ordre p — 1. On a g;, o...0
9 (U) = g3, (int(Cay...a,))-

e Sii, = 0, alors g;, o...o0 g; (U) satisfait la propriété du lemme 8 sauf si
do . ..d; =0000000dy;...d; ou dgy...d; = 010110dg. . . d;.

e Sii, =1ou2, alors g;, o...0g; (U) satisfait la propriété du lemme 8 sauf si
do . ..d; =0000000d7...d; oudy...d, =010110110dy. . . d;.

Il est facile de voir que dans ces cas int(Cy,...4,) ne peut pas étre sous la forme
Gi, 1 © ...0g,(U). m

LEMME 9. Soient ag...am et by...by € Nt ou k,m > 3, et agaiaz, bob1bs
€ {000,010}. Sl existe i1, ...,1p € {0,1,2} tels que

Gi, © ... 0Gi (int(cbombk)) = int(caomam)’

alors (i1, ...,ip) est uniquement déterminé.

Preuve. D’apres la définition des g; (lemme 8), on a :
1. Si bgb1bo = 000, alors

esia,_r=0eta,_r_1=0alorsi; =0,
esia, r=0eta,_r1=1alorsi; =1,
®sia,,—r = 1 alors i; = 2.

2. Si byb1b = 010, alors
e siay,_ =0alorsi; =0,
esiam_k=1et (am_k—1,am-k—2)=(0,0) alors i; = 1,
esiapm_=1e€t (Aam—t-1,am—k—2) 7 (0,0) alors i; = 2.
D’ou i1 est uniquement déterminé. Nous appliquons le méme procédé a

Giy (int(Chy. 5, )) €t int(Cyy...q,,) POUr obtenir que iz est uniquement déterminé.
En continuant le méme procédé, nous obtenons le lemme. m

Preuve de la proposition 3. (1) est évident.
(2) Supposons que g;, o ...0 g;;(U) = int(Coy...a,,) €t gj, ©...0g;(U) =
int(Cy,...q,) ot m > k. Supposons que

gi,o...09,(U)Ngj, o...0g;(U)#0.

Comme ’ensemble des nombres complexes qui ont au moins deux a-développements
est de mesure nulle [16], nous avons a; = d; pour 0 < i < k. Puisque a;, = ax_1 =

.= ap_4 = 0 et en vertu du lemme 8, nous avons k = m. Le lemme 9 implique
que (ip,...,%1) = (js,--.,71). Ceci termine la preuve. m

Nous déduisons de la proposition 3 et du théoreme 2 que dimy(X) = s ou s
vérifie
2laf + ol = 1.
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Nous en concluons que dimg (X) = log o/log || = 1.09336. .. ol ¢ est la racine
réelle maximale du polynéme X* +2X?3 — 1 = 0. Nous retrouvons un résultat de
S. Ito et M. Kimura [10].

REMARQUE. Soit v un nombre de Pisot réel ou complexe (entier algébrique
de module > 1 dont tous les conjugués au sens de Galois, a 1’exception de 7, sont
de module < 1). Soit A un sous-ensemble fini d’entiers algébriques de Q(v). Soit
Z={3",a7""| (a;) € AN}. Tlest connu ([20], [15]) qu’il existe un automate fini
L qui reconnait toutes les suites (a;, bi)ien, (ai), (b)) € AN telles que 350 a;y 7t =
Zfio b;y~". Il est intéressant de voir si on peut utiliser le méme raisonnement que
ci-dessus pour paramétriser la frontiere de = et calculer sa dimension de Hausdorff.

4.1. La frontiére de £ est un quasi-cercle. Nous commengons par donner
quelques définitions (voir [14]).

Dans le plan complexe, on considere le quadrilatere Q = @Q(z1, 22, 23, 24) de
sommets z;. Soit f une fonction conforme de @ dans un rectangle R. Si f(z;),i €
{1,2,3,4}, coincident avec les sommets de R, alors on dit que f est canonique et
R est appelé rectangle canonique de Q.

Il est connu [14] que tout quadrilatere possede une fonction conforme canonique,
unique modulo des similitudes.

On suppose que R = {x+iy | 0 < z < a, 0 < y < b} est rectangle canonique
de Q(z1, 22, 23, z4) tel que le cdté [z1, z2] correspond au segment [0, al.

On appelle

a/b= M(Q(21, 22, 23, 24))

le module du quadrilatere Q(z1, 22, 23, 24)-

On montre que le module d’un quadrilatere est indépendant du choix du rect-
angle canonique associé.

Soit A un domaine. ‘On considére K I'ensemble de tous les quadrilateres @ =
Q(21, 22, 23, 24) tels que Q C A et f un homéomorphisme qui préserve le sens. On
pose

e — s MU@)( (1), £22), £ (3), £ (20))

= sup
d K M(Q(z1, 22, 23, 24))
DEFINITION 1. Un homéomorphisme préservant [orientation est dit

quasi-conforme si My est fini. En particulier si My = 1 alors f est conforme.

DEFINITION 2. Un courbe de Jordan J est un quasi-cercle si elle est I'image
d’un cercle par un homéomorphisme quasi-conforme. Le domaine entouré par un
quasi-cercle est appelé quasi-disque.
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DEFINITION 3. Soient z et y deux éléments de 7, soit I(z,y) Uarc de J orienté
positivement et diam(I(z,y)) le diametre de cet arc. On dit que J vérifie les
conditions d’Ahlfors s'il existe un réel positif k tel que

Ve,y € J, min(diam(I(z,y)),diam(I(y,z))) < k|lz —y|.

THEOREME 3 ([14]). Si J wvérifie les conditions d’Ahlfors, alors J est un
quasi-cercle.

Nous allons donc montrer que Fr(&) vérifie les conditions d’Ahlfors ; pour cela,
nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 10. I existe un réel strictement positif k tel que si 0 < tg <t <ts <1,

alors | f(t1) — f(to)] < k|f(t2) — f(to)l-

Preuve. Il est facile de vérifier que
foo f2(z) = foo fo(2) +a®  fio fo(z) = foo fi(z) + P
D’ou
f12/9,1/3] = foo f2(X) = foo fo(X) +a® = f[0,1/9] + a®,
et
FIL/3,1/3+1/9) = fio fo(X) = foo f1(X) +a® = f[1/9,2/9] + .

Par conséquent,
f[2/9,1/3 4+ 1/9] = £[0,2/9] + a°.

De méme, en utilisant la symétrie de X, nous obtenons
fl1—2/9,1] = f[1 —4/9,1 —2/9] + a°.

Posons [0,1] = A1 U A2 U A3 U Ay U A5 ot A; = [0,1/3], A2 = [2/9,1/3 + 1/9],
As =1[1/3,2/3], Ay =[1—4/9,1—2/9] et A5 =[2/3,1]. Donc X = Ule F(AD).

Soient tg, t1 et to trois éléments de [0,1] tels que 0 <ty < t; < t5 < 1. Nous
avons donc deux cas a étudier :

(1) 1 existe ¢ appartenant & {1,2,3,4,5} tel que f(to) et f(¢2) appartiennent &
f(As).

(2) Il n’existe pas i tel que f(to) et f(t2) appartiennent a f(A;).

Supposons que P'on est dans le cas (2). Soit p le minimum des distances entre
deux points de X vérifiant (2); d’apres la construction des A;, p est strictement
positif. Puisque p < |f(t2) — f(to)|, nous avons

diam(X)

|f(t1) = f(to)] < 5

| f(t2) — f(to)l-

11 suffit donc de prendre k& = diam(X)/p.
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Si on est dans le cas (1), on peut toujours se ramener au cas ou ty et o ap-
partiennent & A; ot i est un élément de {1,3,5}, car f(Az) = £[0,2/9] + ab et
F(As) = f[1—2/9,1] — a®.

Posons i = 2s+ 1, s € {0,1,2} et définissons 'application h de [0, 1] dans lui
méme par

h(t) =3t—s site A28+1.

Donc

fso f(h(to)) = f(to),  foo f(h(t2)) = f(t2).

De méme, nous avons fs o f(h(t1)) = f(t1), car t1 € Azst1. Pour avoir le lemme, il
suffit d’avoir

|f(h(t1)) — f(h(to))| < kI f(R(t2)) — f(h(to))]-

Par ailleurs,

@73 - f(to) = f(t2)] < f(A(to)) — f(A(t2)] < la™] - |f(to) — f(t2)l-

Comme « est de module inférieur strictement & 1, en appliquant h un nombre fini
de fois, on obtient un couple (h™(tp), h™(t2)) appartenant & X et vérifiant

[f (R (t0)) — f(R"(t2))] = p-

On prend k = diam(X)/p et on obtient

|f(R"(t1)) = F(R"(t0))] < K[f(R"(to)) — f(R"(t2))]-

Comme t; appartient & A;, nous avons |f(t1) — f(to)| < k|f(t2) — f(to)]- =
Un corollaire immédiat du lemme 10 est le suivant.

COROLLAIRE 2. Il existe un réel strictement positif k tel que pour tout réel
t,t' to et ty vérifiant 0 <to <t <t/ <ty <1, onalf(t)— f{t")] <k|f(t2)— f(to0)]-

THEOREME 4. Il existe un réel positif k tel que pour tout x et y appartenant d
Fr(&), on a min(diam(I(x, y)), diam(I(y, z))) < k|z — y|.

Preuve. Comme f3(X) — « est inclus dans £ N (€ — «), la frontiere de & est
I'union de six arcs By = X UY, Bi =Y UZ, B = ZU(f2(X)—a), B3 = X' UY",
B,=Y'U ZI, Bs=27"U fo(X)

D’apres la figure 5, on remarque que ces arcs sont similaires & X et on montre
en utilisant le lemme 2 qu’il existe des applications affines H; de C dans C, 4
élément de {0,1,2,3,4,5}, telles que 'image de B; par H; soit incluse dans X. Ces
applications sont définies par

Ho(z) = a* + a2, Hi(z)=a+a®+a?z, Ha(z) =az,

et
Hz =Hoos, Hi=Hios, Hs=Hzos,

ou s est la symétrie centrale définie sur £.
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En effet, nous avons

Ho(XUY) =Ho(X U1+ a+aX))
=(@*+a*X)U(a+a® +a’ +a*X)
= fo(X)U f1(X) C X,

Hi(YUZ)=Hi(1+a+aX)U(a® +a?X))
=@+t +aPX)U(a+a® +a° +atX)
— H(X)UA(X) C X,

Ho(Z U (fo(X) — @) = Ha((0® + ?X) U (1 + a? + o* + a*X))

=@ +aEX)U(a+a®+a’° +a'X)
— Jo(X) U fi(X) C X.

Nous avons
Hg(X/ U Y/) = HO(S(X/ U Y/)) = Ho(X @] Y)

De méme Hy(Y' U Z') =H1(Y U Z) et H5(Z' U fo(X)) = Ha(f2(X) — ).
Soient x et y deux éléments de Fr(£). Alors nous avons deux cas :

(1) x et y appartiennent au méme arc B;. Dans ce cas, H;(x) et H;(y) appar-
tiennent a X et il résulte du corollaire 2 que

min(diam(I(Hi(z), Hi(y))), diam(I(Hi(y), Hi(x)))) < k[Hi(z) = Hi(y)l,

d’ou le résultat.

(2) z et y n’appartiennent pas au méme arc B;. Donc, d’apres la construction
des B;, x et y n’appartiennent pas & deux arcs successifs de Fr(€) (i.e. (z,y) &
(XxY)U(Y XxZ2)U(Zx XNU(X'xY)U(Y'x Z")U(Z' x X)). Dot il existe un réel
strictement positif d tel que |x —y| > d. Il suffit donc de prendre k = diam(Fr(€))/d
pour avoir le théoreme. m

Il est connu [14] que la classe des domaines qui sont des quasi-disques coincide
avec celle des domaines uniformes. Il s’en suit que int(€) est un domaine uniforme,
c’est-a-dire, il existe deux réels positifs a et b tels que tout z; et zo appartenant a
int(€) peuvent étre joints par un arc n dans int(€) qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

e La longueur euclidienne I(n) de 7 satisfait 'inégalité I(n) < a|z1 — 22|

o Vz € n,min(l(n),l(n2)) < b-d(z,Fr(€)) ot n1 et nz sont les deux arcs de n\z.

REMARQUE. Il a été prouvé dans [3] que la frontiere du fractal du dragon est
un quasi-cercle. Ceci motive la question suivante : Parmi les courbes générées par
la méthode de Dekking, quelles sont celles qui sont quasi-cercles?



Frontiére du fractal de Rauzy 215

5. Les points strictement extrémaux du fractal de Rauzy. Dans cette
section nous construisons les points strictement extrémaux du fractal de Rauzy, ce
qui permet de trouver ’enveloppe convexe du fractal de Rauzy et se généralise aux
n-fractals du dragon, n > 1.

Dans le plan complexe, nous considérons une droite A, passant par 'origine,
de vecteur directeur @ et de direction un réel a € [0,27[. Soit p, la projection
orthogonale de &€ sur A, : Vz € &, pu(z) = co(2)U, ol ¢o(z) € R. Comme &
est compact, le maximum des ¢,(2), z € &, est atteint en au moins un point x
appartenant a &.

DEFINITION 4. Sous les mémes hypotheses, un point = € £ est dit strictement
extrémal pour la direction a si ¢q(x) = max{c,(2);2z € £}.

REMARQUE. Un point strictement extrémal de £ appartient a Fr(£).

Construction d’un point strictement extrémal. Soit o = |ale’® ot ¢ est un
argument de « appartenant a Uensemble [0, 27| (¢/7m ~ 0.69). Soit a € [0, 27 et
z €& tel que z = Zzo:?, ena. Alors

(1) Pa(2) = Re(ze )il = (i enla|™ cos(ng — a))ﬁ.
n=3

Soit (an)n>3 une suite dont les termes sont dans {0, 1} et vérifient

an =1 si cos(ng —a) >0,
an =0 si cos(ng —a) <0,
ay, arbitraire dans {0,1} si cos(ng —a) = 0.

PROPOSITION 4. Soit (an)n>3 une des suites définies ci-dessus. Alors (an)n>3 €
N, et Zzo:?) anpa™ est un point strictement extrémal pour la direction a.

Preuve. Montrons que (a,),>3 € N. Supposons qu'il existe n > 3 tel que
ap, = apt1 = 1; d’olt cos(ng —a) et cos((n+ 1)¢ — a) sont positifs. Par conséquent
il existe deux entiers relatifs k et &’ tels que

—g+2kw§n¢—a§g+2kw ot —g+2k'w§(n+1)¢—a§g+2k'w,

ou encore
1 1
2k§n?—3+—§2k+1 et 2k’g(n+1)?—3+—§2k’+1.
™ w2 ™ w2
Nousavonsk’zkcar(n—!—l)%—%—!—%>n%—%—|—%,d’oﬁ
1 1
2k —2k—1< (n+1)?—g+— - n?—g = :?<1,
™ 7w 2 ™ w2

ce qui implique que k' = k.
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Par ailleurs

nf—3+1<(nf—3+1)+<2f—1><(n+1)9— +
T T w2 T T

1
2

Ale

car ¢/m ~ 0.69. Donc 2k < (n + 2)% — 241 1<2k+1, cest-adire 2k + 1 <
(n+ 2)% — % 4 2 < 2k+2. Il en résulte que cos((n+2)¢ —a) < 0, Aot antz =0,
ce qui implique que (a,),>3 € N.

Par ailleurs, soit (£,,),>3 dans . De la relation (1) et de la définition de (a,,),
nous déduisons que

Z enla|™ cos(ng —a) < Z an|a|™ cos(ng — a).

n=3 n=3

’ o0 . . ’ . .
Par conséquent ans anpa™ est un point strictement extrémal pour la direction a.
| ]

REMARQUE. La preuve montre aussi que la suite (a,)n>3 ne peut pas contenir
trois “0” consécutifs. Il suffit de remplacer partout 2k (resp. 2k’) par 2k + 1 (resp.
2k +1).

La définition de la suite (an)n>3 montre qu’a priori, nous pouvons avoir une
infinité de points strictement extrémaux pour une direction a. Cela est faux. Nous
allons prouver que pour une direction donnée, on ne peut avoir plus de deux points
strictement extrémaux.

LEMME 11. ¢/ est irrationnel.

Preuve. Supposons que ¢/7 est rationnel, il existe donc un entier naturel n
tel que @™ soit réel. D’oi1 a™ = ™. Il en résulte que le seul possible conjugué au
sens de Galois de o, différent de o™ est §" ou (3 est le conjugué réel de a. D’out
le corps Q(a™) est strictement inclus dans le corps cubique Q(«). Cela implique
que Q(a™) = Q car un corps cubique ne peut pas contenir un corps quadratique.
Par conséquent, il existe deux entiers relatifs m et r tels que ma™ —r = 0, d’ou le
polynéme Q(X) = mX™ — r est un multiple du polynéme minimal de «. Cela est
impossible, car toutes les racines de Q(X) ont le méme module. m

REMARQUE. Ce lemme est vrai pour arg(«y)/m ou 7y est un complexe algébrique
de degré 3 ayant au moins un conjugué de module différent de celui de ~.

COROLLAIRE 3. Soit a € [0,2n]. Alors lensemble {n > 3 | cos(ng — a)
= 0} est soit vide, soit réduit a un élément.

Preuve. Supposons qu'il existe deux entiers différents m et n supérieurs ou
égaux a 3 tels que cos(ng — a) = cos(m¢ — a) = 0. Par conséquent, il existe s € Z
tel que ¢/m = s/(n—m) € Q, ce qui contredit le lemme 11. m
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Maintenant, nous sommes en mesure d’expliciter les points strictement
extrémaux.

PREMIER CAS. Si{n > 3| cos(n¢g —a) = 0} = 0, alors nous avons un seul point
strictement extrémal pour la direction a. Ce point est x, = Zzo:?) apa™, ou

{ 1 sicos(ng —a) >0,
an = .
0 sinon,

ou encore

an:{1 sidkeZ,2k—1<nl—2_1<ok

. T T 2
0 sinon.

Comme pour tout entier n > 3 et k € Z, n% -2 —% {2k—1, 2k} car cos(np—a) #
0, nous avons

DEUXIEME CAS. Il existe un unique entier m > 3 tel que cos(m¢ — a) = 0,
ou encore a = m¢ + (1/2 — p)m, p € Z. Dans ce cas, nous obtenons deux points
strictement extrémaux qui sont z, = Y- 5 a,a" et Yo = > o 3 bya™ ol

“ :{1 si cos(ng —a) > 0,

0 sinon
et
b —d1 s cos(ng —a) > 0,
" 0 sinon.
Pour tout n > 3, si n # m alors a,, = b, et a,,, = 1,b,, = 0. Par conséquent
oo
Ya= Y apa”
n=3, n#m
et
o0 o0
T, = Z ana” + o™ = Z a,a” + |am|€z(a—(1/2—p)7r).
n=3, n#m n=3, n#m

D'ott 24 = Yo + |07/ i p est pair, 2, = Yo — |a™]e* ¢/ si p est impair

et y, = Zzo:?,’n#m a,o" ou a, = ([n% — % — %]) mod 2, pour tout n > 3.

PROPOSITION 5. Soit x = 2213 ana™ un point strictement extrémal de £ pour
une direction a € [0,2x[. Alors la suite (a,)n>3 est le codage de xg = —5= + i +

3¢11] pour la rotation d’angle ¢/(2m) sous la partition ([0,1/2[,[1/2,1[) ou bien

s

(10,1/2],11/2,1]).
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Preuve. Supposons qu'il existe m > 3 tel que a = mo+(1/2—p)w, p € Z. Les
deux suites correspondant aux deux points strictement extrémaux sont (a,)n>3 €t

(bn)n23 ol

an=13k e, —w/2+2kr <ndp —a <7/2+ 2kr

et
bp=1<3k €Z, —7/2+2kn <ng —a < m/2 + 2k.
Nous avons m¢ —a = —m/2 + pr.
Si p est pair, alors en vertu du corollaire 3, nous avons
Vn>3, a,=1e3keZ, —w/2+42kr <n¢p—a<mn/2+2kn
ou encore

V>3, an:{l si 32 — =+ 11 € [0,1/2],
0 sinon.

D’ott la suite (an)n>3 = T3((¢n)nen) (T est Papplication de {0, 1}N dans lui méme
qui & une suite (a,) associe la suite (an11) ; et (cn) est le codage de — 5= + 1[1] pour
la rotation d’angle ¢/(27) sous la partition ([0,1/2[, [1/2,1]), ou encore (a,)n>3 est
le codage de mgp = —5% + & + % pour la rotation d’angle ¢/(27) sous la partition
(10,1/2[ [1/2,1]).

De méme la suite (b,)n>3 est le codage de —g= + i + %[1] pour la rotation
d’angle ¢/(27) sous la partition (]0,1/2],]1/2,1]).

Si p est impair, alors m¢ —a = 7/2+ (p — 1)m. Dans ce cas, nous avons

an:{l si 22— a4 1n]elo,1/2],
0 sinon

et

b, — {1 si 22— a4 1] e0,1/2],
0 sinon.

Dans le cas olt cos(ng—a) # 0 pour tout n > 3, les deux codages sont les mémes
et coincident avec la suite (ay, ), >3 qui est définie par : a,, = ([n% — % — %D mod 2
pour tout n > 3. m

REMARQUE. Les suites codages d'une rotation d’angle fixe sous la partition
([0,1/2[,[1/2,1]) ou bien (]0,1/2],]1/2,1]) ont plusieurs propriétés (voir [18]), en
particulier quand ’angle de rotation est irrationnel ; ce qui est le cas ici.

6. L’enveloppe convexe fermée de €£. Etant donné un ensemble A C C,
nous appelons enveloppe convexe fermée de A le plus petit convexe fermé contenant
A; nous le notons par O(A).
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Il y a deux fagons de construire I’enveloppe convexe fermée d’un ensemble. La
premiere est avec les barycentres, elle consiste a joindre deux points quelconques
de A par un segment.

THEOREME 5. L’ensemble O(A) est la fermeture topologique de l’ensemble

{tz+(1—-1t)y|te[0,1], z,y € A}.

La seconde méthode consiste a utiliser les droites d’appui des éléments de la
frontiere de A.

DEFINITION 5. Soient A et B deux parties de C et D une droite. On dit
que D sépare (resp. strictement) A et B si A est dans 'un et B dans lautre des
demi-espaces (resp. ouverts) déterminés par la droite D.

DEFINITION 6. Soit A une partie quelconque de C, on appelle droite d’appui
de A toute droite D contenant un point x € A et séparant {z} et A. Le point z
est appelé point d’appusi.

REMARQUE. Une droite d’appui n’existe pas toujours en un point x € A et si
elle existe, elle peut ne pas étre unique et avoir plus d’un point d’appui. Un point
d’appui appartient a Fr(A).

THEOREME 6. L’ensemble O(A) est lintersection des demi-espaces fermés con-
tenant A et déterminés par toutes les droites d’appui des €léments de A.

Pour la preuve, nous allons utiliser la proposition suivante (voir [4], p. 35).

PROPOSITION 6. Si A et B sont deuzx convexes de C avec A fermé non wvide,
B compact et AN B =0, alors il existe une droite les séparant strictement.

Preuve (du théoreme 6). Soit X(A) l'intersection des demi-espaces fermés
contenant A et déterminés par toutes les droites d’appui des éléments de A. Alors
X (A) est un convexe fermé contenant A. Soit z € X(A) — O(A). En vertu de la
proposition précédente, il existe une droite D qui sépare strictement {z} et O(A).
Cela implique l'existence d’une droite d’appui A qui sépare z et A strictement (A
est parallele & D). D’olt une contradiction avec la définition de X (A4). m

Construction de l’enveloppe convexe de €

PROPOSITION 7. L’ensemble des points strictement extrémauzx du fractal de
Rauzy est égal a l’ensemble de ses points d’appui.

Preuve. Soit z un point d’appui et D, sa droite d’appui. Considérons (A) la
droite passant par l'origine et perpendiculaire & D,. Soit a € [0,27[ la direction
de (A). Alors z est un point strictement extrémal pour la direction a, car sinon, il
existe 2’ € £,2' # z, tel que 2’ appartient au demi-plan fermé déterminé par D, et
ne contenant pas 0, ce qui est absurde, car D, sépare {z} et £. De méme si z est
un point strictement extrémal pour une direction a, alors c’est un point d’appui :
sa droite d’appui est la perpendiculaire a la droite de direction a. m
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REMARQUE. Comme les points strictement extrémaux de £ sont associés a
des suites qui sont codages d’une rotation d’angle irrationnel, pour deux directions
différentes, on ne peut pas obtenir le méme point strictement extrémal. Il en résulte
que chaque point d’appui de £ possede une et une seule droite d’appui. Une droite
d’appui possede au plus deux points d’appui.

THEOREME 7. La frontiére de O(E) admet un nombre dénombrable de cotés.
Chaque coté a pour extrémité les deux points strictment extrémaux pour la méme
direction a = m¢ + (1/2 — p)w ot m est un entier naturel supérieur ou égal a4 3 et
p un entier relatif.

7. Application au fractal du dragon. Cette méthode peut étre appliquée
au fractal du dragon Dy = {} .2, an(—1+14)"" | Vn > 1,a, € {0,1}}. Posons

1 o
¢_arg(—1+i) T

Comme ci-dessus, z = Y >~ a,(—1+4)"" est un point strictement extrémal
pour la direction a € [0, 27[ si et seulement si la suite (a,)n>1 est définie par

1 si cos(bnmw/4 —a) > 0,
(%) ap =140 si cos(bnm/4 —a) <0,
arbitraire si cos(5nmw/4—a) = 0.

Supposons que pour tout n > 1, cos(5nw/4 — a) # 0. Nous obtenons un unique
point strictement extrémal pour la direction a, soit

0 sinon.

s : on a 1
Y an(~1+0)7" o an:{l si g — o+ 7[1] €[0,1/2],
n=1

La suite (an)n>1 est donc périodique de période 8. C’est le codage de —g=+ % + % 1]
pour la rotation d’angle 5/8 pour la partition ([0,1/2[,[1/2,1]).

Quand a parcourt l'ensemble [0, 2r[—{5nn/4 + (1/2 —p)w | p € Z,n € N*},
I'ensemble des suites (an)n>1 associées aux points strictement extrémaux parcourt
un ensemble fini a 8 éléments que 'on peut calculer explicitement.

Supposons maintenant que a = 5mn/4 + (1/2 —p)mr ou p € Z et m € N¥|
c’est-a-dire

a €{0,m/4,7/2,3rw /4,7, 5w /4,3m/2,Tm/4}.
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Nous avons cos(bmm/4 — a) = 0. Or ensemble {n € N* | cos(bnr/4 —a) = 0} =
{m +4k | k € Z} N N* est infini. Nous avons donc un nombre infini de points
strictement extrémaux pour la direction a.

Soit 37 an(—1 + i)~™ un point strictement extrémal pour a. Pour tout
k € N* — {m}, nous avons aj4+4 + ar = 1. Par conséquent, pour connaitre la suite
(@n)n>1, il suffit connaitre ses quatre premiers termes.

PREMIER CAS: a = 0. Dans ce cas, m = 2 et p = 3, d’ou pour tout k € N, ag4p
est un élément arbitraire de {0,1}. D’autre part, en utilisant la relation

(1) an = ([>n/4 —a/m—1/2]) mod 2 sin #m + 4k

nous obtenons a; = 0,az = 1 et ag = 0. Il en résulte que les suites correspondant
aux points strictement extrémaux pour la direction 0 sont de la forme (ay),>1 ol
ar = a4y = ay = 0,a3 = a5 = ag = 1 et agyqy est arbitraire pour tout k € N, et
Gn+8 = an, pour tout n # 2 + 4k.

Nous notons une suite ajas ... de cette forme par (0.101.01) (le “.” désigne que
l'on a un élément arbitraire de {0,1}).

DEUXIEME CAS: a = 7/4. Dans ce cas m = 3 et p = 4, d’ou pour tout k € N,
ast4k est un élément arbitraire de {0,1}. En vertu de la relation (1), on trouve
a1 =0,a2 =1 et as = 0. Donc les suites (a,)n>1 sont de la forme (01.010.1).

Nous remarquons que ¢ = Ef;l an(—1414)7" ol (an)n>1 est la suite périodique
(01101001), est I'unique point strictement extrémal & la fois pour 0 et 7 /4.

TROISIEME CAS: a = /2. Dans ce cas m = 4 et p = 5, d’olt ayy, est arbitraire
pour tout k € N*. On trouve a; = 0,a2 = 1 et a3 = 0. Par conséquent, les suites
(@n)n>1 sont de la forme (010.101.).

Soit d =3 0° | an(—1+4)™" ol (ay)n>1 est la suite périodique (01001011).
Alors d est I'unique point strictement extrémal a la fois pour 7/4 et 7/2.

QUATRIEME CAS: a = 3w/4. Dans ce cas nous avons m = 1 et p = 1, d’olt
pour tout k € N, aj 445 est un élément arbitraire de {0,1} et pour tout n # 1+ 4k,
an = ([5>n/4 — 5/4]) mod 2. Dot as = 1,a3 = 0 et a4 = 1. Il en résulte que les
suites (an)n>1 sont de la forme (.101.010).

La point e = Y77 | an,(—=1+4)"" ot (an)n>1 est la suite périodique (01011010)
est I'unique point strictement extrémal & la fois pour 7/2 et 37 /4.

—n

D’autre part, en vertu de (), un point » -  a,(—1+ i)~" est strictement
extrémal pour la direction a si et seulement si Y>> (1 —ay)(—1+14)"™ est stricte-
ment extrémal pour la direction m — a. Il en découle que les points strictement
extrémaux respectivement pour les directions 7, 57/4,37/2, 7w /4 se déduisent de
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ceux associés respectivement aux directions 0, w/4, 7/2, 3w /4.
Les points ¢ = > an(—1 + )™ d = Y2 bo(—=1 4 47" et
S Len(=1+414i)"" ol

(an) = (10010110),  (b,) = (10110100), (c,) = (10100101)

sont respectivement les seuls points strictement extrémaux associés respectivement
a la fois & 7 et 57 /4, b /4 et 37/2, 31/2 et Tn/4.

De méme, nous montrons que g = » .- ; dp,(—1417)"" olt (dy)n>1 = (11010010)
et ¢ =7 (1 —dy)(—1+14)"" sont respectivement les seuls points strictement
extrémaux a la fois pour 37 /4 et m, 7w /4 et 0.

Par conséquent, nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 8. L’enveloppe convexe fermée du fractal du dragon est un poly-
gone conveze; c’est exactement ['octogone dont les 8 cotés ont pour extrémités les
points c,d,e,g,c,d e g’

Nous pouvons facilement calculer les nombres complexes c¢,d,e,g,c,d,
e’,g’, car ils ont chacun un développement périodique en base —1 + i. Posons
—1+4=ry; alors

B e e ke A e P e e e A e A R 2
1— 8 15 1— 18 15
B e ek ke A e S AN e e sl e s D ek
- 1— 8 1 0 YT T T T
g T390, 8-, S84 o, T Ui
15 15 15 15

REMARQUE. Nous retrouvons d’une autre fagon un résultat de Benedek et
Panzone (voir [3]). Ce qui est nouveau avec notre méthode est qu’elle permet de
trouver tous les points strictement extrémaux du fractal du dragon.

8. Généralisation aux k-fractals du dragon. Les k-fractals du dragon
(k > 1) sont les ensembles Dy, = {> " a,/(—k + )" | an € {0,1,...,k*}}.
Ce sont des compacts de C & frontiere fractale (voir [6], [7], [12], [13]).

De la méme maniere que le fractal de Rauzy, nous pouvons déterminer les points
strictement extrémaux de Dy, k > 1. Il suffit de coder par

k? si cos(nd —a) > 0,
an =1+ 0 si cos(nf —a) <0,
arbitraire si cos(nf —a) = 0,

ou 0 = arg(l/(—k + 4)). Le théoreme (classique) qui va suivre montre que nous
sommes dans la méme situation que celle du fractal de Rauzy.
THEOREME 8. Pour tout k > 1, arg(1/(—k +1))/m e R—Q.

Preuve. Supposons que §/(27) est rationnel. Il est clair que cos(f) est un
nombre algébrique de degré au plus deux. Comme [Q(cos(9)) : Q] = ¥ (n)/2 ou
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n est le dénominateur de cos(6) et 1 est la fonction d’Euler, nous déduisons que
¥(n) < 4, ou encore n peut prendre seulement les valeurs 1,2,3,4,5,6,8,10,12.
Une simple vérification montre que ce n’est pas le cas. m

REMARQUE. Notre méthode de la construction de l’enveloppe convexe se
généralise aux ensembles de la forme {>7° a;7" | (a;) € AN} ot A est un en-
semble fini de réels positifs contenant 0, et v un nombre complexe de module < 1.

Remerciement. L’auteur remercie le rapporteur pour ses remarques intéress-
antes et de lui avoir indiqué une démonstration assez simple du théoreme 8.
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