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ACTA ARITHMETICA lm

IX (1964)

Trigonometrische Interpolation bei Funktionen
von mehreren Variablen

von

BE. HuawkaA (Wien)

Herrn Professor L. J. Mordell
wum 75. Geburistag

Es sei I'y ein Gitter im R®, F(I';) sei ein Fundamentalbereich von T
Es sei Iy das polare Gitter von I'y. Es sei nun weiter f(v) eine periodische
Funktion mit I, als Periodengitter.

Es sei nun N eine beliebige natiirliche Zahl und wir suchen ein tri-
gonometrisches Polynom, welches an N Stellen 8, .evy By mit f(v) iibe-
reinstimmt. Bs sollen die fmod I, eine Gruppe bilden. Dann ist

< (I'y+§;) eine Obergruppe I" von I',. Es sei I" das polare Gitter zu I".
Man kann sich, prinzipiell gesehen, immer auf den Fall beschrianken,
daB N eine Primzahl ist, da ja I'mod I', eine auflésbare Gruppe ist.
Man zeigt leicht, daB das Polynom

I(f,v, F') = %Zf(ﬂj)Zexp(e'(q;_ﬂi)) (expa = ™)

das gewiinschte Interpolationspolynom ist, wobei die Summe erstreckt

wird tber alle Gitterpunkte ¢'el’y, welche in F(I") liegen. Wir nennen

allgemein jedes Polynom Yc(e')exp(e'v) ein Polynom erster Ordnung in
<

bezug auf F' (¢'ely, e’ «F(I")). Setzen wir 4 = sup |I(fo)—f(v)|, dann

werden wir zeigen
B(f, ') (4+1),

wobei E = inf sup (f(v)—T (v)| erstreckt iiber alle 7 von der Ordnung 1.
T v
Ist nun N ungerade, dann kénnen wir zeigen (Satz 3)
A < (6(1+1ogN)).

Dabei ist der Fundamentalbereich F' von I noch beliebig gewiihlt.
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Nun gehen wir vom affinen zum metrischen Standpunkt {iber. Es
sei p (1) eine konvexe Distanztunktion, ¢’ die dazu polare Distanzfunktion.
Dann gibt es ein F’, so daB

B(f, I") < 20°0(f, B.),

wobei o(f, By) = sup|f(@)—f()l, #—yeBy, Wo By ga) <sls* | M,
M, das erste Minimum von ¢' in Bezug auf I" ist.

Wir verwenden zum Beweis dieser Sétze Methoden, wie sie von
C. L. Siegel [1] und von L. J. Mordell [2] beim analytischen Beweis
des Minkowskischen ILinearformensatz entwickelt wurden ().

§ 1. Bs sei I, ein Gitter im R’. Die Gitterpunkte sollen mit e bezeich-
net werden. Es sei d(I) die Determinante des Gitters. F (I',) sei ein Fun-
damentalbereich von I'y und mit #(I',) bezeichnen wir stets das Innere
des Fundamentalbereiches. Bilden e;,...,¢ eine Basis des Gitters
Iy, so ist

Mertotrees, —F<A<$, j=1,...,8
ein golcher Fundamentalbereich. Iy sei das polare Gitter zu I,. Die
Gitterpunkte von ihm bezeichnen wir stets mit e¢'. Bekanntlich ist I,
die Menge aller Punkte ¢’ des R, fiir die ¢'e fiir alle e stets eine ganze ra-
tionale Zahl ist. (Unter zy, wenn x und y Punkte aus R’ sind, verstehen
wir stets das skalare Produkt.)

Wir betrachten nun stets Funktionen f(v), definiert auf R°, welche
T, als Periodengitter besitzen, dh. es ist fir alle ¢ f(v+4e) = f(v). Ein
Beigpiel dafiir bilden die Funktionen exp(e'v). Unter einen #rigonome-
trischen Polynom verstehen wir eine Summe 3 c¢(e’)exp(e'v), wo die ¢’
eine Menge M < I'y durchlaufen. Wir suchen nun solche trigonometri-
schen Polynome, welche an vorgegebenen N verschiedenen Stellen
(FNz=1) Biy...,8n in F(Iy) mit f(v) iibereinstimmt.

Wir wollen nun gleich eine wichtige Voraussetzung machen: Die
By ..., By sollen modI', eine Gruppe bilden, dh. folgendes: Fiir belie-
biges + und j soll stets f;— f; mod I'y unter den f,..., fx vorkommen;
dabei bedeutet in iiblicher Weise a = f (mod I'y), daB a—p in Iy liegt.
Dann bildet L;)(F“+ B;) eine Obergruppe. I” von I'y und es ist natiirlich
NI' =« I'y. Wir wollen die Gitterpunkte von I' stets mit b bezeichnen.
Bs ist d(I,) = Na{l).

Das polare Gitter von I" bezeichnen wir mit [, Bs ist I Teilgitter
von Iy und &(I") = Na(ly).

() Der Inhalt dieser Arbeit wurde Zuerst in Brenkelen 1962 und in der Géttin-
ger Mathem. Gesellschaft. Sept. 1963 vorgetragen.
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Jeder Fundamentalbereich F’' = F(I”) von I" enthélt N inkongru-
ente Gitterpunkte von Iy, sagen wir e, ..., exy. Wir setzen nun
(1) T(0) = D c(e)exp(en) (¢F)
und nennen ein solches Polynom erster Ordnung in bezug auf F(I).
Dieses Polynom besitzt N Koeffizienten. Man kann erwarten, daf
man die ¢(¢') so wahlen kann, daB fir die Stellen gy, ..., fx, T(5;)
= f(By) ist.

Zun#chst ist fiir jedes Polynom aus (1)

N
@) Ne(e') = D T(B;)exp(—e'fi)-

=1

Dazu bemerken wir, daf

< y
D, exp(efi) = [0 ’

wenn ¢’ =0 (mod [},

sonst.

Bemerken wir gleich, daf auch umgekehrt

N
D) exp(eip) =

i=1

N, wemn f =0 (modlIly),
0 sonst.

Das ist selbstverstindlich, denn es ist y(e’, f) = exp(e’f) fir festes
¢’ nichts anderes als ein Charakter der Faktorgruppe I'/I, bzw. bei fe-
stem B ein Charakter von I'y/I". Allerdings lassen sich diese Relationen
auch leicht rechnerisch nachweisen.

Nun zum Beweis von (2). Es ist

T(B) = D e(e)exp(e'f)

also
N N
ZT(ﬁi)exp(—-e’ﬁi) = 2 c(ei)z exp{(e;— ¢')B;) = No(e').
i= i=1
Soll nun T (B = f(B;) sein, so erhalten wir

N

Ne(e) = D)f(Bo)exp(—e'By).
Also erhalten wir
N
(3) I(f,0,7) = 3 f(Bt(o, i, F'),
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wo
(4) Nt(o, i, F') = D exp(e’(0—Bi)  (¢'cF)

Bemerkung: Da f(v+e¢) = f(v), so kénnen die §; in dieser Formel
durch beliebige b =p; (mod I',) ersetzt werden. Es ist nun tatséchlich

I(8;) =f(B;), denn
Nt(Bs, i) = D, exple’ (6;—5i) =

N, wenn §; = f;,
0 sonst.

§ 2. BEs seien nun zwei Beispiele betrachtet.

1. I', ist das Einheitsgitter, dh. alle Gitterpunkte ¢ haben die Ge-
stalt (i, ..., %), | ganze rationale Zahl. Dann ist I'y = I, und F(I') der
Rinheitswiirfel. Es seien weiter #,, ..., n, natiirliche Zahlen und I" die
Menge aller Punkte (I,/n,...,L[/n), dann ist N =mn,m,...n, und
I" die Menge aller Punkte (17, ..., lsns).

2. Bs sei wieder I’y das Einheitsgitter. Es sei nun p eine ungerade
Primzahl, g¢,,...,¢g; beliebige ganze Zahlen mit 0 <¢g; <p und g¢;
(4=1,...,,s—1) ganze Zahlen mit gig,+g; =0 (mod p), dann sei I"
die Menge aller Punkte

(h—tg1[py -y ls1— Lo a0, L/p)-
Die inkongruenten Punkte mod Iy, haben die Gestalt

(kgyy..rbge)fp, O0<k<p.

Es gibt nidmlich zu beliebigem I, stets ein k so, daf I = kg, (mod p).
Also ist fiir jedes

gils =kgogi = — g: (mod p).
Algo ist in diesem Fall

p~1
kg, LA
1= S, 0,
275

Es liegen also die Interpolationspunkte mod I', auf einer Geraden. Sie
sind Vielfache von (gi,...,¢s)/p.

Begrifflich ist dies klar, da die Ordnung von I'/I', gleich p ist, also
die Gruppe zyklisch ist. I hat die Gestalt

Ty +ees bomgy g+ -1, — 10517+ D).

Jeder Gitterpunkt (hy,...,hs) von I, ist =(0,...,0,k) (modl")
(0 <k < p), denn es gibt stets ein % so, daB hy— (hygi+ ...+ hs_ 145 1)
=k (mod p).
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§ 3. Wir stellen fest, daB fiir jedes Polynom T von der Ordnung 1

Ir==r.
‘Wir setzen nun weiter

suplf(2)] = Ifl

wobel wir voraussetzen, daB f(v) stetig ist.
Weiter setzen wir (dv Volumselement)

[Fav = ar) A

Fo

(veR?),

Zunschst sieht man sofort, daB
(o) <WIA),  A0) = DI, i)l

Wir gehen so vor wie in den bekannten Uberlegungen von Lebesgue
und Faber im eindimensionalen Fall {3]. Wir betrachten alle Polynome
T von der Ordnung 1 und setzen

B(f) =t A(T), AT)=|f-THI,

dann gibt es ein 7, so daB BE(f) = A(T,); es gibt nimlich eine Folge
T mit im 4 (Ty) = E(f), nun is |Tnl] < [T —f1+If1.

Daraus folgt fiir die Koeffizienten der Polynome 7,,, daB sie unter
einen festen Schranke liegen.

Daraus folgt, daB es eine Teilfolge (m) gibt, so daB LmT, = T,

gleichmifig in », also ™
B(f)y < f—Toll < If —Twll+ I Tn—Toll, also B(f) = 4(T,).
Bs ist nun .
L (f,v)—f (o) < L{(f)— I (To)l+ L(To)—F(0)];
da
IN—I(Ty) = I{f=Ty), I(Ty) =T,
80 ist

H(H—I(To)l < If—ToliA(v)-
Wir setzen nun A = supi(v) (Lebesgue’sche Konstante), dann erhal-
ten wir
HO—A < E(f)A+E(f) = B(f)(4+1).
Es bleibt also nur iibrig E(f) und 4 abzuschitzen.

Wir wollen noch kurz betrachten ||I(f)—fll|, dazu beachten wir,
daB die t(v, b), bel',, ein orthogonales System auf ¥, = F(I,) bilden.
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Bs ist
. a) wenn b = b, (mod I')
[tw, Ht, b)do = ’ : ' o
I 0 sonst,

da

N“‘ftv b)t(v, by dv—‘ZIexp

(v—Db)e; (v— by))dw

= d(Iy) D) expe’ (b—by),

dabei wurde beniitzt, daB

. d(ly), wenn ¢ =0 (modl}),
j exp(ev)dv =
F

0  sonst.

Es sei nun wieder T, das Polynom mit A(T,) = B(f). Da I(Ty) =T,

80 ist
[ (I =Ty w)2do = 3 (f(B)—Tu(B))? [ #*(v, B)do,
also
WT~To|* < NE(f)a(I)/a(Te) = B*(f).
Weiter ist [|IZo—fll <B() und [IT—fll < IZ—=TLolll+1To—1ll,
also ist
=1l < 2B(f)-

Um nun die Abschétzungen durchzufiihren, betrachten wir

(5) Ni(v,b, ') = D exple’(v—b) (¢'<F"),
gleich allgemeiner
(6) Su) = Zexp e'w) (¢ ).

Es werde nun N ungerade vorausgesetzt, und es sei F' gegeben durch
@ =Ib+ ...+ by, —3 <X < }. Bs selen nun die by, ..., b; eine Basis
von I' dual zu by, ..., bs, also b;b, = 6y dann schreibt sich auch F in
folgender Form:

—p<abi<} (i=1,...,8);

es kann dann fir kein ¢’ ¢F’ ein A; = } sein, denn aus
¢ = D'
f()]gt B'bi == —%—.

Nun ist Ne’ ein b’ also wire auch 2b'b; = ¥ im Widerspruch zur Vo-
raussetzung daB N ungerade.
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Es liegen also alle ¢’ im Inneren F' von F':

|zb;] < %.
Wir wollen gleich definieren: Fir beliebige g;,..., 0, (0 >0)
F(e) = F'(e1; .05 08): 20wbi| <o
Wir sagen, ein Polynom
D) o(¢')exp(ew) (e eF'(0))

ist von der Ordnung gy, ..., g; in Bezung auf F'.
Wir wollen noch fir F(I')) nehmen (JF(I)g;.

§ 4. Wir untersuchen zunéichst

(7 S(u,0) = D' exp(e'n) (¢'<F (o))
allgemein
S(u,2',0) = D exp((e'+2)u) (¢ <F(0)).
BEs ist
(8) 8(z) = S(u, 2, 0) = Y exp((e’+2)u)x(e'+2, F'(0)),

wenn y die charakteristische Funktion von F'(g) ist. Bs ist S (') perio-
disch mit dem Periodengitter Iy, also

S(#') ~ Z c(e)exp(ez’)
‘wobei

d(y)e(e) = jS(a exp(—ez')de’ = J exp (2 (

RS
2

u—-e))x(z’, F’(g)) dz'.
Setzen wir # = Y'o;b;, dann ist

d(rg)c(e)=d(r')n [ exp(oibi(u—e))do.

=1 2joj|<0;

Wir setzen
8
(9) G(v,0) = [ [ sinze;bivjmbip.

i=1

Dann ist, da d(I”) = Nd([}),

(10) cle) = NG(u—e, o).
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Wir stellen gleich fest, daB G(b, o) = 0, wenn die g; Hathirliche Zahlen
sind und b # 0; fiir b = 0 ist & = g,...0,. Wir erhalten aus (10)

(11) S(u, 2, o) NNZ G(u—e, p)exp(er’).

Da
NI= D f(B)S(w—pi,1) und f(b+e) = f(b),

go ist

(12)  I(f, 0, 1) ~ D' f(8) Y G(v—Bi—v,1) = 3 f(b)&(v—D,1).
b

Nun gilt ja fiir jede im quadratischen Sinn integrierbare Funktionen
@, ¥ mit Periodengitter I und Fourierkoetfizienten a(e), b(e)

(13) B2 de = d(rg)Z‘n(e)b(e).
Fy ¢

Wenden wir dies auf &(z') = S(u,2',0), ¥ = S(u,?z+w', o*) mit
a(e) = NG(u—e, 0), b(¢) = NG(u—e, o*)exp(ew’) (w', o* beliebig) an,
80 erhalten wir daher

(14) d(fl;)T('M, w', o, Q*) = (u, 2"y 0)8(u, 2" 4w, o*)de’
F

/3 )
o
Z‘a(e)b(e).

I

Bs ist der Ausdruck links gleich

(15) fexp(— Zu) (2, F(e)) 2 exp(u(z' + '+ w')) g’ + &'+ w', F(o*)
B e

= 2 exp(u(e’+w')) fdz’ (D = F'(o)nF' (") +w'+¢).
e D
Wenn es nun ein 2 geben soll so, daB

2] <oy, 20@—w—e)b <o (i=1,..,8),

8o folgt, daB 2|b;(w'4-€)| < g; (g = 0:+ of). Die ¢’ miissen in F'(p)+w'
liegen. Es ist also der Ausdruck links in (13) ein endliches trigonometri-
sches Polynom. Setzen wir insbesondere w’ = 0, so liegt ein trigonometri-
sches Polynom von der Ordnung p vor. Fiir ¢* = 1 ist es sogar ein Inter-
polationspolynom, denn wir haben

T(u,0,¢0,1) = N* Y G(u—e, 9)G(u—oe, 1)
e
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und wir setzen (R = p,...0,)

(16)  RI(f,0,0,1) = Y f(B) D G(o—p—e,1)G(v—F—e, o)

= Y fb)G(v—b,1)G(v—b, o).
b

Fir » = b ist tatsdchlich J(f) = f(b). Die Ordnung des Polynoms ist
1+0i...51-+0,. Besonders wichtig ist der Fall o; = 1, dann erhalten
wir ein Polynom von der Ordnung zwei:

(1 I(f,v,1) = D'f(b)G=(v—b,1).

Wir werden so dazu gefithrt

(18) RJ(f, 0, 0) = D f(B)G2(v—b, o)
]

zu betrachten, die also die Ordnung (2¢,, ..., 2¢;) hat. Es 148t sich (16)
auf (18) zuriickfithren, wenn wir beachten, daf sin2asin2g = sin?(a+ §)—
—gin%(a— f) so sehen wir, daB G(1)G(p) eine Summe von 2° Termen
G201y ..ey 05), WO 0 = }(1—p) bzw. }(1+ o) ist. Bs ist also

RJI(f,0,0,1) < D (f, 0,0l
@
Wir wollen (14) fiir ¢ = o* noch explizit hinschreiben. Dazu haben wir
das Integral ﬁ{ de’ mit

D 2lbi<an 2 +w+e)bi) <o
zu berechnen. Setzen wir wieder 2’ = } o;b;, (¢'+w')b; = 7; so erhalten
&
wir [ =a(I")[] [do; (Di: 2 |og| < 0y 2 o+l < @;). B ist
i=1 D;

i— |7l
fdo'i _ [91 Jwal,
Bi 0  sonst.

wenn |7 < g

‘Wenn wir setzen
8
i— |2'b; wenn o' eF’(2
Vi, 0, ') = i1=—]1 (oi—2'bil), (2e),
0  sonst

haben wir

(19) T(u,w',0,0) =N DY Vie'+w', ¢, F)esp((e'+w)u),
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also insbesondere fir w’ = 0 nach (14), (18)
= D) 2 Ve, 0, ')exp(e' (v—By)).

Fiir f = 1 erhalten wir rechts 2 Ve

(20) NRJ(f, v

Yexp (e'v) Zexp(—ﬁie’). Nun ist die

innere Summe = N, wenn ¢' ein b" und 0 sonst. Sind die o; alle < 4, so
ist V(b’') =0 auler wenn b’ = 0. Wir erhalten also

JL,u,0) =1 (0 <%)-

Wir gehen wieder nun auf (19) zurtick and wenden erneut die Parseval’sche
Gleichung an und erhalten

(22) [T, #; 05 0 = (L) N ZG‘ u—e, o).
7

Die linke Seite ist nach der gleichen Uberlegung wie vorher

(23) N22 exp (ue') fV(z', o)V (#'+e', o)de
¢ R

Nun erstrecken sich die Integrale fiber D;: |¢'by << ¢4, [(2'+b")by| < ;-

Es muB also ¢’ im Bereich F'(4g,, ..., 40,) liegen. Hs ist also der Aus-
druck links ein Polynom 7% von der Ordnung 4g,..., 40,

T (u) = 2 c(e')exp(e'u)
Wir bilden nun

D F(B)T* (v~ i) =

(¢ T (4¢)).

N ' ()G (0—0, o)
b

und sefzen ¢; = %, dann ist 7™ ein Polynom hochstens erster Ordnung.
Weiters ist fir f =1

2 T*(v—fi) = 2 c(e')exp(e'v)z exp(— fe’)
= NZ

da nur b’ = 0 in F'(1). Es ist nun nach (23)

"Yexp(e'b’) = Ne(0),

aTg)e(0) = N2 [ V2(0,2, })de
RS .

Setzen wir wieder 2’ = Y ¢;b;, so kommt

NSZ ] a

=1 logl<1/s

— loi])?do; =

N3 (2[3)°.
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Also erhalten wir

@4)  E(f,0) =GN Y f(B)T (0—B:) = (3 D F(B)GHo—1b,3)
b

und K(1,v) =1.

§ 5. Mit Hilfe von (24) konnen wir nun E(f) abschitzen. Wir defi-
nieren fiir eine stetige Funktion f(v) den Stetigkeitsmodul in hezug auf
eine abgeschlossene Menge S durch

o(f, 8) = sup|f(z)—fy)i,

es ist dieser Ausdruck stets endlich, da ja f(v) periodisch ist. Wir setzen
w(f, F) = off; F(Iy), es ist dann stets wenn x, y<F(I) und
b= kb4 ...+ Fsbs

flo+d)—f) <

Beweis. BEs ist fiir irgend ein b;, z.B. fiir b; und ein beliebiges 2

y—weS;

2([al =+ ... [ks]) o (f)-

2 [f(uby+2)—f(3(u—1)b,+2)] = f(kb+2)—f(2),
U=1
also stets [f(k bi+2)—f(2)] < 2kijw(f).
Wendet man die gleiche Uberlegung auf die anderen Basiselemente
an, so folgt sofort die Behauptung.
‘Wir bilden nun

(25) B (E(f, 0)—f@©) = D (fb)—f(2))6* (0D,

[3
setzen wir b = kbt ...+ ksbg, v = b*40*, b* = Dmby, v* = b,
m ganz, |t| <%, so wird (28), wenn wir k; = m;--g; setzen,

S f*+0%) n ir

Z (f(gl 1'1— +gs s‘!‘b*

Fipnlg=—00 =

— ) (gi— 7))

also dem Betrage nach

< @Yo(f) X lgai+- -+l [T 197 < @imron Yo
g =1

g=1

also | K (f, v) —f(v)] < 3s6°w(f, F,), also

Sarz 1.
(26) B(f) <20°0(f, Fo)
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Wir wollen weiter

=R(J(f7”79)_f(v)) ”))Gz(”"‘by e)

= bZ(f(b)-

absehitzen. Wir haben wie vorher
18] < Z(f(g1b1+..l+gsbs+ b)) — F(0* %)@ (v* — (g3 b1+ . ..+ gaby)}.
4

Bs sei zunéichst L eine beliebige natiirliche Zahl, Zerlegen wir den Summa-
tionsbereich in 2 Teile. Der erste Teil besteht aus jenen g, fir die
Max(|gyl, ..., |gs]) <L, der zweite Teil aus jenen fir die Maxlg| > L
Es gei M = supf(v), dann haben wir

| 3| <eup) (2229) ( }j‘ o <emi

Fiir den 1. Teil haben wir

S <@mre) Y g+ lah) [T lod™,

ioil<L p=1
also

| 3| < Wnro(n(a-+1ogL).

Wir nehmen. jetzt fiir L die nichstgréBere ganze Zahl an 1/w, dann erhal-
ten wir

18] < 4%0(f)[L+M +log(1+1/w)]
daraus folgt;, wenn wir alle p = ¢ setzen,
Sarz 2.

(28) [T (f,0, 1, &) —f(0)] < (8/e)f'wo[1+M+log(I+1/w)],
dabet ist J(f,v,1,¢) ein Interpolationspolynom von der Ordmung 1-+s.
§ 6. Zur Agbschitzung von /A betrachten wir nach einer Methode
von Siegel [1]
&
o(u, z') = 2 exp(u(e'+z’))ne"N‘l'ﬂ(e'—i-Z')bii’
& =1

WO a,...,a; komplexe Zahlen mit Realteil Rea; > 0. Diese Funktion
konnen wir in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickeln, also
§ = Dc(e)exp(ez’).

Dabei ist

8
d(Ty)e(e) = fexp (u—e) ” e~ Nealbi#i
i=1
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Wir setzen 2’ = ) o;b; und haben
8
o(e) = N [ ] ({Fay—2mib; (u—e) "+ (Noy+ 2mibj(u—e)~Y).
7=1"

Algo wird fir 2’ =0

=N n D) (N4 2rieb; (u—e)) .

e je=l =il

Wir setzen nun I' = NI' mit Determinante N"*d(]“) = N'q(l,).
Jedes ¢ 1iBt sich in der Form schreiben r—l—ZNkibi wo rmod NI

bestimmt ist. Dann haben wir mit ¢ = Na-+2rib(u—r)

(w,0) =N V”ZZ‘ (g+ e2miNE;)

Nun ist
2.0 =q '+ 5"+ f =§ (aten,
k=—00 k=1 =1 k=0 n=x%

dabei goll das Glied % = 0 nur einmal genommen werden, dann wird

vexp eu)”e"N““bt“ —NZZZ D (g+emik)”

&Ml
Wir mulmphzwren nun die Gleichung rechts und links mit

8
’ ’ 1 el
2mia;
i=1

und integrieren von 1— ooi nach 1+ ooi.

Nun ist
1 f ety 4% 1
27 a 0

f ¥ (a(Na+ omif)) " da = (1—e™"™)[&.

wenn o< $,
wenn a>%

und

Algo wird mit ¢; = bi(u—7)

NZHZZ sinm (Nn;— b+ ¢;) [w (Nnile;+¢;) .

]

S(u) = 8(u,1)

Bs war ¢ = bj(u—r) und wir nehmen nun % = v—f und haben

D 18(v—p).
8

Ni(v) =
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Wenn » ein Restsystem der emodNI' durchliuft, so durchliuft »4-g
ein volles Restsystem der I'mod NI'. Wir konnen daher alle b = 1,5,
+...+1bs nehmen mit 0 < I; < N-—1. Also erhalten wir, wenn wir noch
setzen v = D oiby, loil < %

i< S 1Y - n zlm— o] Stetia—b)|
S

3 = 3 S| st (Wt o DNk o)
Da |@—.z; <N—«%,lso ist ﬂ

1y 1 1
< — —
\wg[Nk-{—g—J N70+g—l]

\.
I
o
£
[
=Y

’

)

k=1
* < 16/3N.
Also
, N
Al\j; <14 l;: (1—3)"'+16/3 < 6(1+log )
also
Sarz 3.
(29) A < (6(1+log¥))°.

Man iiberzeugt sich leicht, daB A stets >logN. Fassen wir also die
bisherigen Sdtze zusammen, so erhalten wir.

SATZ 4.

(30) W, F
SATz 5.

(31) -l < 40°0

—fl < (2001 +1log NP (f, F

f F).

§ 7. Es sei nun ¢(x) eine konvexe Distanzfunktion und M, ..., M,
die sukzessiven Minima von ¢ in bezug auf I. Dann gilt bekanntlich,
wenn V(p) das Volumen von g¢(z) <1

2A(I) )8! < V(p)M,... M, < 2°a(T).
Es seien m,; Gitterpunkte von I" mit ¢(m,) = M;. Es gibt dann stets eine
i
= 2 Vjrby O
k=1

Basis by, ..., b, von I' so, daB m; Koy <vg(f=1,...,9).

icm®
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Wir wihlen nun fiir #(I') gerade jenen Fundamentalbereich, der von
diesen by, ..., bs erzeugt wird. Damit ist dann auch 7' = F(I") bestimmt.
Es ist

o(b)) <jM; < sIL.
Wir haben daher fiir alle Punkte » = }'4;b;,
(#) < 2ol

< szM o /2 also

—f< <4, vor F(I):
) < &M, dh. F(I") liegt im konvexen Korper 4: ¢p(z) <

o(f, F') < o(f, 4)

Nun ist V()M M, <2°4(I). Also ist
o(f, F) < of, B

Erfillt z. B. f eine Lipschitz-Bedingung in bezug auf ¢,

(32) f@)—fy)l < Lelz—y) (L>0),

80 wird

B: ¢ <2°%%A(IN/ M7V (9).

w(f, ') < 2°LA(I) | M7V (p).

Betrachten wir das polare Gitter I” und die polare Distanzfunktion ¢
zu ¢, dann ist, wenn M; das erste Minimum von ¢’ in Bezug auf I"

M M, < s!
und wir erhalten

(33) of, ') < o(f, Bi),  Bi: @)

Nehmen wir das erste Beispiel aus §2 und ¢(z) = Max (@], ..., |z])
so sieht man unmittelbar, daB M; > Min(#%,, ..., %) = n und wir erhal-
ten in diesem. Fall, wenn (32) gilt (N = ny... 04),

IZ() =1l < (2008 (1+log W) /.

Betrachten wir jetzt das zweite Beigpiel! Wir denken uns nun g, ..., gs
s0 gewihlt, daB fir alle ganzen A, ..., hy 7 (nicht alle 0) mit

E(h) = p(logp)~°,

< §%! M.

hgi+ ...+ hegs =0 (mod p),

wobei K (h HMa.x |hsl,1). Solche ¢y, .

Es sei nu.u Ly eeey loale)y, WO Iy =Tg"+ ...+l 1051+ pms ein
beliebiger Punkt 7 0 aus T’. Dann erfiillen die Zahlen 1;, ..., 1, die obieg
Kongruenz.

Nun ist (Jl|+...4+|L])/s = K.
halten wir in diesem Fall

(34) IT—f1l < (200s*(1+logp))logp [p*"*.

.., gs existieren stets [4].

Daher M; > sp**flogp, also er-
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Wir wollen noch ein weiteres Beispiel betrachten. HEs seien «,, ..., a, aus
einem reellen algebraischen Zahlkérper & vom Grad s-+1 und es seien
1, a,...,0, linear unabhingig, so gilt bekanntlich fir alle ganzen
(hry eeesh) # (0, ..y 0), [[R]] = Max (|hy, ..., [h])

oyt F oo} = oK) IB™°,  {o} = ilifla—hl‘
Wir nehmen jetzt wieder das zweite Beispiel und wihlen fiir die g;, die

Zahlen {o;p}, dann folgt sofort, daf wir stets haben M; > ¢p’®+) | denn
es gilb ja fir (Bl # 0 mit hyg+...4 hsgs =0 (mod p)

e(®) IR < 1P (hyay+ ...+ B ) — (gt - ..+ Ty gs)|
<l ..o+ el < Bl
also
(38) IT—1Il < o(k)(2008* (1 -+ logp))* /p*e+

wenn in (34), (35) f die Bedingung (32) erfiillt.
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ACTA ARITHMETICA
IX (1964)

Zur Gitterpunktlehre von mehrdimensionalen Ellipsoiden

von

V. JArNiK (Praba)

Es sei Q(u)=Q(us,us,...,u,) eine positiv definite quadratische
Form. Wenn es ein a >0 gibt, so daB Q(u) = @, (w) ist, wo @, ganze
Koeffizienten hat, so heie die Form @ rational, sonst irrational. Fir
#>0 sel A(z) die Anzahl der Gitterpunkte im Ellipsoid Qu) < z;
V(z) = V(1)2™" sei das Volumen dieses Bllipsoids, und man setze P (z) —
= A(x)—V(z). Fir jede Form @ ist

P(z) = Q2"

(vgl. [1]). Fiir rationale Q und » > 4 ist die definitive GroBenordnung
von P bekannt:
Pz) = 02",

(vgl. [2], [3]). Weiter betrachten wir nur irrationale Formen der spe-
ziellen Gestalt
Qu) = (Ul + ot ool )byt ul,),

>0, >0, nt..Ffr=r>4, =2,
Fir diese irrationalen Formen gilt P (x) = o (#"*™") (vgl. [4], [5], [6]) und
diese Abschéitzung 188t sich nicht verschirfen, solange man alle irratio-
nalen Formen der Gestalt (1) zuldBt (vgl. [4]). Bs gilt aber

Sarz 1. Fir fast alle Systeme (o, ..., a,) von positiven Zahlen (im
Sinne des Lebesqueschen Massbegriffes) und fir jedes e > 0 gili (vgl. [71)
@) P(@) = 0@ ")  (r>4,7>2),
wo
(3) 2= D'Min(1, }ry).

=1

P(z) = Q")

®

Mann sieht, daB immer 1 > 1 ist. Ubrigens 158t sich #° durch eine
Potenz von logs ersetzen. Hier sind zwei Fille besonders interessant:
Sind alle 7; <4, so lautet (2)

P(z) = 0(a"™*);
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