ACTA ARITHMETICA
IX (1964)

Sur la réductibilité de certains trinémes
par

J. MIKUSINSKI et A. SCHINZEL (Warszawa)

W. Ljunggren [1] a examiné la véductibilité des trindémes o™+ o™ 1.
A, Schinzel [2] a étendu ses résultats aux trindmes a™422™-+1 et il a
énoneé la supposition suivante [3]. Si a et b sont des entiers tels que
ab # 0 et |a|—[b] % 0, 4-1, alors il nexiste qu’un nombre fini de rap-
ports m/n pour lesquels le trindme "4 ax™--b est réductible. Dans ce
qui suit, on démontre cette hiypothése pour le cas, ot le! est un nombre
premier et |[b] = 1.

LEMME 1. 8% toutes les distances entre n ( = 3) points sur une droites
souf lo distance entre les points extrémes, paraissent au moins deua foiss
toutes ces distances sont commensurables.

Démonstration. Nous fixons un axe de manitre que les points ex-
trémes aient des coordonnées rationnelles et nous considérons les points
donnés comme des nombres )

(1) < o < @y

Les nombres a; et @, sont done rationnels par hypotheése. Il faut démon-
trer que les nombres restant sont rationnels aussi. ]
_Supposons le contraire. Alors il existe parmi (1) des nombres irra-
tionnels e, ..., ¢, tels que chacun des nombres (1) est de la forme

(2) kot ke ...+ ke, - (k; — nombres rationnels)

et que les nombres 1,¢,..., ¢, sont incommensurables, ¢’est-a-dire que
Pégalité Kok ei-...+ k¢, = 0 ne subsiste que lorsque tous les coei-
ficients ko, ..., 'k, (rationnels) sont nuls. Alors Ia représentation (2) est
unigue pour tout nombre (1). :

Soit K le plus grand des coefficients %, qui interviennent dans les
développements des nombres (1). Comme ¢, est un des nombres (1), on
a K = 1. Pareillement, soit & le plus petit des nombres %, dans les déve-
loppements des nombres (1). Comme pour a; on & k. =0, done k<< 0.
Soit P le pluk grand et p-le plus petit dés nombres (1)-potr lesquels on
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a k, = K. Pareillement, soit B le plus grand et b le plus petit des nom-
bres (1) pour lesquels on a &, = k.
Tvidemment: b < B et p < P. Il ne peuvent donc se présenter que
les trois cas suivants: 1° p < Bou 2° b <P, ou 3° b =B =p="P.
Cas 1° D’aprés Phypothése, il existe parmi (1) un couple de nombres
x, vy, différent du couple p, B, tel que

(8) y—a =P—b.

On a done o < b oubien P <y.S8i o <bh, la yitme ooordonée k, de @ ost
plus grande que k. Comme la 7%° coordonnée de y est < IC, la sfome
coordonnée de la différence y—x est inférienre & IC—7%. Or, ceci est on
contradiction avec (3), car la #° coordonnée de la différence P—0b
est égale & K—%. Si P < y, alors la 7™ coordonnée de y st inférieure
4 K. Comme la #®2° coordonnée de @ est > &, la #*™° coordonnée de y—a
est inférieure & K — &, ce qui contredit encore (3). Le cas 1° est done exclus.

Cas 2° On peut répéter un raisonnement analogue au précedent ou
bien le réduire au cas 1°, en multipliant tous les nombres (1) par —1.

Il ne reste que le cas 3°. Comme les nombres b et B ont, par hypothése,
leur 7 ¢oordonnée égale i k, et les nombres p et P ont leur 717 coor-
donnée égale & K, il v'ensuit que ¥ = K. Or, cela est impossible, car
k<0 et K>1. Donc le cas 3° est aussi exclus.

La contradiction obtenue prouve le lemme.

Leyve 2. Soient 0 =Ty <l <<... <k, des entiers jouissamt de
la propriété swivante: chacune des différences ¥y—k; (0 <4 < j§ <),
sauf k.—ky, se repéte au moins deuw fois. On affirme que

ky
(Foyy oves Bop)
Démonstration. Par hypothése, pour tout ecouple (i,4), ol

0 <i<j<r et (4,5) #(0,r), il existe un couple (g, hy) # (¢,9)
tel que

< 4:1‘—1 .

by—Toi = Topyy— logyy.
Considérons le systéme des équations linéaires homogénes

BB = gy (0 <L <J <y (8, 4) #(0,1)),

(4)
z, = 0.

L’une desA solutions de ce systéme est [%,, &y, ..., & ]. Soit [, Byyenny @]

une solution quelconque de (4), consistant en nombres rationnels et soit

& un nombre irrationnel. On a

(B - 8ay) — (it £04) = (Rongy+- ) — (R + 1)

icm
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pour 0 <4 <j <r, (i,j) # (0,r). Toute distance dans I’ensemble des
points %;+ £a; (0 <4 < r), sauf la distance entre les points extrémes,
se repéte done au moins deux fois. D’aprés le lemme 1, toutes ces distances
sont commensurables. Comme ky+ £a, = 0, il s'ensuit que ki+ fa; =
¢i(k,+ £ay), ol les ¢; (1 <4 <r) sont des nombres rationnels. Comme
£ est irrationnel, on obtient k; = ¢k, ¢; = gz (1 <4 <7) d'olt

[@oy @y ey 0] = %[km Tyy eney Bl

1
La solution [ay, @y, ..., a,] dépend donc linéairement de [ko, Kyy-..y Knl-
Cela prouve que la matrice -des coefficients du systéme (1) est d’ordre
r eyt qu’il existe un mineur M de degré r, différent de 0. Comme %, 3 0,
on peut admettre:

A,
b= b

ol A; sont des mombres entiers (0 <i < 7). Cela entraine %,[M%; pour
1<i<r, k| My, ...y k) et

@ Ty 0
De la forme du systéme (4) on peut concliire que | M| < 4™, ce qui achéve
la démonstration.

TutorEME. Soient m et n des nombres naturels et p un nombre pre-
mier tels que m <mn et p >2. 8 le trindme f(2) = "+ pa”L1 est ré-
ductible, on a nf(n,m) < <47, Done, quel que soit p > 2, il nlexiste
quwun nombre fini de rapports mfm pour lesquels le trindme f(x) est
réductidle.

Démounstration. Soit f(r) = a”+upa™+v, o |u| = o] =1. Si
n = 2m, Dinégalité est évidemment remplie. Comme les trinémes f(x)
et o +1wpm"’"‘+’v = vo"f(1/x) sont réductibles simultanément et (n, n—m)

= (n, m), onpeut supposer sans restreindre la généralité que 2m < n.

Supposons que

fl&) = g(@)h (@),
o g et h sont des polyndmes & coefticients entiers, de degrés r et s, respec-
tivement, r >0, 8 >0, r4-8 =mn. Posons

1

filx) = g(@)a’h (;lc-) = Z"'M'”kf,

i=0
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ok =0<hk <..<k=nete #0(0<j<l). On a évidemment

]
falw) = 2'g (%) h(x) = gckjw”“"!.

f@)falz) = (2" + upa™ +v) (va” -+ upa™ ™ - 1)
= o™ 4 upa®" " L wopa™t - (pr 4 2)a" ...

D’auntre part

1 o 1
(6 flofi(e) = (Y a)( }Z oy, @)

a1 !
on \" e 9 . v N2
= O % ,}_/ & Z Cry /k,"l‘* @ Z (')c.}- S
g=ntl  ndlij—ki=q 70

En comparant les coefficients de ™ et 2" dans (5) et (6), on trouve oy
1

=0

=vet Yei, = p'+2. Dol

1-1
\ . N 2 2
(7) g, = 0W, Gy =2, ol w = 1, et L i, = p*.
j=1
8i I = 2, on peut supposer, pour les raisons de symmétriec de fiz) (et
f2(@), que 2k, < n. En comparant les coefficients dans (5) et (6), on trouve
que &, =m et ) ’ :
CogCry = UP,  Cp Cp, = WP,

done, en vertu de (7): ¢;, = wup. Finalement, on a fi(e) = wf(®), cest-
d-dire g(z)a’h(1/5) = wg(x)h(z). Cela entraine

(8) #°h(1f) = wh(w).

Comme s > 0, ’équation & (x) a une racine b. En vertu de (8) on a A (1/b) =0,
ce qui entraine f(b) = 0 et 3"f(1/b) = 0. Les égalités

W uph™ o =0,  ob"4upb™ "1 =g

entrainent wuph™ = wvpd™™, Lol [B"™ = 1. Comme n—dm 5 0, on
obtient [b| = 1. Or, ceci est impossible, car on aurait alors P = {uph"™| =
|—b"~9| < 2, par contre & 1a supposition.

On a done 1> 2. Cela étant, on tire de (7)

ol <p (0 <j <.

Comme p est un nombre premier, la derniére inégalité entraine lery0n| #
2 (0 <i<j<1) et on voit, en comparant les coefficients dang (8)
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et (6), que toute somme non vide > €1 (n < g << 2n) contient au
n»;.ki—ki=41

moing deux termes. Cela veut dire que chacune des différences by —k;

(0 <4 <Jj <), exceptée T—ky, apparait au moing deux fois. Done,

en vertu du lemme 2, on g

by
(Bry ooy )
Mais n = Iy et, en comparant les formules (8) et (), on trouve que
m = k;—k; pour certains ¢ et j. Par conséquent,
(10) (nym) = (ky, by —Tg) = (Byyony By

Les inégalités (9) et (10) entrainent la conclusion du théoréme, car
1 <p*+1, en vertu de (7).

11

9

Remarques ajoutées pendant la correction des epreuves:

1. La démonstration du lemme 1 donne, en réalité, une proposition plus forte
suivante:

Si toutes les distances entre n (> 3) points sur une droite ou bien paraissent au
moing deux fois ou hien sont commensurables avec la distance entre les points
extrémes, toutes ces distances sont commensurables. '

2. La suite

ki = (V8T 4sgn (2i—nV3IE-TI-0) (i = 0,1, ... ),

ot p =1 ou 2 pour r impair ou pair, resgpectivement, satisfait aux conditions
du lemme 2 et vérifie 1'égalité ka/(n, ..., ky) = gV/37—e.

3. Un example non-trivial de trinéme réductible de la forme Z" L pa™ A1
(p premier > 2), trouvé M. Z. Eutezyk, est le suivant:

284328 —1 = (P +o—1) (e~ +02 Lot 1).
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