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Introduction. Les nombres de Salem et plus généralement les entiers
algébriques réciproques constituent une obstruction à la solution de la ques-
tion de Lehmer (1933) [L] : Existe-t-il des polynômes unitaires, à coefficients
entiers, irréductibles, dont la mesure de Mahler soit inférieure à 1,1762 . . .?

La mesure de Mahler d’un entier algébrique α de polynôme minimal
P (X) =

∏n
i=1(X − αi) est définie par

M(α) = M(P ) =
n∏

i=1

max(1, |αi|).

Le nombre τ0 = 1,1762 . . . , appelé nombre de Lehmer, est le plus petit
nombre de Salem connu. Sa mesure de Mahler 1,1762 . . . est la plus pe-
tite mesure de Mahler actuellement connue, et le nombre τ0 est racine du
polynôme irréductible de degré 10

X10 +X9 −X7 −X6 −X5 −X4 −X3 +X + 1

dont le groupe de Galois est T37 (cf. [Bu]), l’unique sous-groupe pair d’indice
2 du produit en couronne Z/2 o S5.

Bien que les nombres de Pisot et de Salem soient très liés (tout nombre de
Pisot est limite d’une suite de nombres de Salem), les méthodes utilisées pour
l’étude des nombres de Pisot n’ont jamais permis d’approcher les nombres
de Salem. Ceci tient essentiellement au fait que les nombres de Salem sont
des entiers algébriques réciproques.

En particulier, on ne sait toujours pas s’il existe un plus petit nombre
de Salem ou si, au contraire, une suite infinie de nombres de Salem tend
vers 1. Seules les tables de Boyd [Bo1–3] puis de Mossinghoff [M1–2] nous
renseignent de façon complète sur les plus petites mesures de Mahler des
entiers algébriques réciproques jusqu’au degré 24.
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On peut alors penser que les corps de nombres engendrés par un nombre
de Salem ou plus généralement par un entier algébrique réciproque ont des
propriétés remarquables, donnant en retour des renseignements sur les plus
petits nombres de Salem.

Ainsi motivés, nous avons cherché à caractériser de tels corps de nombres.
La répartition très caractéristique des racines d’un polynôme de Salem ou
d’un polynôme réciproque nous a alors orienté vers une caractérisation en
termes de groupes de Galois.

1. Rappels et notations. Commençons par rappeler quelques défi-
nitions.

Définition 1. Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel supé-
rieur à 1 dont tous les autres conjugués ont un module strictement inférieur
à 1.

Définition 2. Un nombre réciproque est un entier algébrique dont le
polynôme minimal P est réciproque, c’est-à-dire P (z) = zsP (1/z) pour tout
z ∈ C∗ où s désigne le degré de P .

Un nombre réciproque peut également être vu comme un entier algébri-
que α dont 1/α est l’un des conjugués.

Définition 3. Un nombre de Salem est un entier algébrique réel τ
strictement supérieur à 1, dont tous les autres conjugués ont un module
inférieur ou égal à 1 avec au moins un conjugué de module 1.

On déduit de cette définition que le polynôme minimal d’un nombre
de Salem τ est réciproque de degré pair au moins égal à 4 et que tous les
conjugués de τ (excepté τ et 1/τ) sont complexes non réels et de module 1.
On pourra consulter [Be] pour davantage de précisions.

Rappelons maintenant un résultat concernant les nombres de Pisot qui
sera utile pour la suite.

Proposition 1. Tout corps de nombres réel peut être engendré par une
infinité de nombres de Pisot. Certains de ces nombres sont des unités du
corps.

Nous ne rappelons pas ici la démonstration de cette proposition. Elle est
par exemple rédigée dans [Be] (Théorème 5.2.2).

Etant donné un polynôme irréductible P de Q[X] et L son corps de
décomposition, une numérotation des racines x1, . . . , xn de P étant choisie,
on identifiera dans la suite le groupe de Galois de l’extension L/Q à son
image dans le groupe symétrique Sn par le morphisme

ϕ : Gal(L/Q)→ Sn, σ 7→ σ̃,

où σ̃ est défini par σ(xi) = xσ̃(i) pour tout i = 1, . . . , n.
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Enfin, considérons le polynôme

Pn(x1, . . . , x2n) = x1x2 + x3x4 + . . .+ x2n−1x2n.

Le groupe symétrique S2n agit de manière naturelle sur Pn en posant pour
tout σ ∈ S2n,

σ(Pn(x1, . . . , x2n)) = Pn(xσ(1), . . . , xσ(2n)).

Pour cette action, le sous-groupe de S2n qui stabilise Pn est le produit
semi-direct de (Z/2)n par Sn pour l’action

Sn × (Z/2)n → (Z/2)n, (h, (σ1, . . . , σn)) 7→ (σh−1(1), . . . , σh−1(n)).

Ce produit semi-direct est appelé produit en couronne de Z/2 par Sn et
noté Z/2 oSn. On définit de même le produit en couronne Z/2 oH pour tout
sous-groupe H de Sn.

Ce produit en couronne Z/2 o Sn est bien connu des géomètres. C’est le
groupe des symétries du repère cartésien orthonormal de dimension n. Il est
appelé groupe hyper-octaédral et noté Bn ou [3n−2, 4]. On pourra consulter
[CM] pour davantage de précisions.

2. Corps de nombres engendrés par un nombre de Salem. Soit
K un corps de nombres réel. Le premier problème est de déterminer sous
quelles conditions K peut être engendré par un nombre de Salem.

Par définition des nombres de Salem, K doit nécessairement être une
extension de Q de degré pair égal à 2n supérieur ou égal à 4 et admettre
2n− 2 corps conjugués complexes.

Nous allons prouver le résultat suivant :

Théorème 1. Soit K un corps de nombres réel de degré 2n, dont le
groupe des unités est de rang n et de clôture galoisienne L. Notons θ1 un
générateur de K et θ1, . . . , θ2n les conjugués de θ1 (θ1, θ2 ∈ R, θi ∈ C \ R
pour i = 3, 4, . . . , 2n). Le corps de nombres K est engendré par un nombre de
Salem si et seulement si , en ordonnant les conjugués de la manière suivante :

x1 = θ1, x2 = θ2, x3 = θ3, x4 = θ3, . . . , x2n−1 = θ2n−1, x2n = θ2n−1,

le groupe de Galois Gal(L/Q) est inclus dans Z/2 o Sn.

P r e u v e. Montrons tout d’abord que si K est engendré par un nombre
de Salem alors Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn.

Fixons les notations. Notons τ un nombre de Salem engendrant K et
τ1 = τ, τ2, . . . , τ2n ses conjugués tels que τ2 = 1/τ , τ2i−1 ∈ C \ R et τ2i =
τ2i−1 = 1/τ2i−1 pour tout i = 2, 3, . . . , n. Considérons alors σ ∈ Gal(L/Q).
Pour tout i = 1, . . . , n,

σ(τ2i−1)σ(τ2i) = σ(τ2i−1τ2i) = σ(1) = 1.
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Ainsi, si σ(τ2i−1) = τ2k−1 (k ∈ {1, . . . , n}), σ(τ2i) = 1/τ2k−1 = τ2k et si
σ(τ2i−1) = τ2k, σ(τ2i) = τ2k−1. Par suite, σ ∈ StabS2n(Pn) = Z/2 o Sn et
donc Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn.

Montrons maintenant la réciproque. Elle utilise le lemme suivant.

Lemme 1. En conservant les notations du théorème 1, si Gal(L/Q) est
inclus dans Z/2 o Sn alors Q(θ2k−1) = Q(θ2k) pour tout k ∈ {1, . . . , n}.

P r e u v e. Soit k un entier appartenant à {1, . . . , n}. Notons G =
Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn et H le sous-groupe de G qui fixe le sous-corps
Q(θ2k−1, θ2k) de L. Comme G est un sous-groupe transitif de S2n puisque
le polynôme minimal de θ1 sur Q est irréductible, il existe 2n éléments dis-
tincts de G, σ1, . . . , σ2n, tels que σi(θ2k−1) = θi pour tout i = 1, . . . , 2n. Ces
2n éléments de G constituent un système de représentants de G/H.

En effet, si σ−1
i σj ∈ H pour i 6= j alors σ−1

i σj(θ2k−1) = θ2k−1 soit
σi(θ2k−1) = σj(θ2k−1) ou encore θi = θj , d’où la contradiction puisque les
θi sont les conjugués de θ1. Ainsi, les classes des σi dans G/H sont toutes
distinctes.

De plus, Card(G/H) ≤ 2n. En effet, dans le cas contraire, il existerait
deux éléments σ̃ et σ̃′ de G/H dont les représentants σ et σ′ vérifieraient
σ(θ2k−1) = σ′(θ2k−1). Mais comme σ et σ′ appartiennent à G ⊂ Z/2 o Sn,
on aurait également σ(θ2k) = σ′(θ2k) et ainsi σ−1σ′ serait dans H, d’où la
contradiction.

Ainsi, [Q(θ2k−1, θ2k) : Q] = 2n et comme [Q(θ2k−1) : Q] = [Q(θ2k) : Q]
= 2n, on en déduit Q(θ2k−1, θ2k) = Q(θ2k−1) = Q(θ2k).

Ceci achève la démonstration du lemme 1.

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 1. Désormais, si
F est un corps de nombres, on notera UF le groupe des unités de F , rg(UF )
son rang et EF le groupe des racines de l’unité de F .

D’après le lemme 1, K = Q(θ1) = Q(θ2), ainsi le corps K0 = Q(θ1 +
θ2, θ1θ2) est un sous-corps de K. D’une part, θ1 6∈ K0 car sinon θ1 s’écrirait
sous la forme R(θ1 + θ2, θ1θ2) (R ∈ Q[X,Y ]) et n’aurait donc qu’au plus n
conjugués distincts, et d’autre part, comme θ1 est une racine de P (X) =
X2−(θ1+θ2)X+θ1θ2 appartenant àK0[X],K est une extension quadratique
de K0 et par suite, [K0 : Q] = n. Le groupe des unités UK0 de K0 est
donc de rang < n. Plus précisement, comme les corps conjugués K(i)

0 =
Q(θ2i−1 + θ2i, θ2i−1θ2i) (i = 1, . . . , n) de K0 sont réels, K0 est totalement
réel et rg(UK0) = n− 1.

Considérons alors le morphisme de groupes

NK/K0 : UK → UK0 , ε 7→ εε′,

où ε et ε′ sont les conjugués de ε sur K0. Cette application induit par passage
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au quotient le morphisme

ÑK/K0 : UK/EK → UK0/EK0 .

En effet, NK/K0(EK) est inclus dans EK0 . On a alors la suite exacte de
Z-modules libres suivante :

0→ Ker ÑK/K0 → UK/EK → ÑK/K0(UK/EK)→ 0.

Ainsi rg(Ker ÑK/K0) = rg(UK/EK)−rg(ÑK/K0(UK/EK)) ≥ n−(n−1) = 1.
Par suite, il existe une unité ε1 de K n’appartenant pas à EK telle que
NK/K0(ε1) = ε1ε2 = ±1 (les seules racines de l’unité de K0 sont ±1 puisque
K0 est réel). En fait,NK/K0(ε1) = 1. En effet, soit σ ∈ G = Gal(L/Q) tel que
σ(θ1) = θ3. Comme G ⊂ Z/2 o Sn, σ(θ2) = θ4 = θ3 et donc σ(NK/K0(ε1)) =
σ(ε1)σ(ε2) = σ(ε1)σ(ε1) > 0. Par conséquent, comme σ(NK/K0(ε1)) = ±1,
σ(NK/K0(ε1)) = 1 et donc NK/K0(ε1) = 1.

Considérons alors le polynôme r ∈ Q[X] tel que ε1 = r(θ1). Les conjugués
de ε1 sur Q sont alors r(θ1), . . . , r(θ2n).

Nous allons maintenant voir que ±r(θ1) ou ±1/r(θ1) est un nombre de
Salem qui engendre K.

Puisque G est un sous-groupe transitif de S2n, il existe σi ∈ G tel que
σi(θ1) = θ2i−1 pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Comme de plus, σi appartient à
Z/2 o Sn, σi(θ2) = θ2i. On a alors

σi(ε1ε2) = σi(1) = 1 = σi(r(θ1)r(θ2)) = r(θ2i−1)r(θ2i).

De plus, comme r(θ2i) = r(θ2i−1) pour i = 2, 3, . . . , n, r(θi) est un nombre
complexe non réel de module 1 pour tout i = 3, 4, . . . , 2n. Enfin, les con-
jugués de r(θ1) sont tous distincts. En effet, si deux conjugués étaient égaux,
comme r(θi) ∈ C \ R pour tout i = 3, 4, . . . , 2n, on aurait nécessairement
r(θ1) = r(θ2) et donc ε1 = ε2, d’où la contradiction.

Finalement, r(θ1) est un entier algébrique réel admettant pour conjugués
r(θ2) = 1/r(θ1) et 2n − 2 conjugués complexes non réels tous distincts de
module 1. Ainsi, ±r(θ1) ou ±1/r(θ1) est un nombre de Salem qui engendre
K. Ceci achève le démonstration du théorème 1.

Remarque 1. On peut déterminer de manière relativement explicite un
nombre de Salem qui engendre K. En effet, on montre avec les mêmes argu-
ments que ceux utilisés ci-dessus que Q(θ3) contient une unité qui n’est ni
réelle ni imaginaire pure (un élément du noyau du morphisme N : UQ(θ3) →
UQ(θ3)∩R convient). Notons u une telle unité et u1, u2, u3 = u, . . . , u2n ses
conjugués. Comme u n’est ni réelle ni imaginaire pure, u/u = u3/u4 est
différent de ±1, son conjugué u1/u2 est donc lui aussi différent de ±1 et
vérifie NK/K0(u1/u2) = (u1/u2)(u2/u1) = 1. Comme on vient de le voir,
±u1/u2 ou ±u2/u1 est alors un nombre de Salem qui engendre K.
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Corollaire 1. En conservant les notations du théorème 1 et en notant
π1, . . . , πk un système de représentants de S2n/(Z/2 o Sn), si θ1θ2 + θ3θ4 +
. . .+ θ2n−1θ2n appartient à Z et n’est pas une racine multiple du polynôme

Q(S2n,Z/2oSn)(X) =
k∏

i=1

(X − πi(Pn(θ1, . . . , θ2n)))

alors Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn et K = Q(θ1) est engendré par un nombre de
Salem.

P r e u v e. On raisonne comme Stauduhar [S]. Si Pn(θ1, . . . , θ2n) appar-
tient à Z alors Pn(θ1, . . . , θ2n) est fixé par tous les éléments de Gal(L/Q). Si
de plus Pn(θ1, . . . , θ2n) n’est pas une racine multiple de Q(S2n,Z/2oSn) alors
seuls les éléments de Z/2 o Sn fixent Pn(θ1, . . . , θ2n) et donc Gal(L/Q) est
inclus dans Z/2 o Sn. Par suite, d’après le théorème 1, K est engendré par
un nombre de Salem.

Remarque 2. Si Pn(θ1, . . . , θ2n) est une racine multiple de Q(S2n,Z/2oSn),
on peut effectuer une transformation de Tschirnhaus. Plus précisément, on
considère un polynôme h ∈ Z[X] tel que

Q(θ1, . . . , θ2n) = Q(h(θ1), . . . , h(θ2n))

et tel que le polynôme

R(S2n,Z/2oSn)(X) =
k∏

i=1

(X − πi(Pn(h(θ1)), . . . , Pn(h(θ2n))))

n’ait pas de racines multiples. Un tel polynôme existe (voir [G]), la plupart
des polynômes vérifient ces conditions.

Dans ce cas, si h(θ1)h(θ2)+. . .+h(θ2n−1)h(θ2n) appartient à Z, Gal(L/Q)
est inclus dans Z/2 o Sn et K est engendré par un nombre de Salem, sinon
Gal(L/Q) n’est pas inclus dans Z/2 o Sn.

Corollaire 2. Soit K un corps de nombres réel de degré 4 dont le
groupe des unités est de rang 2. Notons θ un générateur de K et θ1 =
θ, θ2, θ3, θ4 = θ3 ses conjugués. Le corps de nombres K est engendré par un
nombre de Salem si et seulement si θ1θ2 + θ3θ4 ∈ Z.

P r e u v e. Notons L la clôture galoisienne de K. D’après le corollaire 1,
si θ1θ2 + θ3θ4 ∈ Z et n’est pas une racine multiple du polynôme

Q(S4,Z/2oS2)(X) = (X− (θ1θ2 + θ3θ4))(X− (θ1θ3 + θ2θ4))(X− (θ1θ4 + θ2θ4))

alors Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o S2 et K est engendré par un nombre de Salem.
Mais comme θ1θ3 + θ2θ4 = θ1θ4 + θ2θ3 et comme θ1θ2 + θ3θ4 est réel,

si θ1θ2 + θ3θ4 était une racine multiple de Q(S4,Z/2oS2), on aurait θ1θ3 +
θ2θ4 = θ1θ4 + θ2θ3. Mais ceci equivaut à (θ1 − θ2)(θ3 − θ4) = 0, d’où la
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contradiction puisque les θi sont tous distincts. Ceci achève la démonstration
du corollaire 2.

Exemples. Dans les exemples qui suivent, on considère un corps de
nombres réel K = Q(θ) de degré 2n, dont le groupe des unités est de rang
n et de clôture galoisienne L vérifiant Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn. D’après le
théorème 1, K est engendré par un nombre de Salem.

On note θ′ l’un des conjugués non réels de θ et dans chacun des exemples
suivants, on donne :

1. Le polynôme minimal P de θ.
2. Le groupe de Galois Gal(L/Q).
3. Une unité u de Q(θ′) ni réelle ni imaginaire pure.
4. Le polynôme minimal S d’un nombre de Salem engendrant K. Il est

obtenu en considérant le polynôme S1(X) =
∏n
i=1(X − u2i−1/u2i)(X −

u2i/u2i−1) (où les ui sont les conjugués de u sur Q) (ou S1(−X) dans le cas
où S1 est le polynôme minimal de l’opposé d’un nombre de Salem) ou plus
simplement en considérant le polynôme S2(X) =

∏2n
i=1(X−ui) (ou S2(−X)

pour les mêmes raisons que ci-dessus) dans le cas où u est déjà de norme
complexe égale à 1.

5. Une valeur approchée du nombre de Salem τ qui engendre K.

Remarque 3. Les calculs sont effectués avec Pari [P] et les polynômes
considérés sont ou bien présents dans la littérature (cf. [O]) ou bien cons-
truits à l’aide d’une méthode qu’on exposera dans un prochain article.
D’autre part, les notations utilisées pour les groupes sont celles de Butler et
McKay [Bu].

P (X) = X6 − 3X5 + 5X4 − 5X3 +X2 +X − 1
Gal(L/Q) = T6
u = θ′

S(X) = X6 − 5X5 + 9X4 − 11X3 + 9X2 − 5X + 1
τ = 2,9024421609

P (X) = X6 − 3X5 + 3X4 +X3 − 3X2 + 3X − 1
Gal(L/Q) = T6
u = θ′

S(X) = X6 − 3X5 + 3X4 − 3X3 + 3X2 − 3X + 1
τ = 2,0424905339

P (X) = X6 − 3X5 + 7X4 − 9X3 + 7X2 − 3X − 1
Gal(L/Q) = T6
u = θ′

S(X) = X6 − 9X5 + 23X4 − 31X3 + 23X2 − 9X + 1
τ = 5,8788150324

P (X) = X6 − 3X2 − 1
Gal(L/Q) = T4
u = θ′4 − θ′3 + θ′2 − 2θ′
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S(X) = X6 − 12X5 + 15X4 − 16X3 + 15X2 − 12X + 1
τ = 10,7297494343

P (X) = X6 − 3X5 + 6X4 − 7X3 + 2X2 +X − 4
Gal(L/Q) = T8
u = θ′3 + θ′ + 1
S(X) = X6 − 219X5 − 214X4 − 52X3 − 214X2 − 219X + 1
τ = 219,9739373551

P (X) = X8 + 4X6 + 2X4 − 3X2 − 1
Gal(L/Q) = T44 = Z/2 o S4
u = 8θ′7 − 7θ′6 + 38θ′5 − 33θ′4 + 45θ′3 − 39θ′2 + 11θ′ − 10
S(X) = X8 − 126X7 + 204X6 + 86X5 − 346X4 + 86X3 + 204X2 − 126X + 1
τ = 124,3541421240

P (X) = X8 + 5X6 + 5X4 − 5X2 − 5
Gal(L/Q) = T27 = Z/2 o Z/4
u = θ′5 + θ′4 + 3θ′3 + 3θ′2 + θ′ + 1
S(X) = X8 − 8X7 − 12X6 − 16X5 − 10X4 − 16X3 − 12X2 − 8X + 1
τ = 9,4610760104

P (X) = X10 + 6X8 + 10X6 +X4 − 6X2 − 1
Gal(L/Q) = T8 ⊂ Z/2 o Z/5
u = θ′9 + 6θ′7 − θ′6 + 11θ′5 − 5θ′4 + 6θ′3 − 7θ′2 − 2
S(X) = X10 − 18X9 − 15X8 + 14X6 + 4X5 + 14X4 − 15X2 − 18X + 1
τ = 18,7959000528

P (X) = X12 + 6X10 + 7X8 − 12X6 − 21X4 − 9X2 − 1
Gal(L/Q) = Z/2 o T6
u = θ′10 + 5θ′8 + 2θ′6 + θ′5 − 16θ′4 + 4θ′3 − 13θ′2 + 3θ′ − 2
S(X) = X12 − 30X11 + 22X10 − 6X9 − 17X8 + 4X7 − 12X6 + 4X5 − 17X4 − 6X3

+ 22X2 − 30X + 1
τ = 29,2556933446

P (X) = X14 + 15X12 + 90X10 + 275X8 + 448X6 + 365X4 + 114X2 − 1
Gal(L/Q) = Z/2 o S7
u = 43θ′13−4θ′12 +647θ′11−60θ′10 +3896θ′9−360θ′8 +11955θ′7−1101θ′6 +19579θ′5

− 1800θ′4 + 16078θ′3 − 1480θ′2 + 5119θ′ − 473
S(X) = X14 − 970X13 − 1485X12 − 1148X11 − 559X10 + 714X9 + 2043X8

+ 2680X7 + 2043X6 + 714X5 − 559X4 − 1148X3 − 1485X2 − 970X + 1
τ = 971,5297341716

3. Corps de nombres engendrés par un nombre réciproque. Plus
généralement, on peut se demander à quelles conditions un corps de nombres
peut être engendré par un nombre réciproque. Nous donnons ici une réponse
à cette question dans le cas des corps de nombres non totalement complexes.

Théorème 2. Soit K un corps de nombres de degré 2n, de clôture ga-
loisienne L et dont le groupe des unités a un rang ≥ n. Le corps de nombres
K est engendré par un nombre réciproque si et seulement si Gal(L/Q) ⊂
Z/2 o Sn.
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P r e u v e. On montre comme dans le cas des nombres de Salem que si
K est engendré par un nombre réciproque alors Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn.

On suppose maintenant que Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn. Notons θ1 un géné-
rateur de K, θ1, . . . , θ2n ses conjugués (ordonnés de telle sorte que pour cet
ordre Gal(L/Q) ⊂ Z/2 o Sn) et supposons d’abord K réel.

D’après la proposition 1, K est alors engendré par un nombre de Pisot
que l’on peut choisir unité de K. Notons u cette unité et u1 = u, u2, . . . , u2n

ses conjugués sur Q. D’après le lemme 1, Q(θ1) = Q(θ2), u2 est donc une
unité de Q(θ1) et ainsi u1/u2 est un entier algébrique appartenant à K.
D’autre part, Gal(L/Q) étant inclus dans Z/2 o Sn, les conjugués de u1/u2

sont u1/u2, u2/u1, u3/u4, . . . , u2n−1/u2n, u2n/u2n−1.
Il nous reste donc à voir que u1/u2 engendre K et ainsi K sera engendré

par un nombre réciproque. Pour cela, montrons que les conjugués de u1/u2

sont tous distincts. Supposons que u1/u2 n’engendre pas K. Il existe alors
2 entiers j et k (j = k ± 1) tels que u1/u2 = uj/uk et donc tels que u1uk =
u2uj . Considérons alors le polynôme

S(X) =
∏

1≤i<j≤2n

(X − uiuj)

et appelons R le polynôme minimal de u1uk. Comme u1uk = u2uj , u1uk
est une racine double de S et donc R2 divise S. D’autre part, R admet
au moins une racine de module supérieur ou égal à 1, donc S admet une
racine de module supérieur ou égal à 1 qui est double. Mais comme u1 est
un nombre de Pisot, les racines de S de module supérieur ou égal à 1 sont
nécessairement de la forme u1uj avec j ∈ {2, 3, . . . , 2n}. Il existe donc deux
entiers j et j′ distincts tels que u1uj = u1uj′ et donc tels que uj = uj′ . D’où
la contradiction et donc les conjugués de u1/u2 sur K sont tous distincts.
Finalement, u1/u2 engendre K et par suite, si K est réel, K est engendré
par un nombre réciproque.

Si K n’est pas réel, comme K n’est pas totalement complexe, l’un des
corps conjugués Ki de K est réel. On montre alors comme on vient de
le faire que Ki est engendré par un nombre réciproque et par suite K est
également engendré par un nombre réciproque. Ceci achève la démonstration
du théorème 2.

Je remercie très chaleureusement Mesdames Marie-José Bertin et Odile
Lecacheux pour leur précieuse collaboration.
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