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It follows that there exists an integer & with
m+l <k <m+n(3+n/x)

(consequently satisfying (2.5)) and a sequence ¢—0 for which %, = k.
For this sequence we get by (4.13) and by the estimation

o (4 k) IR @1(_‘ (log T)O‘B)
- [Qo Ik 1p18log Tflogs T

e ( 10 logT)
S W Ty

the inequality

log T

(4.14) 8i(e) > Ti2e ("'5310g“'gff) ,
which yields on letting ¢ tend to zero

logT'
(4.15) §i. > e, (-~5310 ggg T) .
(4.15) and (3.3) give for T' sufficiently large

logT

e, (—

(4.16) Iy > T”el( 5310g2 T) .

This and the first inequality (2.7) together with (2.8) prove (1.19),
(1.20) follows on an analogous way (one has to use (1.18) at (4.12) and
then properly.change the relations (4.13)-(4.16)).
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Uber die Irreduzibilitit gewisser Polynome
von

I. Serms (Budapest)

In der Literatur begegnen wir uns oft mit der Irreduzibilitéit alge-
braischer Polynome von der Form

S(z) = F(R(w)) .

wobei F'(2) ein irreduzibles Polynom  mit ganzen rationalen Koeffizienten
und # = E(«) ein Polynom mit ebenfalls ganzen rationalen Koeffizienten
bedeutet.

Der Verfasser hat sich schon in seinen fritheren Arbeiten [8], [9]
mit der Irreduzibilitit von Polynomen eines gewissen Typs beschiftigt;
aly irreduzibles Polynom F(z) nahm er ein beliebiges n-tes Kreisteilungs-
polynom Fyu(2), in welches er das Polynom

mn
(1) ¢ =R(@) = [ [ @0—aQ(0) = P(2)Q ()
f=1
substituierte, wo @, < @, < .. < am ganze rationale Zahlen bedeuteten
und die Koeffizienten des Polynoms

Q@) =z#+bos14... 4+ b,

ganze rationale Zahlen waren; der Grad von Q(z) war kleiner als m.

Der Beweis der Irreduzibilitét von Polynomen dieses Typs ergab
die TLésung einer Verallgemeinerung eines Problems von I. Schur, [6], [3].
Fir n =2 und @(x) =1 ergab sich die Irreduzibilitit des Polynoms

m
8,(@) = Spd@) = [ [ (0—ag)™ +1.
k=1
Es waren dabei nur einige Ausnahmen. ‘
Im Falle M =0 ist das Polynom 8,(z) fir spezielle gegebene
{0y, 0y, ag, as} reduzibel iiber dem Kérper K, (W. Fliigel [3]).
Irreduzibilitit ohne Ausnahme ergab- sich in den Fillen M > 1.
(W. Fliugel [4]). Fiix M =1, M =2 kann der Beweis in dem Buche von
G. Pélya und G. Szegd [5] gefunden werden.
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Pitr M = 3 konnen wir den Nachweis in dem Artikel von A. Brauer,
R. Brauer und H. Hopf [1] finden. .
Fiir M >4 gelang es zum ersten Male dem Verfasser einen Beweis

zu finden.
Mit dem Beweis des obenerwihnten Satzes gab der Verfasser auch

fiir den Fall der allgemeinen Kreisteilungspolynome, d.h. fiir

FM(P(m)) == Su(®),
(P (w) =n(w~ak); m=1,2,..)
k=1

in seinem Artikel [8] zusammen mit seiner ergéinzenden Arbeit [9] einen
Beweis. Er wies auf einen Ausnahmefall hin und zwar auf den Fall des
Kreisteilungspolynoms Fy,(2), wo an die Stelle von z das Polynom P(x)
= (#—a,) (@ — a,) (¢— a;) mit drei aufeinanderfolgenden ganzen rationalen
Zahlen a,, a;, a; eingesetzt wurde. Genau denselben Ausnahmefall gaben
fiir den Fall der quadratischen Korper H. L. Dorwart und O. Ore [2] an.

Der obenerwihnte Artikel [8] des Verfassers enthélt auch den Beweis
der Irreduzibilitit folgender allgemeinerer Polynome. Bei der passender
Auswahl des Polynoms @ (w) braucht nicht verlangt zu werden, daB in

dem Augdruck 2z = H (2—ay)Q(x) die Faktoren z—a; alle mit dem
Exponenten Eins vorkommen gollen. Fiir R(x) ist die Gestalt

m

R@) = [ [ (0= 0)Q(®@) = (0—a) (26— ;)" ... (2 — am)™ Qs ()

k=1

zuléissig, wobel ax>1 (k =1,2,.., m; m > 6), @,(w) ein Polynom mit

dem hochsten Koeffizienten Eins und

D ap+Grad@y(@) < 2m

k=1

ist. Natiirlich umfasst die in (1) erwidhnte Wahl des Polynoms @(x) noch
allgemeinere Irreduzibilitétsfdlle.

Der Verfasser hat in seinem Artikel [8] mit Hilfe eines Satzes von
A. V. Capelli [10] und eines sich auf die Einheiten von Kreisteilungs-
korpern beziehenden Satzes von L. Kronecker [4] auch gezeigt, dag
das Polynom

T(@) = [ ] (2 a3)— exriim

k=1

(fir n #12, n > 2)

iber dem n-ten Kreisteﬂungskbrper K, irreduzibel ist.

icm°
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Endlich ergab sich fiir den Fall m >
Polynoms

6 die Irreduzibilitit des

m

U(e) = [ ] (2—a2) @ (@) — e2rin

k=1
iiber den 7-ten Kreisteilungskérper K, (mit der Angabe des Polynoms

R(2) = [[(@— @)@ («) unter den Bedingungen des Ausdrucks (1)).
A 1))

Bei dem Polynom H (v—ax)@(#) in (1) war der Grad von Q()

kleiner als Grad H (o— az).
Betrachten mr den Fall, in dem

Grad n(w—ak) =m

k=1
igt. Genauer, wir beweisen den folgenden
Sarz I. Es seien die ganzen rationalen Zahlen

Grad@(z) =

B<Gp< ... <am (m>D>h),
das n-te Kreisteilungspolynom Fu(z) und das Polynom
Q@) = am +byam—1 L .. + by,

wobei die Koeffizienten b,, ...,
Das Polynom

(my < m)

bm, ganze rationale Zahlen sind, gegeben.

[ w)n(w "’k]

ist entweder irreduzibel iber dem Korper der rationalen Zahlen, oder ist
das Produkt von zwei iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduziblen
Polynomen von gleichem Grade.

Bs besteht weiter der folgende

SAaxz Ia. Unter den Bedingungen des Saizes 1. ist das Polynom

Snm(®) =

Toml®@) = Q@) [ [ (90— az)— e2mitn

k=1

entweder irreduzibel iber dem n-ten Kreisteilungskirper oder ist das Pro-
dult zweier iiber dem n-ten Kreisteilungskorper irreduzibler gleichgradiger
Polynome.

Betrachten wir die Zerlegung in Faktoren des Polynoms

Buu(@) =Fa(Q(@) [ [ (2—au)
e=1

iiber dem #-ten Kreisteﬂungskéirper K,, wo nfr und Grad Q(a) = u < m.
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Wir beweisen den folgenden
Sarz II. Es seien oy < @y < ... < am (m=6) ganze rationale Zahlen.

Q(2) =+ byt 4.+ b, ,

wobei die Koeffizienten by, ..., b, ganze rationale Zahlen sind, u = GrgdQ(z) <

m. Das Polynom
m

Q ((L‘) H ( r— a/lc) — g2mifn

k=1

ist irreduzibel nicht nur dber dem n-ten Kreisteilungskirper sondern auch
iiber dem v-ten Kreisteilungskorper Ky, wobei

EK,.D K, .

Weiter haben wir den folgenden
Sarz IIT. Unter den Bedingungen des Satzes IL. ist das Polynom

m
Soule) = Il Jlo—aQ ()],

wobei Fu(2) das n-te Kreisteilungspolynom ist, dber dem Korper Ky irre-
duzibel, wo Ky der r*-te Kreisteilungskorper mit der Bedingung (r*, n) =1
bedeutet.

Wir werden fiir die Beweise der angefiihrten Sitze gewisse Hilfs-
sitze notig haben.

Hrurssarz I. (Satz von L. Kronecker [4]). Die Einheiten des s-ten
Kreisteilungskorpers K, haben die Qestalt

P =en,

wo & eine reelle Binheit aus dem Korper Ky, 1 eine ganze rationale Zahl
und n eine Hinheitswurzel ist und 2war

1) 5 =¢*s, wenn s eine Primeahlpolens,

2) n = e™ilB, wenn s eine gerade Zahl, dooh keine Primeahlpotens,

3) n = e™its, wenn s eine ungerade Zahl, doch keine Primeahlpotens ist.

Hrrssarz I1. (Spezialfall des Oapelli'schen Satzes [10]): Hs seien
Fy(2) das s-te Kreisieilungspolynom und ¢ = R () ein Polynom mit ganzen
- rationalen Koeffizienten. Das Polynom

8(z) =Fy(R(a))

ist dann und nur dann irreduzibel iber dem Kdirper der rationalen Zahlen,

wenn das Polynom R(w)— e iiber dem s-ien Kreisteilungskorper irre-
duzibel ist,
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Hrupssarz IXL. Die Koeffizienten des Polynoms b(x) seten ganze Zah-
len aus dem n-ten Kreisteilungskorper K,. Sind die Zahlen ax und a
ganz-rational wnd sind b(ax) wnd b(a;) Binkeiten aus dem Korper Kn;
gilt ferner |ax—ay| > 2, so haben die Vekioren b(ay) und b{a;) gleiche, oder
entgegensetate Richtunygen.

Beweis. Nach dem Hijlfssatz I. 1a8t sich
blar) = meer,  blam) = ga
setzen, wobei g, m Binheitswurzeln und ' e, & reelle Hinheiten (in K,)
sind. Es ist offenbar -

o~ )/ (b (ax)— b (a2)) ,
d.h. '

(0r— ar) (e ex—mer) ,

woraus man nach einer kleiner Umformung, die Beziehung

(3) (0p— )| (erer " — i 1)
erhalt.
Die Beziehymg in der konjugiert komplexen Form geschrieben lautet:
(4) (on— an)/(erer — ™) .
Durch Subtraktion von (3) aus (4) bekommen wir
(5) (a— an)|(mempi" — i )
und
(6) la— /| mpemi " — i ] -

Mit anderen Worten: Ist die Summe

e = A0,

80 ist ihr absoluter Betrag < 2.
Dasselbe gilt fiir alle Konjugierten, wogegen fiir die linke Seite von (6)

Iak-— a;{ =3
gilt. Durch Normbildung (iiber dem rationalen Korper) entsteht
(7) | (ar— ) || N (o™ — mic”" )| -

Das ist ein Widerspruch, wenn N (x5 *— 7" ) # 0.
Der Widerspruch wird nicht entstehen, wenn
(8) = Etm.

Die Vektoren b(ay) und b(a) sind in diesem Falle unter einander parallel
(oder entgegengesetzt gerichtet).
Acta Arithmetica VIIT 22
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Bs gilt noch der folgende
HirpssaTz IV, Es seion a; < @y < ... < am (m = 6) gange rationalen
Zahlen und b(x) ein Polynom mit gangen Koeffizienten aus dem n-ten
Kreisteilungskorper Ky. Sind die Zahlen b(ag) fér k=1,2,..,m Hin-
heiten aus Ky, so sind die Veltoren b(ay) parallel.

Beweis.

2<ay— Oy < Ug— Oy <. < Um0y .

Hieraus und aus dem Hilfssatze III. folgt: die Yektoren b(ar) sind mit
der Rinheit b(a,) parallel (fix % =4, 5, ..., m). Ahnlicherweise, wegen

(9) 2<U—0y, 2<a—a

sind die Vektoren b(as), b(a,) und b(ag), b(a) unter einander und nach
den Obigen mit dem Vektor b(a,) parallel.

Nachbemerkung. Alle oben vorkommenden REinheiten haben nach
Hilfssatz 1. und IV. die folgende Gestalt:
(10) b(ak)=:|:8k'l’]1, k==1,2,...,m>6,
wobei &, ei_r;e reelle Binheit und #, eine Einheitswurzel ist.

HiLrssa1z V. Das Polynom von folgender Gestalt:

) R(a) — e2mitin

wo R(x) ein reelles Polynom und e eine (komplewe) Hinheitswurzel
ist, hat keinen reellen Polynomieiler.

Beweig. Ist das reelle Polynom ¢(x) ein Teiler von R (x)— ¢,
80 geht das reelle Polynom g() in R () nicht auf, und wenn wir die Di-
vision von R(«) durch ¢(x) durchfithren, so erhalten wir

E{z) =g(a)W (2)+7(2) .
Die hier aunfgesechriebene Polynome haben alle reelle Koeffizienten und
es ist offenbar, daB Grad(r(z)) < Grad(g(w)) ist. Binerseits ist R(a)—
— ¢nilin = o (mod g (a)), andererseits
R (@) — ¢inilin = 1 (@) — ¢?rilin = 0 (mod. g (@) .
Die letzte Kongruenz kann aber nicht bestehen, da die Koeffizienten
von 7(z) reell sind und e**¥n eine komplexe Zahl ist, und die Bezeihung

Grad (r (@) — e2™n) < Grad g (o)
gilt.

Beweis des Batzes I. Nehmen wir an, daB das Polynom

Spm(®0) = o[ Q () ,,” (o—ar)]
o]

icm°®
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iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel ist. In diesem Falle
igt laut Hilfssatz II. das Polynom

17((,0) = Q (w) H (w_ ay)— e2miln

fe=1

reduzibel iiber Ky:

(11) T(z) =Q (=) ”(m-—ak)__@zmm = g(x)h(x) .
k=1

Ohne Binschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB g (=)
ein Polynomfaktor von T'(x) kleinsten Grades mit dem hochsten Koeffi-
zienten 1 igt.

Dag Polynom T'(z) hat auch den hochsten Koeffizienten 1 und die
ibrigen Koeffizienten sind ganze Zahlen aus dem Kérper K,, infolge
dessen sind die Koeffizienten von g(#) und k() ganze Zahlen aus dem
Korper K. Nun behaupten wir, dall die Annahme

(12) 0 < Gradg(z) <m

su einem Widerspruch fiihrt. Die Zahlen g(ax) (k=1,2,..., m) sind
Binheiten aus dem Kreisteilungskoérper Ko,.
Néamlich nach (11)
9(@)h(ag) =~ eorie

und g¢(ax), h(ax) sind ganze Zahlen und e~ ist eine n-te Binheitswurzel.
Nach der Bemerkung des Hilfssatzes IV. haben die Zahlen g(az)
folgende Gestalt

g(ax) = Eexm

Das Polynom g (w) erfiillt némlich die Bedingungen des Hilfssatzes IV.
Mit Hilfe der Lagrange’schen Interpolationsformel bekommen wir fiir

(*=1,2,..,m (>6)).

PR
K pwss g
g(@) =, e P (ak)_(w_"‘ak) N1 Ly1a(®)

vl
wo Py(w) = [] (w—ay) und Lyiy(w) ein Polynom. mit reellen Koeffizienten
und y der &rtxd von ¢ (w) ist.

Da wir angenommen haben, da das Polynom g(z) den hochsten
Koeffizienten 1 hat, so ist #, = £1.
Auch g{(w) ist ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Das ergibt
nach dem Hilfssatz V. einen Widerspruch.
Die Ursache des Widerspruchs ist, daB wir dei Grad des irreduziblen
Faktors g(w) von T (x) grofer als 0 und Kleiner als m angenommen haben.
22%


GUEST


328 I. Seres

Dieser Widerspruch verschwindet, wenn

1) g(x) gleich einer Konstanten ist, dann ist Z'(#) irreduzibel iiber K,;
dies gilt fiir jedes Konjugierte von T'(x) und nach dem Hilfssatz IT. gilt
auch fir

m
Suml@) =Fal k[] (2— )@ ()]

iiber dem rationalen Zahlkdrper.

2) (Die zweite Moglichkeit):

Gradg(») = m = Gradh(w)

ist. Ahnliches gilt auch fiir S, m(z). Damit ist der Satz I. bewiesen.
Nachbemerkungen,
1) Der Verfasser hatte bewiesen [9], dal das Polynom

m
7 ﬂ (@—az)) = Su(®)
=]
dber dem rationalen Zahlkorper irreduzibel ist, falls die Anzahl (m) der
gegebenen rationalen Zahlen (ax) nicht kleiner als B ist.
Der Beweis dieser Behauptung ist, wie folgt:
A) Nach dem Hilfssatz II. ist die Reduzibilitdt von Sp(x) fiquivalent
(@ (%) =1) mit der Reduzibilitit von

kg

T(a) = [ [ (0—a) — it

k=1
d.h. mit der Moglichkeit der Zerlegung
(13) T(@) =g(z)h(z) Ky,

wo der Grad des irreduziblen Polynoms g(x) kleiner als m ist. Die Giil-
tigkeit der Annahme 0 < Gradg(s) <m (m > 6) gestattet jedoch eine
solche Zerlegung in Faktoren nicht.

Im Falle m =5 hat ein Faktor g(2) von T'(x) den Grad <2. Nach
geeigneter Wahl der Interpolationsknotenpunkte kénnen wir dag Poly-
nom g¢(x) konstruieren. Némlich, wegen

{iber

Oy tty > @y— @y > 2

werden die Vektoren g(a,), g(a;), g(a,) nach der Bemerkung zum Hilfg-
satz IV. parallel:

9la) =&, glas) = ey,
und das Polynom g(2) = o, L(a).

glay) = Legn,

icm
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Hier ist die Beziehung 7, = £1 auch notwendig, wenn das Poly-
nom ¢(x) den hochsten Koeffizienten Eins besitzt. Nach Hilfssatz V.
ist ein solcher Polynomfaktor nicht zulissig.

B) Nun untersuchen wir die Zerlegung des Polynoms

Fn(ﬁ(m——ak)) ,

k=1

m
wenn die Anzahl der Faktoren von [](x— ay) Kleiner als 5 ist. Zu die-
k=1
sem Zwecke haben wir eine Erginzung des Hilfssatzes III. notig.
HriurssArz III. A. Es seien die Koeffizienten des Polynoms b(x) ganze
Zahlen aus dem n-ten Kreisteilungskirper K. Sind die Zahlen ay und a
ganz rational und sind b(ay) und b(a) Binheiten, gilt ferner |ap—a| =2,
so gilt fir die Vektoren b(ay) und b(a) der folgende Zusammenhang
b(ag) = b (a) ,

wo die Zahl a ganz rational ist.

Beweis. Nach der Beziehung (7) von Hilfssatz III. erhalten wir
(7) | N (o — )| = N @)\ N (e — " )|
d.h.
(1) N (2) =2'/|N (qeni” = mic” )| -
Es gibt zwei Moglichkeiten:

Die erste Moglichkeiten erhalten wir im Falle

2N\ (g — i ma)| <

Diese Teilbarkeit ist nur dann moglich, wenn
(14) N(meni”—nic m) =0.
Das bedeutet, da8 n = Lmn.
Die zweite Moglichkeit bekommen wir im Falle

N @)\ (™~ ie )| =N (2) -
Die Beziehung
N(2) = | ¥ (qeni* =i )]
gilt dann und nur dann, wenn der Betrag von 7z '— it gleich dem
Betrag seiner Konjugierten und =2 ist:
i — e | =2 .
Es gilt noch die Beziehung

|+~ | =2 .
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Diese zwei Gleichungen bedeuten, daf die drei Vektoren 7,7y Y~
wnd ney— 7 e auf einer Geraden liegen. .
Endlich erhalten wir
=,
mit anderen Worten .
N = =Um .
Damit ist der Hilfssatz III. A. bewiesen.
Nun setzen wir die Untersuchung der Zerlegung des Polynoms
m
F"(r (m—ak)),
k=1
WO a, < @, < @y <@, ganze rationale Zahlen mit méglichst kleinsten
absoluten Betréigen sind, fort.

Es seien wieder Fn(2) das n-te Kreisteilungspolynom und m = 4,3, 2
oder 1.

(Die Annahme, da8 die Zahlen a; moglichst kleinste Betréige haben
sollen, bedeutet keine Rinschrinkung. Durch Ersetzen von a, durch
ar+a erreichen wir die moglichst kleinsten Zahlen, wobei a eine ge-
eignete ganze rationale Zahl ist.)

Laut Hilfssatz IT. geniigt es die eventuelle Zerlegung des Polynoms

m
T(x) = n(m——ak)'«ez"“/"

k=1
zu unterguchen.

Im Falle m =4 gilt der folgende
Stz IT1,. Das Polynom

4
I_I (.'19 — “k) — g2niln
Fe=1
ist diber dem n-ten Kreisteilungskorper irreduezibel, wenn a; < ay < ag < a,
ganze rationale Zahlen sind.
Beweis. Nehmen wir an, daB das Polynom 7T(w) iiber dem Kor-
per K, reduzibel ist
T(2) = g(@)h(w),
WO g(f”)_ ein irreduzibles Polynom von kleinsten Grade, mit dem hdchsten
llioeﬂmenten 1 (und sonst mit ganzen Koeffizienten aus dem XKorper
) ist:
Gradg(v) < 2.
Wir wollen das Polynom ¢(x) mit Hile der Lagrange’schen Inter-
polationsformel herstellen. Wahlen wir zu diesem Zwecke drei Knoten-
punkte a;, a,, ar (r =2 oder 3). Die zugehorigen Funktionswerte seien

g(a), g(ag), g(ar).

icm
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Die Zahlen g(ax) (k =1,2,3,4) sind Einheiten. Laut des ersten Hilfs-
gatzes haben sgie die Form

g{ax) = exnp ,

wo nr Binheitswurzeln und e reelle Einheiten sind.
Es gibt zwei Moglichkeiten

(15) (A) ay—a, =4,
(16) (B) a—a; =3 .
Im Falle (A) unterscheiden wir drei Félle
(a) @y—ay =1, (b) ap—ay =2, () ty—ay>2.

(17) (A.a) I8t ay—ay =1, 80 ist ay—a; = (ay—a;)—(az—ay) > 41 =3.
(18) (A.b) Ist a;—a, =2, dann ist a—a, >2.

Wir erhalten nach Hilfssatz III.:
Im Falle (A.a) mit Beriicksichtigung der Ungleichungen (15) und (17)

M= M, =L (=+mn).

Im Falle (A.b) mit Beachtung der Ungleichungen (15) und (18)
erhalten wir

M= tm, NB=d>n.

Im Falle (A.c) mit Riicksichtnahme auf die Ungleichungen a,—a; > 2
und a,— a, > 2 bekommen wir

N = ﬂ\:m, M=t M-

Demzufolge kommen wir zu dem Resultat; daB die Einheiten g(a,),
g(a)) und g(a,) untereinander parallel sind (wobei » = 2 in dem Féllen
(A.a) und (A.c) 7 =3 in dem Falle (A.b) ist).

Die Interpolationsformel ergibt das Polynom

Py(w) (&)
g(m) =M “ P{tw) (o— ) ’

k=4
k=r

Py() = (0 —ay) (0— @) (@—ar) -

Der Koeffizientenvergleich. exgibt, dag n; = +1 und daf das Poly-
nom ¢(x) lauter reelle Koeffizienten hat.

Nach Hilfssatz V. gelangen wir somit zu einem Widerspruch.

‘Untersuchen wir die moglichen Fille von (B). Ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dag

=0, @=1, 6=2, a4 =3.
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Es gibt zwei Moglichkeiten:
(B.a) Gradg(x) =1,
(B.b) Gradg(z) =2.
Der Fall (B.a) ist einfach. Die Interpolationsknoten @, und a,
sind hier zu gebrauchen. Namlich
Wy— by > 2.
Nach den Hilfssitze I., IV. und V. gelangen wir zu einen Widerspruch.
Der Fall (B.b) ist ein wenig komplizierter. Nehmen wir an, da8
das Polynom g (z) = #*+Ax+B und das Polynom % (x) = a?--Ca D ist.
Es gilt folgende Identitit:
3)—g(0
g(1)—g(2)+ L0 o
Nach dem ersten Hilfssatz ist
(19) &x7a— &N+ EL@%% =0.
Die Einheiten
9(3) = eama = g(a),
§(0) = &1my = g(ay)
sind miteinander parallel, was aus der Ungleichung |a,—a,| > 2 nach dem

Hilfssiitze III. folgt. Nun haben wir die Differenz ay—a, = 2. Nach dem
Hilfssatz III. A. ist entweder

(20

(B.b.1) Norm (mym5 ' —ni ') =0,

oder

(B.b.2) Norm (nns ' — i ) =2,
Im Falle (B.b.1) ist

(21) M= ks

Nach den Beziehungen (20), (21) sind die Einheiten g{a), g(ay), g(ay)
unter einander parallel, d.h., g(z) ist ein Polynom mit reellen Koeffi-
zienten.

Nach den Hilfssétzen IV., V. bedeutet dies einen Widerspruch.
Im Falle (B.b.2) haben wir die Gleichung

(22) Ny = Pty ,

und

7y = Peatly

= £ .
Die ersten beiden Gleichungen (22) folgen nach Hilfssatz IIL. A. aus

84—, =2, bzw. a,—a, = 2, die dritte Gleichung folgt laut Flilfssata IIL.
aus ay—a, =3,
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Es gilt noch die Identitit

tl

0(a)—g(ay) + LB =0(@)
d.h. (nach Hilfssatz I.)
M2y — N3y + ZIAB‘—;M =0
und laut (22)

. . te—e
Rt gy gy — G2t g g, - ‘*—% t=0.

Dividieren wir diese Gleichung durch #,. Der reelle und der imagi-
nére Teil dieser Gleichungen sind gleich 0, d.h.

g(a) =g(a) wund g(a,) = g(a,).
Aus der letzten erhalten wir
g9(3) =g(0).

Kebren wir zu der Gleichung ¢(#) =2+ A2+ B zuriick. Bs ist
9+34+B =B, d.h. 4 =-38.

In #hnlicher Weige erhalten wir fiir den Koeffizienten von h(x)
0=-3.

Vergleichen wir die entsprechenden Koeffizienten auf den beiden
Seiten der Gleichung

#(@—1)(x—2) (0 —3) — ¥l = g (p)h(2) = (22— 32 +B)(2*— 3z +D) .

Wir erhalten
(28) B+D =2 wund BD=-—¢rin=¢,
d.h.
B=1Lyi+f und D=1FyIi+¢.
Die B und D sind ganze Zahlen und Binheiten. Hine dieser Ein-

heiten (nach (23)) hat die Gestalt 1 -+ VIFE was nach dem ersten Hilfs-
satz einen Widerspruch bedeutet; nfimlich

_2n 27 b ) _ 2%
aref==r, avo(l4§) =g, areyI+E=7, are(l+Y1+8 <.
Bine solche Einheit gibt es in dem n-ten Kreisteilungskorper nicht.
Damit ist der Fall m =4 erledigt; das Polynom

4
Fﬂ(n (m—ak)) y n>2
Foml
ist irreduzibel,
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Der Fall m =3.
garz IV. Bs seien a, < ay < ag ganze rationale Zahlen und Fu(z) das
n-te Kreistoilungspolynom; ferner sei P (@) = (#— 01)(#— a) (¥ — ay) gosetet.

Das Polynom
Fu(P ()

ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen Ky, dann und nur dann redu-
wibel, wenn @y, Gy, 0y dret aufeinander folgende ganze Zahlen sind und

n=12, dh Fyle) =c—2+1.

Noch allgemeiner ist der
SATz TV.a. Es set P(a) = (10— ay) (20— ap) (@ — az), wo @y < ay < ag ganz
rational sind. Das Polynom

T(x) = P(@w)—ertin,  (I,n) =1

ist danm und nur dann reduzibel diber dem Kirper Ky, wenn a,, ay, as drei
aufeinanderfolgende ganze rationale Zahlen sind und der Kdrper K, der
wolfte Kreisteilungskorper ist. .

Beweis von IV.a. Nach dem Hilfssatz IL. geniigt es die even-
tuelle Zerlegung des Polynoms

T (%) = P () — il

in Faktoren iiber dem Korper K, zu untersuchen.

Nehmen wir an, daB das Polynom T'(x) = (68— a,) (@ — ag) (10— a3) — e*ri"
iiber dem Korper K, reduzibel; =g (x)h(w) sei. Der Grad von g(z) ist
gleich Rins und somit sind g(z) und h(x) von der Form g(x) = u-+4,
h(z) =22+ Br+C.

Die Zahlen g(ay) sind hier auch Einheiten und sind von der Form

glar) = e (k=1,2,3),

wobei die & reelle Binheiten, und die #, Binheitswurzeln sind.
Genau zwei Fille sind moglich: ay—a, > 2, a3—a, =2 (ag—a; >1).
1) Im Falle az—a, > 2 ist das Polynom

8
T(@) = [ ] (w—ap)—exvim
k=1
itber dem Korper K, irreduzibel.
Dies folgt aus den Hilfsséitzen YIL., IV. und V. (und aus der Inter-
polationsformel fiir g(x)).

2) Bs sel gg—a; = 2. Ohne Bingchriinkung der Allgemeinheit kon-

nen wir annehmen, daf @, =—1, a, =0, a; =1 sind.
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Nach dem Hilfssatz IIT. A. haben wir die folgenden Beziehungen
fiir die Hinheiten

g(a) =en,  glag) = eqny

und zwar
(24) M= dtmi (¢=0,1,2,8).
2a) Wenn o eine gerade Zahl ist, so ist », = +7;, und die Hilfs-

siitze IV. und V. zeigen, daB die Konstruktion des reellen Polynoms
¢(z) undurchfithrbar ist.

2b) Wenn. o eine ungerade Zahl ist (a = 28-+1), dann ist

g(=1) =—1+4 =gn, ’

g(1) =144 =
und nach (24) ) fa'le

(25)

j2p+1
& m+1 =A=81”1'{2"£317“=_—51+';ﬂ Iy

Aus dieser Gleichung kénnen wir die Einheitswurzel —zn! aus-
driicken:
&y — &, 02 +1

2

—yt =
und ihre konjugiert Komplexe ist

oy 5yt
.—771 = ———2—-—— .

Setzen wir diese Grofe in die (leichung (25) ein, so erhalten wir
(25a) A =—n g(@) =z—1i .

Die Koeffizientenvergleich in den Gleichungen

und’

P () — ¢?riin = g(p—1) (@ +1) — e2mifn = g8 — p— ¢triln
=g(®h(®) = (@—) (" +Bw+0)
=0 (=74 +B) &’ + (—Bri + C)o— Oni
ergibt das Gleichungssystem:

”“0’7? _______ezm'ln .

Nach Eliminierung von B und ¢ bekommen wir
(27 —nt+ o4 6™ =0

Der absolute Betrag der Glieder —1f und. 77 ist Eins:
(27a) |—nf] = |ni| =] =1.
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Aus den Gleichungen (27) und (27a) bekommen wir, dafl die Vektoren

(] 2 2miin
=Ny Ty €

ein gleichseitiges Dreieck bilden, d.h.

(28) nﬁ = e:!:?.m'/ﬂ ezm‘/n .
Die dritte Potenz der beiden Seiten bestimmt die Beziehung
(29) LY

Setzen wir diese letzten Werte aus der Beziehung (28) und (29) in
die Gleichung (27) ein, so bekommen wir die Gleichung

— gamifn)8 | g2niln o+ (2mi[8) | g2miln = (

und nach Divigion durch e¥i (£0),

1—-{—’&1/——3- — ezni/u )
(2mifn)2 =] |- g (emif8) = 2 2~
%_ ? == (2mil0)5
Die Zahlen
( 30) exiln — + eZm‘/12’ e2riin — j:e(znrt/m)-a

sind die vier 12-te primitive Binheitswurzeln.
Nehmen wir zuerst die erste Wurzel

621:1‘/71. = g2mif12
und setzen wir den Wert 22 in die Gleichung (28) ein, 50 bekommen
wir die Beziehung
(2 8&) "7% — el()m'll2

Nach (25a) ist A4 = —eni2 ynd wir haben endlich die Gleichung
(g(x) =2+A4, oder)

(oder #; =—1).

g(@) = p— gominz,

(Der andere Wert von 4} (= —3) ist unbrauchbar. Das Polynom P (2)— ™"
= (2—1)(s+1)— N2 hat keinen Teiler von der Form g(#) = -+i.)
Aus dem Gleichungssystem (26) bekommen wir die Koeffizienten
B = ¢z, ¢ = ¢z und die Gleichung h(w) = #*+Bo-+0 wird so
aussehen:
h(.’ﬂ) =22 + elOni/lzm + elm/m ,

und zuletzt erhalten wir die Zerlegung des Polynoms

(31) T'(®) = (w+1) B(&—1)— ¢2il12 = (g — LORMI12) (g2 - grOmif12gy 4 gromifiz) |
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Das Polynom 1'(x) = 2*—z— =2 ist iiber dem Kreisteilungskor-
per K;, reduzibel, also ist das Polynom (nach dem Hilfssatz II.)
Fy(P(2) = PY(a)—Pz) +1,
wo
Pe) = (41 2(@—1) = a®—g
iiber dem rationalen Zahlkérper reduzibel:
Fyo{P(2)) = Normg (%)  Normh(z) = (@ —a? 1) (0P — a8 4 200 1) .
H. L. Dorwart und Oystein Ore [2] haben iiber dem quadratischen Zahl-

korper dieselbe Zerlegung erhalten.

Wir bekommen noch allgemeinere zerlegbare Polynome durch die
Substitution: (z—>z--a) (e ganz rational).

Durch Anwendung der Galois'schen Theorie erhalten wir aus dem
Polynomzerlegung von 7'(x) durch den Gebrauch der Substitutionen

(622 > gBRIDS) | (mil12 . gmiNTY | (g2miN2_ gleminz)nt )

die tbrigen, mit 7'(x) automorphen Polynome, und ihre Zerlegungen
28— g — eHOmifE — (g g2mifiz ) (0 + e2nil2 gt gomijte ),
PP — g — UM = (g R2milI) (y | goemifizg 1 elomifiz) |
mﬂ_ 2L 6227ti/12 s (m__, e‘ldrrri/lﬁ) (w2+ eldvn'/12$+ eSmf/lZ ) .
Damit sind alle mdoglichen Zerlegungen der betrachteten Art iiber
dem zwiliten Kreisteilungskérper angefiihrt.
Der Fall m =2 (n>2).
Sarz V. Das Polynom
Fof(0—ay) (2 —ay)) = Sns(®)
ist dber dem rationalen Zahlkérper K, irredusibel (a, < @y 2wei ganze ra-
tionale Zahlen).
Beweis. Nach dem Hilfssatz II. untersuchen wir die eventuelle
Zerlegung des Polynoms
T (@) = (2—ay) (90— a,) — ¢l = g(@)h(a) = (2 -+4) (@ +B);
iber K,.
1) Ist ay—a, > 2 5o ist, wie wir es gesehen haben, das Polynom
Sua(w) tber dem Korper K, irreduzibel. (Dies folgt aus den Hilfssitzen

L, IIL. und V. Wir kénnen némlich nur einen reellen linearen Polynom-
faktor von 7'(») konstruieren, was einen Widerspruch bedeutet.)

2) Bs sel a,—a, =2, Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit neh-
men wir an, daB a, == —1, a, =1 ist. Nach dem Hilfssatze III. A. ist

(n > 2)

g(@) =n+A

argg(a,) =argg(a)+az  (a=0,1,2,3).
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A) Im Falle a =0 (oder 2) sind die Vektoren g(a;) und g(a,) mit-
einander parallel. Die Hilfssidtze IV., V. fithren zu einem Widerspruch.

B) Im Falle ¢ =28-+1 haben wir die Gleichungen

gla) =—1+4 =&,

(32) g(ay) =1+A =g @iy = g7,

(s. Hilfssatz IIL. A.; die Einheiten &, s, sind reell und die #,, %, sind
Einheitswurzeln).
Nach (32) haben wir

-5, -2+ g 1 eyt
A=1——§-———2m, =T

) hiamlich die & und e sind reelle Zahlen),

128+
(und —7n, = i1"|"_"2___

Hieraus: A = —n und ¢(#) = x— 71, shnlicherweise ist h(®) = v~ 3.
Aus dem Koeffizientenvergleich in der Gleichung

(0—ay) (2 —ag) — €™ = (@—3) (0—112)
bekommen wir, daf (e, =—1, a, =1)
(32") ot =0=nitn, —1—d"=rin.

Aus diesem Gleichungssystem bekommen wir

—_— . 2 2r
n= f/l +ezml7b, a,rgem/n —_ ._/”l._ , arg (]_ + eme/n) —_— :‘);r_n: s
argna.rgf/1+62"il"=%é—%%s—) (s =0,1,2,3).

Nach dem ersten Hilfssatz kann argsn nicht gleich einem ungeraden
Vielfachen von 2m/8 sein.

3) ag—a, =1. E§ sei ¢, =—1, a, =0
P(w)__ 2N (o+1)o— exriin — g | gp— szri/n’

in ‘Wurzelfaktorenprodukt geschrieben
geriln — /1 & gl
P(m)—ezﬂi/"=(m+1+l/1;_4eg 'n) <w+1 |/1'2|-46 n)

=g(2)h(w) = (@+4)(x-+B) .
Néimlich

arg (1 ketriln) < 2{

ist, wenn k eine groBe positive Zahl ist ~2x/n, und daher

arg (14 4e¥riin) < %v ,
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infolge dessen ist
—_——  9p 1+ ]/1 4 g2
e 4. p2ifn —_ por =V 4 2n
arg Y1+ de#vin < 5, und arg 5 <3p?

also ist (s. den ersten Hilfssatz)

arg ! +1/1;~4ewm _2n

4n’
Es ist

A-B=gnin,  4.B=1,
A4 und B sind Binheiten aus dem Kreisteilungskorper K,. Weiter ist
erstens

14-y/1 4 ¢trim
_._._U..._._.; LA gy = g eniin — 4

und zweitens

}—:Zw =B =1-4 =1—¢,ewnin,

P — @ I = g (@) h () = (0 + 5 VA (g -1 — 5, Prildny ,

Der Vergleich der Konstanten Glieder auf beiden Seiten ergibt
8: eﬁnilln___ & 027:¢/4n_ 027:1/7& =0 ,
d.h.
8%-— & 6-21:1/47»_ eQn'l/zn =0 ,
‘woraus
_ etmilin L Y e—milEn 4 gtrifen

&y 2 H

g ist eine reelle Zahl! :
Das ist nur dann moéglich, wenn e~/ konjugiert komplex zu
i]/e—znf/m_|_ Msamléfn, d.h. ’

it == o/ gEnilEn 1 gPmipn,
Nach Quadrierung dieser Gleichung bekommen wir
e‘zmlﬁ'»_ o—2mifon 4621:!7/2%’

d.h.
igin (2m/dn) = 2enitn,

Die rechte Seite wird nur dann rein imaginir, wenn n = 2, dann ist
48in (2m/8) = 24, was nicht sein kann.

Der Falle m ==1 ist belanglos, da mit Fu(w) auch das Polynom
Fu(o—a,) liber dem rationalen Korper irreduzibel ist (unter der An-
nahme, daB a, eine beliebig gewihlte ganze rationale Zahl ist).

Damit igt der Bewels des Satzes V. vollendet.
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Beweis des Satzes II. Nehmen wir an, dal das Polynom

—eemitn - Q(x) [[ (x— az) tiber K, reduzibel sei, d.h.
k=1

T(@) = Q@) | [ (2 a)— e = g(@)h (),
k=1

wo das Polynom ¢(z) von méglichst kleinstem Grade (=>1) ist. By sei
der hochste Koeffizient von g(x) gleich Eins.

Auch die Zahlen g(ax) sind Einheiten aus dem Kreisteilungskor-
per K.

glar) =meew,  g(m) =me,

wo 7 und s Einheitswurzeln, und ¢ und & reelle Einheiten aus dem
Korper K, sind.

Wir haben

(a—a)/(g(m)—g(@)),  (ax—a)/(mper—me) .
Nach einer einfachen Umordnung erhalten wir

(33) (o= a2) (i — exsic”)
und nach dem Ubergang zu dem konjugiert komplexen Werte
(34) (ax—)[(nic m— ereic”) -

Nach Subtraktion von (33) und (34) entsteht die Beziehung

|ae— aa) [l ey — i
der fiir alle Konjugierten von nun7  —ni m beziiglich dem Korper K,
giiltig ist. )
Zu den Normen iibergehend konnen wir schreiben
| V(@ — o) || (g™ — i )
(iiber dem XKorper K,).
Ist |ax—a)| > 3, so gelangen wir zu einem Widerspruch, da

| T ™ =i
8

(wo das Produkt iiber séimtlichen Konjugierten von #un*—np'm er-
streclkt ist).

Wir bekommen nur dann keinen Widerspruch, wenn

MmM=tm==tn=. =19

< Ni(2),

und m > 6 ist.

Sonst fﬁhrex_l die Hilfsséitze IV. und V. (unter Beriicksichtigung der
Tatsache, dal die Lagrange’sche Interpolationsformel fiir ¢(2) ein reelles
Polynom ergibt, zu einem Widerspruch).
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Der Beweis des Satzes ILL. Nehmen wir an, daB das Polynom

m

(@) = [ | (0—a3)Q () — zmiim

k=1

iber dem Korper K, reduzibel ist. Dann wird das Polynom 7T'(x) iiber
den rn-ten Kreisteilungskoérper Ky, (umso mehr) reduzibel. Der Korper
Ky, enthilt den Korper K, und nach dem Satze II. ist das unmdglich.
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