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ACTA ARITHMETICA
VIII (1963)

v

Uber die metrische Theorie der diophantischen
Approximation IT

von

P. SzUsz (Budapest)

In der vorliegenden Arbeit wird im Gegensatz zu meiner in den
Acta Math. Acad. Sci. Hung. in 1958 erschienenen Arbeit; [10] die metri-
sche Theorie der homogenen diophantischen Approximation behandelt.

Es sei f(k) eine fiir positive % definierte, mit wachsenden % monoton
abnehmende Funktion. Dann besitzt nach einem bekannten Satz von
Khintchine [3] die Ungleichung (%)

) k
) a]) <18
fiir fast alle a hochstens endlich viele oder unendlich viele Losungen mit
natiirlichen %, je nach dem die Reihe '

k=1

konvergiert oder divergiert.

Falls (2). divergiert, so erhebt sich naturgemis die Frage, die Anzahl
der Lisungen von (1) unterhalb einer Grenze # fiir fast alle a asymptotisch
abzuschitzen. In dieser Richtung haben voneinander unabhingig W. J. Le .
Veque [5], [6], P. Erdos [1], und W. Schmidt [9] bewiesen, daB falls die
Reihe (2) divergiert und (k) noch gewissen weiteren Voraussetzungen
geniigt (2), so gilt fiir fast alle a

n
k
) Nosimz D1,
k=1
wobei
(4) Nagm)= D> 1
k<n
k<2

(*) |2l bedeutet den Abstand von z von der nichstbenachbarten ganzen Zahl.
(*) Die Voraussetzungen von Erdés, Le Veque und Schmidt stimmen miteinander
nicht iberein.
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gesetzt wurde. Bezeichnet ferner

. *in) = 1
®) )= 31
o112
&,)=1
so gilt fiir fast alle «
. 12\ f(k)
(6) Negm~—; & -

In einer gemeinsamen Note mit 8. Hartman [2] haben wir gezeigt,
daB falls (k) monoton abnimmt und (2) divergiert, so sind fiir fast alle «
statt (1) schirfer die Relationen

7“) (k) =1, % ="F (modr)

(7) lak—1| <=
unendlich oft erfiillt, wobei » eine beliebig gegebene natiirliche Zahl
und %' eine beliebig gegebene ganze Zahl mit 0 <%’ < ist.

Nun liegt wieder nahe die Frage, fiir fast alle a die Anzahl der Losun-
gen von (7), bzw. von

(8) ||ka” < j—(kk—) y k= k' (modr)

abzuschitzen. Es bezeichne Niyw(n) baw. Nojw(n) die Anzahl dgr I@-
sungen von (7), bzw. (8) (*) unterhalb n. In der vorliegenden Arbeit wird
die zu (3), bzw. (6) analoge asymptotische Abschétzung von NZ;u(n),
bzw. Nayw(n) behandelt.

Es werden die folgenden beiden Sitze bewiesen:

Sarz 1. Bs sei (k) eine monoton abnehmende Funktion, fiir die
die Reihe (2) divergiert; ferner sei vorausgesetzt, daf

(9 fb) <3
gilt und daf es zu jedem positiven & eine nur von & abhingige Zahl &, = d(e)
gibt derart, daf fir 6 < d,
— &Y

(10) 7—((2)———)—,)<1—|—e (»=1,2,..)0*

Fliy+9))
¢tlt, wobei
(1]_) y = er¥/12log2
gesetzt wurde.

(*) Da r in dieser Arbeit ein fir alle Mal festgesetzt wird, lasge ich r in der Bezeich-
pung Nagwm) bew. Nogir(n) weg. Kongruenzen beziehen sich, falls der Modul nicht
-iamrgegeben st dmmer-auf den Modul 7.
(%) Zausatz bei der Korrektur. Spiter habe ich gemerkt, daB diese Voraus-
setzung entbehrlich ist.
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Dann gilt fiir fast alle

12 rg((r, &
(12) ,,,kz('n) ﬁz q)i) (T 73,’) Ef n ——)OO) 3
wobei C(r) die Zahl
(13) ey =r]Ja—p
lr
bezeichnet. ’

Sarz 2. Unter den V‘m‘amsetzungm des Satzes 1. gilt fiir fast alle «

(@, UL
) N~ Zq’( )N 3B

k=1
(d.r) Ik'

Die folgenden Paragraphen enthalten den Beweis dieser beiden Sitze.

§ 1. Hilfssiitze aus der Kettenbruchlehre. Es bezeichnen ay, s, ... die
Teilnenner der Kettenbruchentwicklung von @, d.h.

(1.1) a=1{0;a,..].
Terner sei gesetzt
A
(1.2) B—:z[oi @y ey @n], (A, Bn) =1,
(1.3) {n = [@n; @nsy,y -],
(1.4) 2 =105 @, tniyy ooy ],
(1.5) On="L{nt1+%n .
Bekanntlich gilt fiir n > 1
1
(1‘6) ana~An] = I]Bna” = m;
ferner kann
(1.7) |ka—1] < <2k y, (k) =1

nur dann stattfinden, wenn

(18) k=B, 1—=4,
mit igrendeinem » ist.

Wegen (9), (1.6) und (1.8) ist [ka—1| <7 (k)/k, (k,1) = 1 dquivalent
mit

1
. — = Bv
(1.9) %<f( )

mit irgendeinem ». Daher gilt der folgende

15
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HiLrssaTz 1.1, Bs gilt
(1.10) Nigln) = D 1.

By=n
B,=k'
1<p, f(B,)

Nun stelle ich fiir N, () eine zu (1.10) analoge Formel dar.
Hirrssatz 1.2, Bs sei kb eine nativliche Zahl, fir die

(1.11) | all < Zk
gilt. Dann existiert ein v mit

(1.12) k= ¢uB,
wobei ¢,4, eine natirliche Zahl mit

(1.18) Cop1 5 (g1
ist.

Beweis. Bekanntlich 148t sich jede natiirliche Zahl darstellen, als

(1.14) k=D eaBr,
1=0

wobei die ,,Koeffizienten’ ¢y, ..., 6,41 folgendes erfiillen:
Es ist stets

(1.15) 0 < o1 < My
es ist
(1.16) . 0o <ay
aus
(1.17) Cr1 = Q41
folgt
(1.18) 6=0.
Man setze

(1.19) Bua—d; =2 =

. By ‘
Aus der bekannten Rekursionsformel fiir 4; bzw. B; folgt
(1.20) Dy = a1 Di+Dyy
ferner gilt

1

(1.21) D= — C—z;DH .

Nun behaupte ich, dal falls & eine Zohl mit (1.11) ist, so gibt es in
der Darstellung (1.14) von % nur ein 1 it 6.4, # 0.

ENE
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Es sel » die groBte Zahl in der Darstellung (1.14) einer Zahl k mit (1.11),
fiir die ¢,41 5 0 ist. Nehmen wir an, es giibe auBer » noch ein I (I < »)
mit ¢ # 0.

Es gilt fir gerades 1 (%)

(1.22) ((eeraBi+... +6,41B,) o) = e+ .. 6,410, .
Hieraus folgt wegen (1.20) und (1.21)
(1.23) (ers1—1) Di— Dyyy < (ka) < — Dy,
fiir ungerades ! erhdlt man auf analoge Weise
(1.24) — (31— 1) D+ Dy < 1—(ka) < Dy_y -
Aus (1.22), bzw. (1.23) folgt, daB die k, die (1.11) leisten, auBer
(1.25) k = 6,21B,
nur die Gestalt
(1.26) k=B, 1+ ¢4.1B,

haben konnen. Nun zeige ich, dafl fiir die # mit (1.26), (1.11) nicht statt-
findet.
Fiir die Zahlen (1.26) gilt fiir ungerades »

(1.27) (ka) = D,s+ 6,620, = Doms (1- 221
Cv-!—l
dann gilt fir
’ ot <Lu;~1 ,
2
(1.28) 1 1 1 1

SBAL+B . 2B+B_

andererseits gilt offenbar k¥ > B,_;+ B,. Da aus (1.27) die Relation
(1.29) (ka) < |.D,_1|
folgt, folgt hieraus fiir ¢,., <{,:1/2

(ka) >

kol > o

Nun sei €41 > §11/2. Dann folgt aus (1.27)

1
B,y + B’

(1.30) (ka) > —D, =
Nun gilt

k=B, +6.1B, > By Z’*’ B> BmtlnBy

(*) (2) bedeutet den Bruchteil von z.
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Hieraus und aus (1.30) folgt der Iilfssatz 1.2 im Falle, wenn » ungerade
ist. Der Fall eines geraden » Lifit sich vollig analog erledigen. Damit ist
der Hilfssatz 1.2 bewiesen.

HivrssaTz 1.3. Bs gilt

(1.31) Nawtn)= 3 Y 1.
B,<n cv+le<‘ n
Cupr By=K’

”:+1<’Fu7(“v+ 15y

Beweis. Wegen (9) und Hilfssatz 1.2 lassen sich die Zahlen %, fii
die |ke|| < F(k)/% gilt, in der Gestalt (1.25) schreiben. Nun bestimme ich
diejenigen ¢,4., fir die |[kafl <7 (k)/k, d.h.

f ((’1'-’.-1Bv)

Gyt IB)-

tatsdchlich stattfindet. Aus (1.19) folgt

(1.32) le1Byal <

Cypr1
C1Bya] = = .
H +1. ” Br(pv
Setzt man dies in (1.32) ein, so sieht man, daf (1.32) dann und nur
dann stattfindet, wenn

034-1 < (pvf(cu—HBv)
gilt. Hieraus folgt schon (1.31).

§ 2. Hilfssiitze aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die zwischen Null
und Bins gelegene reelle }Zahl o sei als eine in (0, 1) gleichmiBig verteilte
ZufallsgroBe betrachtet. Die von a abhingigen ZufallsgroBen &, &, ...
bzw. %1, 15, ... selen definiert durch
B, =¥, 1<¢lf(B),

a1 g 1 falls
1) ”—_{0 sonst ,

-
DS
Cpt1
Cpya Byt
S Gt By

bzw.

(2.2) =

(Die Zahl k' ist vorldufig auch festgelegt; daher lasse ich %' in den Bezei-
chnungen & und 7, weg).

Hilfssatz 1.1 148t sich folgendermassen formulieren:

Bs gilt
(2.3) Niwln) = D &.

By<n

icm
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Fiir Nyyp(n) 148t sich wegen der ersten Summationsbedingung der
inneren Summe auf der rechten Seite von (1.31) keine derart einfache
Formel angeben; es gilt aber jedenfalls

D < Nagpln) = D'

By, <n B,<n

(2.4)

Die & und 7, ersetze ich durch & und 7%,, die folgendermassen definiert

werden:
1 fall B,=¥, 1<of(y
(2.5) Eyz{ alls M y» 1< af(?),
0 sonst,
(2.6) n= > 1,
Cot1
Cppq By=k'
)

wobei y die Bedeutung (11) hat. .
Es gilt nach einem bekannten Satz von A. Khintchine [4] fiir fast
alle a

2.7) m VB, =y.

Daher gilt wegen (10) fiir fast alle o bei beliebig kleinem positiven e

(2.8) (1—e)é <& <(1+9)&,
(2.9) A—g)n <m<{1+2)n,
falls nur v geniigend groB ist.

Offenbar geniigt es, das starke Gesetz der grofSen Zahlen fir die &,
bzw. 7, zu zeigen.

Zunéchst bestimme ich fiir » —>oco asymptotiseh die Erwartungswerte
M(é) und M(n,). Hier und im folgenden bezeichnet M ((), bzw. D({)
den Erwartungswert, bzw. Streung der ZufallsgroBen .

HInrssATz 2.1. Es bezeichne

pallyy oy 1) (R, Ry = 0,1, .,0—1, (&, k,7) =1, t>1)
das Map der Menge derjenigen a, fir die
(2.10) Bu,=k, Bui=h,,
und
(2.11) P =t
gilt.
Dann gilt fir t > 2
(2.12 (Ryy Bgy t) = ——1—~—-£(1+ )
12) PRy, Kgy b) == e(r)log2 1 On)
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wobei gn ¢ine auch von t unabhingige Konstanio ist, fir die

(2.13) On = O(an)

gilt; hier ist g eine nur von r abhingige Zahl, die immer kleiner ist, als 1.
Bemerkung. Eine zu (2.12) analoge Formel ldB8t sich auch fiir

t < 2 herleiten; im folgenden wird aber nur der Fall ¢ > 2 gebraucht.

Beweis. Es sei y reell, 0 <y < 1. Es bezeichne mi(k,, by, y) das
Mafl derjenigen a, fiir die (2.10) besteht und

(2.14) By = Bﬂ-—l/B” <Y
gilt.
Dann beweise ich zunéchst
1
I * [ y
(2.13) milks ke y) = Srioga 108 (L) +0(¢")

falls (%, &y, 7) = 1.
Beweis von (2.13). Bs bezeichne ma(ky, &y, #) das MaB derjenigen «,
fir die (2.10) und

(2.16) Lo <w

gilt. Dann besteht zwischen Ma(ky, Tog, ) und mi(ky, by, y) der folgende
Zusammenhang: Fiir jede natiirliche Zahl b ist

(2.17)  mh(Fey,y Kegy b7Y) = 27 {mn (S(l), Ty, !l.) —4)1,,,,1(8(0, %oy, r—%‘f)}
wobei S(I) durch "

(2.18) o<W <7,
definiert ist, Es ist namlich -

ky— U, = S(1)

m(loy, gy D7) = P(By_y = kyy Bp =Ty, an 2= b)

o
ZZP(-BH—I = Toyy Bu =Ty, an = 1)

l=p

o
= D P(Bys = 8(), Boos = by, an = 1) ,

I=d
woraus (2.17) folgt.
Bs gilt
1 1 o
mn_l(S(l), kl,-i)—-mn_l(ﬂ(l), T, z‘—”Fi) = [ m(SQ), %y gt
(1)
da nach der Formel (1.10) meiner Arbeit [11]

1 1

Maa(8(1), &y, 1) = 0(9‘)10g2m1"—rt+ O(q-1)

icm
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gilt, folgt hieraus

-1 1 _1,
(2.19) mylkyy Tosy b77) = "C,Wlog(l +b7)+0(g")
Nun sei
1
(2.20) Y=y O<t<l).
Dann ist

(2.21)  mi{ky, Ky, D7) — mi(Ry, Ko, y)
L1 1
= ‘ dmi(yy Fogy ) = [ Plan = b 2ay = 7)dmb_1(S(b), y, 7)
v [
i
- [ o lxT
Mi. (b+7)(b+1+7)

Man setze

dmp_1 (S (), k1, 7) -

1
(2.22) R(feys Toay ) = (e Jez, y)—bmlog(l‘l‘y) .

Dann ergibt sich auns (2.19)

(2.23) Tin(loy; kg, b71) = O(¢*)

andererseits folgt aus (2.21) durch partielle Integration

(2.24) | Baleyy Tpy D7) — by, Bgy )| < 0,75 ﬁ?’é‘l h'n—l(s(b)y Ky, t) -
Man setze

My = max hu(ky, ke 1) -
Ty Keast
(kykear)=1

Dann ergibt sich aus (2.24) und (2.23)
(2.25) My, < 0,75Mp_r+0(g") .
Aus (2.25) ergibt sich durch vollstindige Induktion beziiglich »
My = 0 (n(max(0,75, e

also
(2.26) . M, =0(4"),

wobei ¢’ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > ¢ ist. Damit ist (2.15) be-
wiesen (®).

(¥) Der Grundgedanke des Beweises von (2.15) rihrt von P. Lévy [7:.|, her. Vgl.
auch sein Buch [8]; wegen des Auftretens der Parameter k, und %k, kann jedoch sein
Beweis nicht wortlich fibernommen werden.
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Nun sei » eine reelle Zahl mit » > 1. Dann gilt nach einer bekannten
Formel der Kettenbruchlehre

(2.27)

B,
P(Cn+1 >0 11;”1:?/) =,

Nun ist
=1
dquivalent mit
{npr = t—2n.

Setzt man dies in (2.27), so erhdlt man fix (—y > 1

{2.28) P(lngy > t—yltn = y) = ——;

14y
t

fiir ¢—y <1 ist die obige Wahrscheinlichkeit: gleich 1. Aus (2.28) erhilt
man fir ¢t > 2

i
1 ;
pnlly oy ) = [ (L+9)amii(hy, by, )
0

woraus mit Riicksicht auf (2.15) die Relation (2.12) schon folgt.

Hirrssarz 2.2. & bew. 7, habe die Bedeutung (2.3) bew. (2.6). Damn
gilt

229) M) = Grsriyogal ) L+ 0(e),
' el d) N
(2:30)  M(n) = O(r)log?2 Ir d) ) 4\: m= () (1+0(¢) -
osSd<r ! m=1
(d.n)|k md=k’

Beweis. Folgt aus (2.12).

.HEFSSATZ 2.3. Bs seien &, &, ... Zufallsgrofen, die den folgenden
Begmgungem geniigen: Hs gilt fiir 2wei beliebige Borel-messbare Mengen B,
und K,

(231) P € By, &' < 1) = P& « By) P&  By) (1 + O (gt-1))

wobei q eine Konstante ist, die kleiner ist als 1; die im O-Zeichen enthaltene
Konstante soll dabei von B, und B, unabhingig sein. Ferner sei

(2.32) D(&) = O (kv
wobet, wie iblich, D(&,’,’) die Streuung von & bedeutet.
Dann gilt
n
“r 6y 3 2 1 -—1 r ’n
(2.33) P(mﬁz (Er—Dr(g) = o) =1.

k=1

icm®
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o

Beweis. Man setze
(2.34) & =& —M(&),
ferner bezeichne Fi(x) die Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe &%,
Fijw,y) die gemeinschaftliche Verteilungsfunktion von &™* wnd &'™*.
Dann gilt

n n =] o0 o
@236 D D&)=3 [oaFye)+2 ;’ | [ oyariya, ).
=1 k=1 —o0 >j —00 —co
Nun gilt wegen (2.31)
[ [ eyam o, y) =0 [ [ |o,ylako)ary)

-0 —00 -—00 —00

< 0(g=1) D(&) D(&') < 0(q=7)(DX&) -+ D)) -

(2.36)

Hieraus folgt

b

(Y &) =0 3 ) = 0w
k=1 i
Hieraus folgt (2.33) mittels der Tschebyscheffschen Ungleichung auf die
iibliche Weise. :
Hivrssatz 2.4. s seien &, ...
Voraussetzungen gentigen: Es gilt

[

1

Zufallsgrofen, die den folgenden

(2.37) M) =0,
(2.38) lim 1 (&) = 0, D M(&) = oo
a0 k=1

Bs sei by, ky, ... diejenige Teilfolge der matiirlichen Zahlenfolge, fir die

ki—1 ki
(2.39) Do <, Y ME) =1
Ke=1 k=1

gilt. Dann sei vorausgesetzt, daf
(2.40) DHEY) = O (1M (&)
i,

fir <k <k

s sei ' ein Zufallsvektor mit den Komponenten &' s &ny n2 ein
Zufallsvekior mit den Komponenten &nrr, - Eme powm sei vorausgesetzt,
dap fir alle Borel-mefbaren Mengen By wnd B, die Relation

(2.41) Pt e By, i’ € By) = P(ny e By) Py € Eg)(l +19(k))

gilt, wobet

HEy< ¢ (g<1).
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Unter diesen Voraussetzungen gilt

n N
(2.42) P( et~ Y mE) =1,
k=1 k=1
Beweis. Man setze
ki+1
(2.43) a= D &
k=R 1

Dann gilt nach dem vorigen Hilfssatz

mn

(2.44) (Y 01~2,M @) =1.

Nun habe ich noch zu beweisen, dafl auch

"

(2.45) Plmax =0 =1

k<4 oI k1
gilt.
Bs seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt: 4(x) bezeichne
das Ereignis ‘

'
m

D E<e =T, m=1), D >
k=lki+1 Fe=aky 1

BY bezeichne das Ereignis
, Simar oot iy > — 100,
A%w) das Ereignis

. Eivat o+l >,
C”(z) das Ereignis

max (i1 4.+ & > ).

ki<ms ki

Findet irgendein der Ereignisse AD(x) statt, so fi
b, so findet auch 0%
statt. Da die A(z) paarweise fremd sind, gilt ’ @

(2.4:6) C(“(m) = k(j‘ Ag')‘(m) .
Mt

Nun folgt aus dem gleichzeiti j
gen Stattfinden von AL(w (0
mit irgendeinem m das Ereignis A“(@—1"?), Hieraus folgt o) und n

Ky

(2.47) 2 P45(@) BY) < P(A%—19);

m=ky+1

icm
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daher folgt aus (2.41) und (2.46)

i1 ' :
(2.48) (1—q) Y P(A%@)P(BY) < P(4%—1)).
Me=fop-t-1

Nun schitze ich P(BY) nach unten ab. Es ist
(2.49) P(BY) =1—P(&m+ ..+ &y < =1

>1-P (lEm'{""’}‘EI’::HI > 109).
Nun gilt wegen (2.38), (2.40) und (2.41)

Di&n+ .+ i) = 01
Hieraus und aus der Tschebyscheffschen Ungleichung folgt
Pl et El > 1) = 007) .
Setz man dies in (2.49) ein, so erhéilt man fir genfigend grofes !
(2.50) P(BY)>1%.
Hieraus, aus (2.46) und (2.48) erhilt man fiir geniigend groBes !

P(o(l)(m)) < 1iqP(A(l)(m__ZM))
oder, indem man o = 20 setzt,
(2.51) PeVe™) < Ti—aP(A")(ZO'“)) )
Da, wie man mittels der Tschebyscheffschen Ungleichung beweist,

D' P(A%1™) < oo
I=1

gilt, folgt aus (2.51) die Relation (2.45). Damit ist auch der Hilfssatz 2.4
bewiesen.
§ 3. Nun bin ich in der Lage, den Beweis des Sa.tzes 1. und 2. voll-

enden zu konnen. o
Bezeichnet & bzw. 7, die durch (2.5) bzw. (2.6) definierten Zufalls-

groBen, so gilt, wie wir schon wissen, tiir fast alle

(3.1) Nigplm)~ D &
y<n

und

(3.2) Nagu(n Z Mo -
pr<n
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Fiir den Erwartungswert von &, bzw. 7, gilt die Formel (2.29) bzw.
(2.30). Bs liit sich jedoch nicht verifizieren, da die Abhiingigkeit zwischen
den & und 7, ,,schwach genug” ist dazu, daB die Voraussetzungen der
Hilfssfa}tze 2.3 und 2.4 erfillt sind. Daher ersetze ich £, und », durch &,
und #,; die einerseits mit der Wahrscheinlichkeit 1 von &, und 7, ,,wenig”
abweichen, andererseits den Voraussetzung der Hilfsséitze 2.3 wnd 2.4
geniigen. Ich unterscheide zwei Fille, je nachdem

a) " }lggf(k)=0>0
oder

b) lim, £ (%) ==
gilt. o

a) Bs sei 1 eine ,,groBe” natiirliche Zahl. Man setze
(3-3) Piy = [a’v-l-l; Ayt-2y ves av-H] + [0 Qyy Wy oon av—wﬂ.] .

Bs ist wegen der gleichmissigen Konvergenz der regelmissigen
Kettenbruchentwicklung

3‘4) i%,x"%l < 2—‘/2 .
Die ZufallsgroBe £ sei definiert durch
(3.5) = { Lodalls B=k, L<gal(r),
0  sonst;
7o sel definiert durch
(3.6) my=min (e, > 1),
0-4—1
Copa Bk
Ol 1<y, 10"

Da der Wert von &, bzw. #/% nur von den Teilnennen
Oymgy ooy Gyiy

und von der Kongruenzklasse von B, abhingt, gilt nach einem Resultat
meiner Arbeit [11] die Relation (2.31).
Nun gilt wegen (2.12)

(Y 1>w) =0
Gota
a0
algo
ZP( Z 1> ) < oo

vl V‘(‘l

Ov+1<%,1/ ")

icm
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hierans und aus dem Borel-Cantellischen Lemma folgt, daB fiir fast alle «
von geniigend grofiem » an die Ungleichung

(3.7) Nz < P4

gilt. Ferner gilt, wie man dies leicht sieht,

o0

(3.8) [ war, (@)

o374

=10 .
Hieraus und aus (3.4) folgt

(3.9) [ M (n)— M (qa)| < e,

falls nur 1 geniigend groB ist. Aus (3.4) folgt fiir genligend groBes 1 auch
(3.10)
Aus dem Hilfssatz 2.3 folgt

P 3 e Zn M (&) =

(3.11) k=1 k=

P(ZWUN mz))

also gilt wegen (2.29), (2.30), (3.8), (3.9) und (3.10) fiir fast alle

ZE 0(:‘p(rrkk)log22f ) <82f el

D nn—E(r, %) Zm»k)\ <e Zf(y’") ,
k=1 k=1

falls nur 1 geniigend groB ist; hier bedeutet

| M(E)—M(ER)] < e.

(3.12)

(3.13)

, 9’((‘1’ ‘r)) e
(3.14) E(r, %)= Z(d,_r)mZm
o<d<r mz=1
@nli md=k’
offenbar
>0 falls 1 gerade,
%_%'A{ < 0 falls 1 ungerade
gilt, ist
> &, falls 1 ungerade ,
(8-15) b { < &4 falls A gerade;
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analoge Ungleichungen gelten auch fir die ». Da (3.12) und (3.13) sowohl
fiir gerade als ungerade 1 besteht und i beliebig gro8 gewihlt werden
darf, folgt aus (3.15) fiir fast alle «

o rp(tr, B))  \1
{3.16) % £~ T, Wyiog? ]:1 F(¥*)
und -
(3.17) D E(r, ¥) () -
k=1 Jo=1,

b) Gilt f(k) >0 fiix k—>co, 50 kann der Beweis mittels des ITilfs-
satzes 2.4 gefithrt werden. In diesem. Falle kann noch die Vereinfachung
gemacht werden, dal man statt der (2.5) und (2.6) definierten &, und 7
mit den durch '

st,’,’ { : Ialls Iﬁ’ =k ’ 1 rt‘ a’w-klf(y") )
0 sonst
und
7' Z 1
Cﬂ"i'l
CppyBy=k’
Copa <o)

deﬁnifsrten Zufallsgr(iﬁsen &' und 7, arbeitet. So kann (3.16) und (3.17)
auch im Falle b) bewiesen werden. Die Durchfiihrung dieser Einzelheiten
501l unterleiben.

Aus (2.3), (2.4) und (2.7) folgt fir fast alle «

{3.18) Niwin)~ D &,
y'an

(8.19) Nogaln)~ D1, .
w<n

Um die Beweise der Sitze 1 und 2 zu vollenden tigh
enligt es we, .
und (3.17) zu zeigen, daB ' oo gon (510

(3.20) Zf(yu)N 12202&2. Z ka_k) ]
P'<n Fewal

Dies 146t sich folgendermassen beweisen: Einerseits gi
. : reeits gilt w ] ,
tonie von f(k) 8 gilt wegen der Mono

215 < D 3 3= rorfogr+o(2)
P'an

P’<n Pkt

T:i
=fﬁ@‘27‘(w’)+0(1);
Coytsn )
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andererseits 148t sich auf analoge Weise die Relation

ki3

i) m O\

,\’ LE‘ 3iog2 \5 flr)+0(1)
Jerd Wi

zeigen; womit (3.20) bewiesen ist. Damit ist der Beweis der Sitze 1 und 2
vollendet.
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