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0. Introduction. La notion de corps logarithmiquement principal (re-
lativement & un nombre premier p) a été introduite par J.-F. Jaulent a
I'occasion de I'étude de certaines pro-p-extensions canoniques des corps de
nombres en liaison avec la K-théorie : I'arithmétique des classes logarith-
miques, qui se révele semblable (quoique plus complexe) a celle des classes
de diviseurs au sens habituel donne, en effet, des informations directes sur
celle des noyaux modéré et sauvage des corps considérés : plus précisément,
si K désigne un corps de nombres qui contient les racines 2[/-iemes de 'unité,
le l-groupe des classes logarithmiques s’interpréte par la théorie d’ Iwasawa
comme le quotient des genres

Clgy =1cC

du groupe de Galois C = Gal(K¢/K¢) attaché & la pro-l-extension abélienne
completement décomposée partout maximale K¢ du corps cyclotomique
K¢ = K|[(;] relativement au groupe procyclique I"' = Gal(K°/K) (cf. [J1]),
tandis que la cohomologie galoisienne permet de montrer que la [-partie
10oH5(K) du noyau des symboles de Hilbert dans K5(K) est donnée, elle,
par l'identité (cf. [Sc], th. 7.3)

1o Ha(K) = T (T, ®g, C),

ouT; = Liﬂl,uln désigne le module de Tate.

Il résulte de cela (cf., par exemple, [J3], mais on peut aussi le montrer
directement), que pour | = 2 et en présence des racines 4-iemes de 'unité,
il existe un isomorphisme canonique

{j:l} XKz ErlK = 2H2(K)

entre les quotients d’exposant 2 respectifs du 2-groupe des classes logarith-
miques et du noyau hilbertien de sorte en particulier que Cly et o Ho(K)
sont alors simultanément triviaux.
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Les résultats de J. Browkin et A. Schinzel (cf. [BS]) permettant de dresser
la liste des extensions quadratiques Q(v/%d) de Q pour lesquelles le 2-groupe
2o Ho(K) est trivial, il était tentant de regarder si la condition de trivialité
9« Ho(K) = 1 était encore corrélée ou non avec la condition logarithmique
analogue alors méme que ’hypothese uy C K n’était plus satisfaite. Nous
nous proposons donc dans cet article de déterminer la liste des corps quadra-
tiques K = Q(v/£d) du corps des rationnels dont le 2-groupe des classes
logarithmiques (au sens de [J3]) /C’vl@( vEa) est trivial et de comparer la clas-
sification obtenue a celle, tirée de [BS], des mémes corps K, pour lesquelles
c'est 9o Hy(K) qui est trivial.

1. Notations et position du probléme. Nous utilisons dans ce travail
les notations de [J3]. En particulier nous posons :

1.1. DEFINITION. Le corps de nombres K est dit 2-logarithmiquement

principal si et seulement si son 2-groupe des classes logarithmiques Clg est
trivial.

ExeEMPLES. 1. Comme nous le verrons au paragraphe 5, ’exemple le plus
simple est le corps des nombres rationnels K = Q.

2. Si i désigne une racine primitive quatrieme de 'unité dans C, le corps
de nombres K = Q(i) étant 2-régulier (cf. par exemple, [GJ], Th. 2.1.iv.a.),
son 2-noyau hilbertien Hy(K) est en particulier trivial. Et ainsi, 'isomor-
phisme {+1} ®7 Clg = 9H5(K') montre que K = Q(7) est effectivement un
corps de nombres 2-logarithmiquement principal .

Remarque. Le lien étroit entre la notion de groupe des classes loga-
rithmiques avec celle du 2-Sylow du noyau hilbertien, nous suggere de citer
certains auteurs dont les travaux concernent la trivialité du 2-noyau hilber-
tien des extensions quadratiques de Q.

1. En 1972, les calculs de J. Tate (cf. [BT], appendice) montrent que le
noyau hilbertien est trivial pour les corps quadratiques imaginaires dont le
discriminant A de valeur absolue strictement inférieure a 35 n’est pas congru
a 1 modulo 8.

2. En 1982, J. Browkin et A. Schinzel publient dans [BS] les calculs du
2-rang du noyau hilbertien des extensions quadratiques de Q.

3. En 1993, H. Qin (cf. [Qi]) prouve la trivialité du noyau hilbertien de
Q(v/—6) par une méthode basée sur les travaux de Tate et transposable
dans I’étude d’autres exemples de corps quadratiques imaginaires.

4. Un article récent de M. Skaltba (cf. [Sk|) étudie les cas particuliers des
extensions quadratiques imaginaires Q(v/—5) et Q(v/—19), comme applica-
tion d’une généralisation du théoreme de Thue.
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5. Enfin H. Thomas par des méthodes algorithmiques dresse dans [Th] la
liste complete des extensions quadratiques de Q et de Q(i) dont le 2-noyau
hilbertien est trivial.

Notre principal outil dans I’étude de la condition Cl x = 0 est I'inégalité
des classes logarithmiques ambiges (cf. [J3], Th. 4.5) qui établit en partic-
ulier qu'une extension quadratique F' du corps Q des nombres rationnels,
de groupe de Galois G, est 2-logarithmiquement principale si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) on a
[ (F/Q) - []&F/Q) =[F:FNnQ- (& : £ NNrg)
ploo ptoo

ou dyp(F/Q) désigne le degré local en p de lextension F/Q, €,(F/Q) le
degré de ramification logarithmique, Q° la Z;-extension cyclotomique, &g le
groupe des unités logarithmiques de Q et N i le Z-tensorisé des normes

dans 'extension F'/Q;

(i) le morphisme ¢ du premier groupe de cohomologie H!(G, Pl r) des
diviseurs principaux dans celui H'(G, DI r) des diviseurs logarithmiques de
degré nul de F', déduit de la suite exacte

1—>ﬁ/lF—>lfj/lF—>valF—>l,
est surjectif.

Lors de I'étude de la surjectivité du morphisme ¢, les lemmes 4.1 et 4.2
de [J3] nous conduisent & introduire la définition suivante :

1.2. DEFINITION. Une 2-extension L/K de corps de nombres est dite
(CM)-primitivement ramifiée (au sens logarithmique) si I'une au moins des
conditions suivantes est vérifiée :

e 'extension L/K est primitivement ramifiée, c’est-a-dire les diviseurs
logarithmiques de L sont sommes de diviseurs ambiges et de diviseurs de
degré nul,

e le quotient Ex ﬂNL/K/NL/K(gL) est engendré par des éléments to-
talement positifs (on parle alors d’extension (CM )-primitivement ramifiée
au sens non trivial).

Remarque. Comme Q ne possede qu’une place paire, le groupe g@
des unités logarithmiques de Q coincide avec le tensorisé du groupe des
2-unités logarithmiques de Q, et est en particulier engendré par —1 et 2. Les
2-extensions (CM )-primitivement ramifiées de QQ comprennent en particulier
les extensions quadratiques imaginaires de Q, et les extensions quadratiques
réelles dont les unités —1 et —2 ne sont pas normes.
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Sous I’hypothese de (CM)-primitivité, les deux paragraphes suivants
établissent qu’en fait le morphisme ¢ est surjectif si et seulement si ni le
radical £d, ni sa moitié +d/2 ne sont congrus & 9 modulo 16. Autrement
dit, 'ordre du 2-groupe des classes logarithmiques ambiges de ’extension
quadratique F' = Q(v/%d) de Q est donné dans chacun des cas suivants par
la formule :

1" cas : pour £d =1 (mod 16) ou £d =2 (mod 32), on a
G‘ _ Hp|oo dp(F/Q) - proo ep(F/Q)
[P FNQ]- (B : &g NNi)
274 cas : pour £d # 1 (mod 16) et =d # 2 (mod 32), on a
ICIG) = [0 o (F/Q) ;Hptoo ’ép(F/Q)‘
[F:FNQ°- (& : & NNE/)

La liste des extensions quadratiques 2-logarithmiquement principales F' de
Q est alors dans ce cas facilement déterminée, et fait I’'objet du paragraphe 6.

|Cl |H'(G, Dir)|,

2. Classes logarithmiques ambiges des extensions quadratiques

de Q

2.1. Présentation du probléme. Comme nous I'avons dit, nous souhaitons
calculer l'ordre du groupe des classes logarithmiques ambiges d’une exten-
sion quadratique F' quelconque de K = Q. La formule des classes logarith-
miques ambiges permettant de conclure dans le cas primitif (i.e. lorsque
HY(G,Dlp) = 1 (cf. §3)), le probléme est dans le cas contraire ramené a
I'étude de la surjectivité du morphisme ¢ : HY(G, ﬁp) — Hl(G,B/lF),
déduit de la suite exacte

1—>13/ZF—>13/ZF—>6'VZF—>1.

D’apres [J3], §4, le nombre de classes logarithmiques ambiges est donné, en
effet, par la formule

100 o (F/Q) - Tlppee € (F/Q)
[F.Fﬂ@c]~(5Q.5QﬂNF/Q)

La difficulté majeure de manipulation de cette formule réside donc en 1’étude
de la surjectivité du morphisme de groupes cohomologiques ¢. Cette étude
est bien entendu plus facile lorsque le premier groupe cohomologique

ICIS| = |Cl ol |Coker ¢|.

HY(G, Pl F) est trivial, puisque le nombre de classes logarithmiques ambiges
de F' est donné alors par la relation

[F.Fﬂ@c]'(f;@.g@ﬁ/\/‘p/@)

CI] = |Clg| [H'(G, Dip)|.
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Pour ces raisons, au moins dans le cas imprimitif, ’étude de la surjectivité
de ¢ est ramencée a celle de la trivialit¢ de I'image d’une classe génératrice
du groupe H'(G, Plr) (d’ordre 1 ou 2). D’olt la nécessité dans un premier
temps, de revenir sur la définition de ¢ :

2.2. Ftude du morphisme . Le diagramme commutatif suivant (ou tous
les groupes sont d’ordre 1 ou 2) :

HY(G,Plp)———= H'(G, Diy)

| zl
g@ ﬂNF/Q/NF/Q(gF) Ldegp Dlp/degF Dlg

déduit des isomorphismes donnés par les lemmes 4.1 et 4.2 dans [J3], montre
que les morphismes ¢ et P sont équivalents. Plus précisément :

2.2.1. PROPOSITION. Soient Q le corps des nombres rationnels et F une
extension quadratique de Q, dont le groupe de Galois G est engendré par
un Q-autoniorphisme o. Le morphisme ¢ du premier groupe de cohomolo-
gie HY(G, Plg) des diviseurs principauz de F dans le premier groupe de
cohomologie H'(G, bvlp) des diviseurs de degré nul de F' induit un mor-
phisme @ qui a toute classe dans g@ ﬂNF/Q/NF/@(gF) d’une unité logarith-
mique Npg(a), norme de lextension F/Q, associe la classe dans le groupe
quotient degp Dip/degp Dlg, du degré d’un diviseur A tel que A° — A =

dive(a).

Preuve. Si Ngp/g(a) désigne une unité logarithmique du corps Q des
nombres rationnels, norme de Pextension F/Q, il est toujours possible de

déterminer un diviseur 2 de F tel que A7 — A = (;ﬁ-\//F(OZ). En effet, la

condition normique Np/q(a) € £g, qui s’écrit encore divgN rrola) =0,
nous donne les conditions

Up(a) + 0y (a) =0, Vp € Plp (ensemble des places finies de F).

Faisons donc choix d’un systéme de représentants Pl /o de PI5. pour 'action
du groupe de Galois G = Gal(F/Q) (autrement dit, pour chaque premier
p de Q décomposé dans F/Q, faisons choix de I'un des premiers p de F
au-dessus de p), et considérons le diviseur logarithmique

A=— > Tl
pEPLS,

Nous obtenons immeédiatement
A —A= Y Fa)(p—p),

o
PGPlF/Q
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WA= D (@Gl —T(@p?) = Y (@(a)p+7;(a)p?)

o o
pEPLS, PEPIS

= (i;;fF(a),
comme attendu.
Deux étapes s’imposent alors :

(i) montrer que 'image deg? (mod DI%) de 2 par % ne dépend en fait
que de I'unité logarithmique de départ Np,q(a),

(ii) montrer que cette image est nulle dés que « est une unité logarith-
mique de F.

Ainsi, dans un premier temps, nous considérons 2 et B, deux diviseurs
tels que A7 — A = B7 — B = divp(a). L’écriture du diviseur A7 — B sous
la forme

A —B7 = (A-B)+ (A7 —A)+ (B —B7)
= (A—B) +dive(a) — divp(e) = A — B
montre que 2 — B est un diviseur ambige et donc que les degrés de 2 et
B ont méme image dans le premier groupe de cohomologie H'(G, Diy) ~
degp Dip/ degp Dlg. Enfin, soit 2l un diviseur logarithmique provenant,
par la construction précédente, de la norme d’une unité logarithmique de

F'; alors, conservant les notations, nous obtenons banalement 2 = 0 donc
trivialement deg A = 0.

Tous les outils de manipulation enfin présentés, commengons par exa-
miner le cas le plus simple correspondant aux extensions primitivement
ramifiées.

3. Application au cas primitif. Ce chapitre vise & caractériser les
extensions quadratiques F' = Q(v/%£d) primitivement ramifiées (i.e. telles

que HY(G, Dl r) = 1). Plus précisément, il établit le résultat suivant :

3.1. LEMME. L’entier naturel d étant supposé sans facteur carré, l’exten-
sion quadratique Q(v/%d)/Q est primitivement ramifiée si et seulement si
+d n’est congru ni a 1 modulo 8, ni a 2 modulo 16, ou encore si d est divisible
par un premier impair p congru ¢ £3 modulo 8, ou enfin si +d = 2.

Preuve. Si +d = 2, les corps de nombres F' et F' N Q° coincident, si
bien que ’extension est trivialement primitivement ramifiée.

Sinon, il s’agit de vérifier 'existence d’un diviseur premier p ramifié au
sens logarithmique dans l'extension F'//FNQ°, et dont le degré est générateur
du Zg-module degg Dig = 4Z3. Dans le cas de ramification logarithmique
en 2, c’est-a-dire £d # 1 (mod 8) et £d # 2 (mod 16), 'extension F'/Q est
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primitivement ramifiée (puisque le degré degp £ d’une place sauvage £ de
F est égal a 4).

Dans le cas +d = 1 (mod 8) ou +d = 2 (mod 16), l'extension F'/Q ne
peut étre primitivement ramifiée qu’en un diviseur premier p de QQ, divisant
I'entier d. De plus, un diviseur premier impair p de Q est primitif si et
seulement si log p est une Zs-base de degg Dlg, soit p = £3 (mod 8).

Remarque. Dans cette situation, le conoyau de ¢ est clairement tri-
vial, si bien que la formule des classes logarithmiques ambiges est aisément
applicable.

4. Application au cas (CM)-primitif. Nous notons F' une exten-
sion quadratique de Q, que nous supposons dans ce paragraphe (CM )-
primitivement ramifiée (au sens non trivial), si bien que F' est une extension
non primitivement ramifiée et de la forme Q(y/£d), ol d est un entier sans
facteur carré et strictement supérieur a 2.

Ce chapitre se restreignant au cas imprimitif (sinon cf. §3), nous avons
les congruences

+d=1 (mod 8) ou +d=2 (mod 16).

L’une des conséquences immédiates de cette hypothese de (CM )-primitivité
au sens non trivial est, comme nous allons le voir, ’existence d’'un élément
a de norme 2 dans l'extension F'/Q.

4.1. LEMME. Si F/Q désigne une extension quadratique de Q, que nous
supposons (CM )-primitivement ramifiée au sens non trivial, alors ['unité
logarithmique 2 est norme dans extension F'/Q.

Preuve. Soit d l'entier positif, supposé sans facteur carré, tel que
F = Q(v/*£d). Dire que 2 est norme dans Iextension F/Q, c’est dire que
les symboles quadratiques de Hilbert [2, £d], attachés aux places p de Q
valent tous +1. Lorsque p est infini ou étranger a d, le symbole [2,+d],
est naturellement trivial. Enfin, lorsque p désigne un diviseur premier im-
pair de d, p est congru & +1 modulo 8 (puisque 'extension F/Q n’est pas
primitivement ramifiée), si bien que

2, +d], = <;) _1

La formule du produit Hpe pl2,£d], = 1, ot P désigne I'ensemble des places
de Q, établit la trivialité de expression [2, £d]2. Par conséquent, 2 est norme
locale partout dans I'extension Q(v/£d)/Q et donc, par le principe de Hasse,
norme globale. B

Enfin, en notant que le groupe £y des unités logarithmiques de Q est
engendré par les entiers —1 et 2, et en nous placant sous la condition de
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(CM)-primitivité au sens logarithmique, nous pouvons convenir que 2 est
un représentant d’une classe génératrice du groupe (éventuellement trivial)

HY(G, Pl r). Toutes les hypotheses restrictives ayant été faites, nous allons

chercher & déterminer I'image par ¢ de la classe de 2 dans H'(G, Pl F).
Dire que 2 est norme dans I'extension quadratique Q(v/%d)/Q revient
évidemment a affirmer que +d est norme dans l'extension quadratique
Q(v2)/Q, c’est-a-dire, puisque I’anneau Z[v/2] est principal, qu’il existe
deux entiers relatifs u et v tels que l'on ait u? — 2v? = +d. En effet, si
+d est la norme de 1'élément o dans l'extension Q(+/2)/Q, alors a s’écrit

npin;, N . . . .
sSous la forme q X H Tp Tp OU q est un ratlonnel ne falsant Intervenir

pel
que les premiers p non décomposés dans I’extension Q(v/2)/Q et I désigne
I’ensemble des premiers p se décomposant en deux irréductibles notés m, et
Tp. Lidentité Ny g (m,/7p) = 1 nous permet de supposer que les entiers
ny et n; sont de méme signe. Cela étant, le radical +d étant supposé sans
facteur carré, le passage a la norme

+d = Npjx(a) = ¢ x [[p"r
pel

nous donne alors ¢ = %1 et n, + n]’D = 0 ou 1, si bien que « est alors un

entier de Z[v/2].
Introduisons maintenant les nouvelles notations suivantes :

e o= (u++vEd)/vet B=u+VEd,

e @ et (§ les conjugués respectifs de a et [.
Nous avons par construction (en abrégeant Ny, par N)
N(B) =38 = (u+ VEd)(u — VEd) = u® Fd = 22,

et par suite,

comme attendu. L’étude de la surjectivité de @ nous suggere I’étude de la
parité des p-valuations logarithmiques de (.

4.2. LEMME. En conservant les hypothéses et notations précédentes, les
p-valuations logarithmiques de 3 = u++/%d sont paires en toute place finie
modérée (i.e. impaire) p de F.

Preuve. Nous avons le systeme suivant :

(1) B3 = 207,
(2) B+ B = 2u,

3) B—B=2v=d,
(4) 20?2 = u? F d.
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Plagons nous dans le cas ou p désigne une place de F', au-dessus d’un
nombre premier impair p, et raisonnons par l'absurde, en supposant que
la p-valuation de [ est impaire. Sous ces hypotheses, p divise 3. Or, les
p-valuations de 3 et 3 ayant méme parité (d’apres (1)), p divise aussi 3,
donc u et v/£d (avec (2) et (3)), et enfin v (avec (4)). Ainsi p divise u et
v, ce qui implique d’apres (4) que le carré p? divise 'entier d, supposé sans
facteur carré.

Lorsque p désigne une place sauvage £, deux cas interviennent :

4.3. Le cas décomposé £d = 1 (mod 8). Dans le cas +d = 1 (mod 8)
(ol extension locale F/Qs est triviale), nous imposons, pour des raisons
techniques, quelques conditions supplémentaires aux entiers u et v.

4.3.1. LEMME. Soient F une extension quadratique de Q (CM)-primi-
tivement ramifiée (au sens non trivial) et d l'entier naturel, supposé sans
facteur carré, tel que F = Q(J;d) En conservant les notations précédem-
ment précisées, il est toujours possible, lorsque l'entier +d est congru a
1 modulo 8, de choisir les entiers u et v satisfaisant les deux propriétés
sutvantes :

{ u? — 20?2 = +d,
2uF d—+ 3 € 327.

Preuve. Ecrivons +d = u? — 2v? pour deux entiers u et v. De la
congruence +d = 1 (mod 8), nous concluons que u est impair, ce qui nous
donne u? =1 (mod 8); il suit que v est pair, autrement dit v =0 (mod 4)
ouwv =2 (mod 4).

e 1" cas : pour v =0 (mod 4), nous pouvons, quitte a changer u en —u,
supposer u = —1 (mod 4).

e 21m¢ cag : pour v = 2 (mod 4), choisissons u = 1 (mod 4), et con-
sidérons le couple (u/,v") défini par

U+ 'V2 = (u+ov2)(1+ V2)2
Nous avons encore +d = u'> — 2v'* avec, maintenant
v =3u+4v= -1 (mod 4),
{v’ =2u+3v=0 (mod 4)
et le remplacement du couple (u,v) par le couple (u/,v’) nous rameéne au
cas précédent.

Cela acquis, écrivons donc +d = u? — 2v? avec u = —1 (mod 4), disons
u = —1+4a, et v =0 (mod 4), disons v = 4b. Nous obtenons, comme
annonce,

uFTd+3=2u—u?>+20"+3=-2+8a—1+8a— 16a*+ 320> + 3,
2uF d+3=—16a(a—1)+32b> =0 (mod 32).
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L’intérét de la construction d’un tel élément « provient du lemme sui-
vant :

4.3.2. LEMME. Sous ’hypothése de (CM )-primitivité au sens non trivial,
il existe un diviseur logarithmique B de degré nul tel que

divp(8) = 2B + o(L — L)
ot o est lentier 0 (resp. 1) si £d =1 (mod 16) (resp. £d =9 (mod 16)).
Preuve. Compte tenu du lemme 4.2, il s’agit ici d’examiner la L-va-
luation logarithmique de 3 :

e Si +d = 1 (mod 16), les complétés en 2 des corps de nombres F' et
Q coincident. Nous sommes alors amenés a faire choix d’une racine de =+d,
que nous noterons 9 et prendrons congrue a —1 modulo 8. Par suite, il vient
successivement :

(G+1)°=1+26462=0 (mod 64),
+d+1

d= (mod 32),

2uFd—1

0+u= (mod 32).

C’est ici qu’intervient la troisieme propriété de d, puisqu’elle nous permet
d’écrire 2u Fd — 1 = —4 (mod 32), et donc d’établir la parité de la L-
valuation logarithmique de 3.

e Si £d = 9 (mod 16), nous faisons alors choix d’une racine de +d,
que nous noterons encore § et prendrons congrue a 3 modulo 8. Par suite,
d+u=(6utd+9)/6 (mod 32).

Comme 6u £d + 9 = 3(2u T d + 3) + 4d, nous avons 6u £d + 9 =
4 (mod 32), soit

butd+9 €27 x (£1 + 8Zy),

et enfin, 6 +u € 2% x (£3 + 8Z,). Ceci prouve que la L-valuation logarith-

mique de [ est effectivement impaire. Dans les deux cas, B = %(&Rf r(B) —
o(L — L7)) est effectivement un diviseur logarithmique de degré nul.

Nous concluons alors par le résultat suivant :

4.3.3. PROPOSITION. Soient F' une extension quadratique de Q (CM)-
primitivement ramifiée et d ’entier naturel, supposé sans facteur carré, tel
que F = Q(v/*£d) sous la contrainte +d = 1 (mod 8). En désignant par G
le groupe de Galois de l'extension F/Q, on trouve le nombre de classes loga-
rithmiques ambiges de F' donné selon le cas par la formule correspondante :
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e ou bien £d =1 (mod 16), auquel cas
[Tp100 Ao (F/Q) - [ 100 €0 (F/Q)
[F:FNQ (&g : &g NNrsg)
e ou bien £d =9 (mod 16), auquel cas
[Tpj00 @ (F/Q) - T € (F/Q)
[F:FNQ-(Eq:E&NNFg)

C1G] = |Clg) |H'(G, Dlp)|;

CIE| = |Clg]

Preuve. Avec les notations du lemme 4.3.2, nous obtenons
2(B +%B7) = dive (Nf) = dive(v*) = 2dive(v),
si bien que
B + %87 = divp(v),
puis
divp(a) = dive(8/v) = dive(8) — dive(v)
=2B+0o(L—-L)—(B+B7)=B—B7 +o(L.—-L);
ce qui nous invite & poser A = B + pL7. 11 vient ainsi divp () =2A7 — A
avec degp A = pdegr L7 = pdegy L, soit selon le reste modulo 16 de +d,
o802 = { g ¢ 5 2429 (mod 10).

Dans le premier cas, le morphisme ¢ est nul, si bien qu’il ne peut étre surjec-
tif. Dans le second cas, le Zs-module des degrés des diviseurs logarithmiques
de F coincidant avec le Zy-module 4[F NQ° : Q|Zy = 4Z2, le Zo-module des
degrés des diviseurs ambiges est en fait le Zo-module 8Z, puisque I'extension
F/Q est par hypotheése non primitivement ramifiée. Comme le degré de la
place sauvage L est égale a 4, le degré de L est générateur du Zs-module
degr DIF sibien que 'image par ¢ de 'unité logarithmique 2 n’est pas nulle.
Le morphisme ¢ est donc ici surjectif.

4.4. Le cas non décomposé d = 2 (mod 16). Le cas non décomposé se
traite de fagcon analogue; nous en donnons cependant les différentes étapes.

4.4.1. LEMME. Sous ’hypothése de (CM )-primitivité au sens non trivial,
il existe un diviseur logarithmique B de degré nul tel que

&R/'F(ﬂ) =28+ oL
ot o est Uentier égal a 0 (resp. 1) si =d = 2 (mod 32) (resp. £d =
18 (mod 32)).

Preuve. Comme pour le lemme 4.3.2, nous examinons la L-valuation
logarithmique du nombre 3, qui par définition, est paire si et seulement si
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la norme 2v% de 8 = u + vv/%d appartient a {£1} x 2% x (1 + 16Z3). La
relation u? — 2v? = 4d nous impose les congruences

1 (mod 16) si+d =2 (mod 32),

2 _ 2 =
u” =4 (mod 32), v°= {9 (mod 16) si £d =18 (mod 32);

ce qui acheve la démonstration.

Nous concluons la aussi par le résultat analogue :

4.4.2. PROPOSITION. Soient F' une extension quadratique de Q (CM)-
primitivement ramifiée et d l’entier naturel, supposé sans facteur carré, tel
que F = Q(v/%£d) sous la contrainte =d = 2 (mod 16). En désignant par G
le groupe de Galois de ’extension F/Q, on trouve le nombre de classes loga-
rithmiques ambiges de F' donné selon le cas par la formule correspondante :

e ou bien £d =2 (mod 32), auquel cas

T, oo Ao (F/Q) - Ty & (F/Q)
[F:FNQ°- (&g : & NNF)
e ou bien £d = 18 (mod 32), auquel cas

[Tyj00 o (F/Q) - T €0 (F/Q)
[F:FNQ<-(Ey: & NNrsg)
Preuve. Avec les notations du lemme 4.3.2, nous obtenons

2(B + B7) = divp(NB) — 2oL = 2divp(v) — 20L,

ICIS| = |Clg] |H'(G, Dip)|;

ICIS| = |Clg]

si bien que
B + B = divp(v) — oL,
puis
divp(a) = divp(8) — divp(v) = 2B + oL — (B + B7) — oL = B — B;
ce qui invite & poser 2 = B Il vient ainsi div () = A7 —A avec degp A =
—(0/2) degy L, soit selon le reste modulo 32 de +d,
o si £d =2 (mod 32),
degp A = { —Ldegp £ si+d=18 (mod 32).

Dans le premier cas, le morphisme ¢ est nul, si bien qu’il ne peut étre
surjectif. Dans le second cas, le degré de la place sauvage L est égale a 8 si
bien que l'entier 2-adique —% degp L est générateur du Zo-module deg Dip
et que 'image par ¢ de I'unité logarithmique 2 n’est pas nulle. Le morphisme
@ est donc ici surjectif.

Le paragraphe suivant récapitule enfin ces résultats :
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5. Expression de la formule des classes logarithmiques ambiges
sur Q. Les propositions 4.3.3 et 4.4.2 nous suggerent I’examen préalable du
2-groupe des classes logarithmiques du corps QQ des nombres rationnels.

5.1. PROPOSITION. Le corps Q des nombres rationnels est 2-logarithmi-
quement principal.

Preuve. D’apres [J3], th. 2.3, le 2-groupe 6’7@ des classes logarith-
miques de Q s’identifie au groupe de Galois Gal(Q'°/Q¢), ou Q° est la Zo-
extension cyclotomique de Q et Q'° la pro-2-extension abélienne maximale
de Q qui est localement cyclotomique (i.e. complétement décomposée sur Q°
en chacune de ses places). Et comme Q'€ est contenue dans la pro-2-extension
ab¢lienne 2-ramifiée maximale de Q qui n’est autre ici que Q° puisque Q est
2-rationnel au sens de [GJ] ou de [MN], il suit que Q' = Q°, i.e. Clg = 0.

5.2. THEOREME. Soient F une extension quadratique (CM)-primitive-
ment ramifiée de Q et d entier naturel, supposé sans facteur carré, tel que
F = Q(vV=*d) . En désignant par G le groupe de Galois de 'extension F/Q,
on trouve le nombre de classes logarithmiques ambiges de F donné selon le
cas par la formule suivante :

e 1°" cas : pour £d =1 (mod 16) ou £d =2 (mod 32), il vient

~ )

|ClE| = > &

[F : Fﬂ@c] . (5@15@ ﬂNF/@)
(

|HY(G, Dip)|;

e 2™ cas : pour £d Z 1 (mod 16) et +d # 2 (mod 32), il vient

|617G| _ oo @ (F/Q) - [0 €6 (F/Q)
g [F:F“@C]-(g@:g@ﬂ/\/m@)'

Remarques. 1. Nous rappelons que dans le cas primitif ou imaginaire,
Pextension F//Q est (CM )-primitivement ramifiée, si bien que les hypotheéses
du théoreme 5.2 s’averent considérablement allégées.

2. Lorsque 2 est norme de l'extension F'/Q, ou 'entier d satisfait, cette
fois-ci, 'une des congruences

+d#9 (mod 16) ou =+d# 18 (mod 32),

sa classe engendre le premier groupe de cohomologie H!(G, Pl F) ™ g@ N
Nrg/N F/Q(g F), puisque son image par ¢ n’est pas nulle. L’extension est
donc 1a aussi (CM)-primitivement ramifiée.

3. Malheureusement, en ’absence de I’hypotheése de (CM)-primitivité,
aucune conclusion ne peut étre établie dans le cas général, comme le témoi-
gnent ultérieurement certains calculs numériques.
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6. Application aux extensions quadratiques 2-logarithmique-
ment principales de Q

6.1. Les extensions quadratiques réelles de Q. Les hypotheses sur I’entier
d étant conservées, nous considérons dans un premier temps les extensions
quadratiques réelles Q(v/d) /Q, et nous donnons une autre formulation de la
condition

(i) [dEF/Q-[]eFE/Q =[F: FNQ%- (&y: & NNF/g)
ploo pfoo
précisée en introduction. Cette condition nous conduit a introduire les deux

notations suivantes :

e t désigne le nombre de diviseurs premiers impairs de QQ, ramifiés dans
Iextension F/Q,

e 2° est 'indice dans le groupe g@ du sous-groupe g@ NNr/q des unités
logarithmiques normes dans 'extension F'/Q.

Cela posé, la condition (i) devient
92t x & (F/Q) = 2 x 2° sinon.

6.1.1. LEMME. La condition (i) est vérifiée lorsque d = 2 et s’écrit sinon
sous la forme
fe 4l sid=1 (mod 8) ou d =2 (mod 16),
10 sid#1 (mod8) et d#2 (mod 16).
Preuve. Par définition de I'indice de ramification logarithmique en 2,
il vient en effet

& (F/Q) = [Q2(Vd) : Qa(Vdd) N Q3]
_J1 sid=1 (mod8) oud=2 (mod 16),
12 sid#1 (mod8)etd#2 (mod 16)
et le lemme 6.1.1 est ainsi établi.
Ces derniers résultats adjoints au lemme 3.1, nous pouvons a présent
dresser la liste des extensions quadratiques réelles 2-logarithmiquement prin-

cipales de Q. Notant que I'extension Q(v/2) est bien 2-logarithmiquement
principale; supposons donc désormais (¢ > 1), et distinguons deux cas :

1" cas : d # 2 et (d =1 (mod 8) ou d = 2 (mod 16)). La condition
t — s = 1 nous conduit a envisager trois possibilités.

e Lecast =1 et s =0, auquel cas les extensions obtenues sont

Q(y/p) ou Q(\/%) avec p=9 (mod 16) (cf. §5, rq 2),
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ainsi que certaines des extensions

Q(v/p) ou Q(y/2p) avecp=1 (mod 16).

e Lecast=2et s =1, qui nous donne les extensions

Q(y/pq) ou Q(\/%) avec p = £3 (mod 8) et ¢ = +3 (mod 8);
Q(v/pg) ou Q(y/2pq) avec p=—1 (mod 8) et g = —1 (mod 8).

Dans la derniere situation, en effet, ni —1, ni —2 ne sont normes, si bien
que la condition de (CM)-primitivité est vérifiée. Ainsi, placés sous les hy-
potheses du théoreme 5.2, nous en déduisons les congruences nécessaires :
p=—1 (mod 16) et ¢ = —9 (mod 16).

e Le cas t = 3 et s = 2 enfin, qui nous donne les extensions
Q(v/pgr) ou Q(y/2pgr) avec p=3 (mod 8), ¢ =5 (mod 8) et
r=—1 (mod 8).

2ieme cas i d # 1 (mod 8) et d # 2 (mod 16). La condition t — s = 0
ouvre ici deux possibilités seulement :

e ou bien £t = s = 1, auquel cas les extensions obtenues sont
Q(y/p) ou Q(4/2p) avecp=—1 (mod 8) oup==£3 (mod 8),
e ou bien t = s = 2, auquel cas les extensions obtenues sont

p=3 (mod 8) et g =5 (mod 8), ou
Q(vpg) ou Q(v/2pg)  avec {p =43 (mod 8) et ¢ = ~1 (mod 8).

6.1.2. THEOREME. Les extensions quadratiques réelles 2-logarithmique-
ment de Q sont les extensions suivantes (ot p, q, v désignent trois premiers
impairs distincts arbitraires de N) :

¢ Q(v2),

e Q(/p) ou Q(v2p) avec p = —1 (mod 8), p = 9 (mod 16) ou p
= 43 (mod 8),

p=—1 (mod 16) et ¢ = —9 (mod 16), ou
e Q(/pq) ouQ(v/2pq) avec {p =43 (mod 8) et ¢ # 1 (mod 8),

o Q(/pqr) ou Q(v/2pgqr) avec p = 3 (mod 8), ¢ = 5 (mod 8) et r
= —1 (mod 8)

et les extensions de la forme

° Q(\/&) avecd=p oud=2p et p=1 (mod 16) lorsqu’on peut écrire

u' = =£1 (mod 16) pour d =17 (mod 32),

v u' =43 (mod 8) pour d =2 (mod 32).

/ u' =47 (mod 16) pour d =1 (mod 32),
—1:N<u +\/&> avec
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Preuve. Examinons le cas des extensions F' de la forme Q(,/p) ou
Q(v/2p) (avec p=1 (mod 16)). Conformément & la preuve du lemme 4.3.2,
il est possible d’écrire 2 sous la forme 2 = N((u + v/d)/v) avec vz (u + v/d)
paire. L’analogue de la preuve du lemme 4.1 montre que —1 est norme
dans 'extension F'/Q si et seulement si (—1/p) = 1, i.e. p = 1 (mod 4).
Par conséquent, nous pouvons affirmer que dans cette situation d est effec-
tivement norme dans l’extension quadratique Q(i)/Q, c’est-a-dire puisque
Panneau Z[i] est principal, qu’il existe deux entiers relatifs u’ et v’ tels que
lon ait 3 = w2 + v/ = d. L’analogue du lemme 4.2 prouve alors que
toutes les p-valuations logarithmiques de u’ 4+ v/d sont paires en toute place
finie modérée p de F', si bien que le corps quadratique F' = @(\/&) est 2-
logarithmiquement si et seulement si oz (u/ 4 +v/d) est impaire. Bien entendu,
les entiers u’ et v’ ayant des roles symétriques, nous pouvons supposer u’
impair. Trois cas se distinguent alors :

e Lorsque d = p et p =1 (mod 32), il est possible de choisir la racine
carrée de p congrue a —1 modulo 16. Notons alors les deux situations sui-
vantes :

— ou bien v’ peut étre choisi congru & —1 modulo 16, si bien que ' =
—2 (mod 16) et F' n’est pas 2-logarithmiquement principal,

— ou bien u’ peut étre choisi congru & 7 modulo 16, si bien que 3’
6 (mod 16) et F est 2-logarithmiquement principal.

e Lorsque d = p et p = 17 (mod 32), il est possible de choisir la racine
carrée de p congrue a 7 modulo 16. Notons alors les deux situations sui-
vantes :

— ou bien u/ peut étre choisi congru & —1 modulo 16, si bien que 3’ =
6 (mod 16) et F est 2-logarithmiquement principal,

— ou bien u’ peut étre choisi congru a 7 modulo 16, si bien que [’
—2 (mod 16) et F' n’est pas 2-logarithmiquement principal.

e Lorsqued =2pet p=1 (mod 16), v’ et v" ayant des roles symétriques,
les L-valuations logarithmiques attachées a la place sauvage £ de F' des
nombres = u' +v/d et v’ + v/d sont de méme parité. En particulier, v (8)
est impaire si et seulement si v’ = +3 (mod 8).

Le reste est alors immédiat.

Remarques. 1. Dans la derniere situation, la condition nécessaire
et suffisante obtenue porte uniquement sur les congruences puisque nous
sommes assurés de existence de v+ v/d et u’' ++/d. Elle est donc tout & fait
explicite et caractérise parfaitement les corps de nombres 2-logarithmique-
ment principaux de la forme Q(,/p) ou Q(y/2p) avec p=1 (mod 16).

2. Une sous-extension d’un corps de nombres 2-logarithmiquement prin-
cipal n’est pas forcément 2-logarithmiquement principale. En effet, posons
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K = Q(y/p) et L = Q(4,/p), oul p est un nombre premier congru a 3 mo-
dulo 8. Alors l'extension L est 2-logarithmiquement principale (cf. [Th]),
bien que le corps de nombres K ne le soit pas.

3. Selon Browkin et Schinzel (cf. [BS], th. 2), les extensions quadratiques
dont le 2-Sylow du noyau hilbertien est trivial sont celles de la forme :

Q3.
Q(y/p) ou Q(v/2p) avec p =3 (mod 8) oup =5 (mod 8),
Q(\/p) avec p = 1 (mod 8), p ne pouvant pas s’écrire sous la forme
u? —2v? avecu >0, u =1 (mod 4) et v =0 (mod 4),
e Q(y/pq) avec p =3 (mod 8) et ¢ =3 (mod 8).
Cela nous conduit a la proposition suivante :

6.1.3. SCOLIE. Les extensions quadratiques réelles dont le 2-Sylow du
noyau hilbertien est trivial sont 2-logarithmiquement principales.

Preuve. Examinons le seul cas douteux des extensions quadratiques
réelles de la forme F' = Q(,/p) ot p = 1 (mod 16) et dont le 2-Sylow du
noyau hilbertien est trivial. D’apres les résultats de H. Thomas (cf. [Th],
p. 472, Prop. 1, cas 1), le 2-groupe des classes logarithmiques de I’extension
biquadratique K = Q(i,,/p) est alors cyclique d’ordre 2. En particulier,
si A désigne le groupe de Galois de l'extension K/F il coincide avec son
2-groupe ambige &ﬁ La formule des classes logarithmiques ambiges nous
donne donc la minoration suivante :

(gF : gp QNK/F)

2 Y
puisque le conoyau du morphisme [H'(A, Plx) — H'(A, Dix)] déduit de
la suite exacte

|6/ZF| >

1—>15lK—>l3/lK—>6'/lK—>1
est au plus d’ordre 2. Si ¢ désigne une unité fondamentale de F', —1 et ¢
sont deux générateurs du 2-groupe des unités logarithmiques de F'. Comme
K est totalement imaginaire, —1 ne peut étre norme dans l’extension K/F'.
Supposons en revanche que ¢ le soit, auquel cas son conjugué € et leur produit
€€ = —1 sont tous deux normes dans l'extension K/F’; ce qui ne peut étre.
Une vérification analogue montre plus précisément que les classes de —1 et
e sont distinctes modulo Ep N NK/F L’indice (SF Er NNk /) est ainsi
égal & 4 et le corps quadratique F' n’est pas 2-logarithmiquement principal.

Remarque. En revanche, aucune réciproque n’est envisageable. En
effet, I'extension quadratique Q(,/pg) ou p et ¢ désignent deux nombres
premiers distincts congrus & 5 modulo 8 est primitivement ramifiée et 2-
logarithmiquement principale, bien que la 2-partie de son noyau hilbertien
ne soit pas triviale.
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6.1.4. Exemples numériques. Dans ces exemples, nous illustrons la situ-
ation des corps de nombres

Q(vp) et Q(v/2p) avec p=1 (mod 16).

EXEMPLE 1. Lorsque F' = Q(+/17), nous considérons ' = —1 + /17
un élément de norme —42. Comme u' = —1, F est 2-logarithmiquement
principal.

EXEMPLE 2. Lorsque F' = Q(1/113), nous considérons le nombre 3" = 7+
V113 de norme —82. Comme u’ = £7 (mod 16), F n’est pas 2-logarithmique-

ment principal.

EXEMPLE 3. Lorsque F' = Q(v/34), l'unité logarithmique —1 est norme
de I'élément o/ = (5 + v/34)/3. Comme v’ = +3 (mod 8), 'extension F est
ici 2-logarithmiquement principale.

EXEMPLE 4. Lorsque F' = Q(1/226), l'unité logarithmique —1 est norme
de I'élément ' = 15 + 1/226. Comme v’ = +1 (mod 8), F' = Q(1/226) n’est
pas 2-logarithmiquement principal.

6.2. Les extensions quadratiques imaginaires. Les hypotheses sur I’entier
d étant conservées, nous considérons a présent les extensions quadratiques
imaginaires Q(v/—d)/Q. De facon analogue, nous démontrons successive-
ment les résultats suivants :

6.2.1. LEMME. La condition (i) est vérifiée lorsque d = 2 et s’écrit sinon
sous la forme
(i) e 0 sid=-1 (mod 8) ou d=—2 (mod 16),
T 11 sid# -1 (mod8) et d# —2 (mod 16),

ot s peut étre l’entier 1 ou 2.

6.2.2. THEOREME. Les extensions quadratiques imaginaires 2-logarith-
miquement de Q sont les extensions suivantes (ou p et q désignent deuz
nombres premiers impairs distincts arbitraires de N) :

b Q( V _2>7

e Q(i),

e Q(v/—p) ou Q(v/—2p) avec p=+3 (mod 8) ou p=—9 (mod 16),

e Q(v/—pq) ou Q(v/—2pq) avec p =3 (mod 8) et ¢ =5 (mod 8).
Remarque. Selon Browkin et Schinzel (cf. [BS], th. 4), les extensions

quadratiques imaginaires dont le 2-Sylow du noyau hilbertien est trivial sont
celles de la forme :

e Q(v/~2) ou Q(i),
e Q(y/—p) ou Q(/—2p) avec p = £3 (mod 8),
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e Q(y/—p) avec p=—1 (mod 8),

e Q(/—pq) avec p=3 (mod 8) et ¢ =5 (mod 8).
Nous constatons alors :

— que toute extension quadratique imaginaire dont le 2-Sylow du noyau
hilbertien est trivial, est 2-logaritmiquement principale, des qu’elle est 2-
primitivement ramifiée sur Q,

— qu’un corps de nombres imaginaire dont la 2-partie du noyau hilber-
tien est trivial, n’est pas nécessairement 2-logarithmiquement principal

(comme l'illustre 'exemple F' = Q(v/—31)).
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