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Introduction. On sait (voir [Hof] ou [Odl 1]) qu’il n’existe qu’un nom-
bre fini de corps galoisiens à multiplication complexe (i.e., des corps de nom-
bres totalement imaginaires, extensions quadratiques de corps totalement
réels) de nombres de classes d’idéaux égaux à 1. Ici : (a) nous déterminons
tous ceux qui sont des corps de classes de Hilbert de corps quadratiques
imaginaires (il y en a 30 et ils sont abéliens); (b) nous déterminons tous ceux
qui sont abéliens et sont des corps de classes de Hilbert de corps quadra-
tiques réels (il y en a 39), (c) nous construisons 26 d’entre eux non abéliens
et qui sont des corps de classes de Hilbert de corps quadratiques réels; et
(d) nous montrons qu’il est raisonnable de conjecturer que tout corps ga-
loisien, non abélien, à multiplication complexe, de nombre de classes égal à
1 et qui est un corps de classes de Hilbert d’un corps quadratique réel est
l’un de ces 26 corps. Autrement dit, il existe au moins et conjecturalement
exactement 96 corps quadratiques à corps de classes de Hilbert principaux
et à multiplication complexe.

Expliquons maintenant le principe de cette détermination. Si k est un
corps quadratique imaginaire de corps de classes de Hilbert noté H(k), nous
montrons que H(k) est un corps à multiplication complexe si et seulement
si il est égal au corps des genres Gk de k. Notre premier objectif est donc de
déterminer tous les corps de genres qui sont des corps imaginaires abéliens de
nombres de classes relatifs égaux à 1 : il y a 74 tels corps (voir Corollaire 2).
Nous en déduisons tous les corps quadratiques imaginaires à corps de classes
de Hilbert principaux et à multiplication complexe.

Supposons donc pour la suite de cette introduction que k est un corps
quadratique réel. Soient Hl(k) et Hs(k) ses corps de classes de Hilbert aux
sens large et restreint. Il est clair que Hl(k) qui est totalement réel n’est
évidemment pas à multiplication complexe, et que Hs(k) contient Hl(k) et
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en est une extension de degré 1 ou 2 selon que la norme de l’unité fonda-
mentale de k est égale à −1 ou +1. Il en résulte que Hs(k) est un corps à
multiplication complexe si et seulement si l’unité fondamentale de k est de
norme +1, ce que nous supposons pour la suite de cette introduction. Nous
remarquons ensuite que si Hs(k) est principal, alors tout sous-corps M de
Hs(k) contenant k et qui est un corps à multiplication complexe est de
nombre de classes relatif égal à 1 (voir Proposition 6). En particulier, nous
pouvons aisément déterminer tous les k à corps des genres Gk imaginaires
tels que Hs(k) soit un corps à multiplication complexe principal.

Nous pouvons donc maintenant supposer que Gk est réel. L’étape cru-
ciale consiste alors à montrer au Théorème 8 que si Hs(k) est principal,
alors le 2-corps de classes de Hilbert au sens restreint Hs,2(k) de k est un
corps à multiplication complexe, diédral, de degré ≥ 8 une puissance de 2 et
de nombre de classes relatif égal à 1. Nous caractérisons alors au Théorème
10 les corps quadratiques réels k d’unité fondamentale de norme +1 tels que
Hs,2(k) soit diédral de degré ≥ 8 une puissance de 2 et de nombre de classes
relatif impair. Puisque la liste des tels corps à nombre de classes relatif égal
à 1 est conjecturalement connue, nous pouvons conjecturalement terminer
notre détermination.

Notations. Pour K un corps de nombres, nous notons WK le groupe
des racines de l’unité de K, wK l’ordre de ce groupe, UK le groupe des unités
de l’anneau des entiers de K, dK le discriminant de K, et hK le nombre de
classes d’idéaux de K. Pour N un corps à multiplication complexe de sous-
corps totalement réel maximal noté N+, on sait que hN+ divise hN. Leur
quotient noté h−N est appelé le nombre de classes relatif de N, et l’indice
QN = (UN : WNUN+), appelé l’indice de Hasse de N, vaut 1 ou 2 (voir
[Wa, Chapter 4]). La formule analytique suivante donne le nombre de classes
relatif de N :

(1) h−N =
QNwN

(2π)n

√∣∣∣∣ dN

dN+

∣∣∣∣L(1, χN),

où n est le degré de N+ et χN le caractère de l’extension quadratique
N/N+. Finalement, nous notons jN/N+ l’application canonique du groupe
des classes de N+ dans celui de N.

Lemme A (voir le chapitre 10 de [Wa]). Le noyau de jN/N+ est d’ordre
≤ 2. Si QN = 2 alors ce noyau est d’ordre 1. Si ce noyau est d’ordre 1, alors
h−N impair implique hN+ impair. En particulier , un corps à multiplication
complexe d’indice de Hasse égal à 2 et de nombre de classes relatif impair
est également de nombre de classes impair.

Nous ferons un usage répété de cette propriété.
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1. Corps des genres (de corps quadratiques) à nombres de
classes relatifs égaux à 1. Soit k un corps quadratique de discriminant
dk. Nous notons pi (1 ≤ i ≤ t) les diviseurs premiers distincts de dk et
posons

p∗i =

 pi si pi ≡ 1 (mod 4),
−pi si pi ≡ 3 (mod 4),
−4,−8 ou 8 si pi = 2.

Il existe alors une unique écriture de dk sous la forme dk =
∏t

i=1 p∗i (i.e.,
nous décomposons dk en un produit de discriminants fondamentaux, où un
discriminant fondamental est un discriminant de corps quadratique ramifié
en exactement un seul nombre premier). Le corps

(2) Gt = Q(
√

p∗1, . . . ,
√

p∗t ),

est appelé le corps des genres de k. C’est l’extension abélienne de Q,
non ramifiée sur k aux places finies et maximale pour ces deux propriétés.
Réciproquement, pour des pi deux à deux distincts, un corps Gt est appelé
un corps de genres. C’est le corps des genres d’un unique corps quadrati-
que : le corps Q(

√
p∗1p

∗
2 . . . p∗t ), corps quadratique qui peut être aussi bien

réel qu’imaginaire. Nous notons r le nombre des p∗i négatifs et s le nombre
des p∗i positifs, de sorte que t = r+s et que Gt est imaginaire si et seulement
si r ≥ 1, ce que nous supposons pour toute la suite. Noter que Gt est le
corps des genres d’un corps quadratique réel pour r pair, et est le corps des
genres d’un corps quadratique imaginaire pour r impair. Nous notons alors
h−t le nombre de classes relatif et Qt l’indice de Hasse de Gt.

Lemme B (voir [Uch 1, Prop. 3]). Nous avons Qt = 1 si r = 1, et Qt = 2
si r ≥ 2.

Un corps des genres imaginaire Gt étant un compositum de corps quadra-
tiques de conducteurs deux à deux premiers entre eux, son nombre de classes
relatif est très facile à calculer puisque l’on a

(3) h−t = 2Qt

∏
F

(hF/2),

où ce produit est pris sur tous les sous-corps quadratiques imaginaires F de
Gt (voir [Uch 2, p. 160]).

Finalement, pour des p∗i tels que le corps quadratique Q(
√

p∗1p
∗
2 . . . p∗t )

soit imaginaire, nous notons h1,2,...,t son nombre de classes.

Proposition 1. Si Gt et Gt′ sont deux corps de genres imaginaires et
si Gt′ contient Gt, alors h−t divise h−t′ . De plus, si le nombre de classes
relatif d’un corps de genres imaginaire Gt est impair , alors t ≤ 3 et (r, s) ∈
{(1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (3, 0)}, et nous avons les expressions suivantes de
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h−t sous forme de produits d’entiers positifs :

h−t =



h1 si t = 1 et (r, s) = (1, 0),
h1(h1,2/2) si t = 2 et (r, s) = (1, 1)

(avec le choix p∗2 > 0),
h1h2 si t = 2 et (r, s) = (2, 0),
h1h2(h1,2/2)(h1,3/2) si t = 3 et (r, s) = (2, 1)

(avec le choix p∗3 > 0),
h1h2h3(h1,2,3/4) si t = 3 et (r, s) = (3, 0).

En conséquence, la connaissance de tous les corps quadratiques imaginaires
de nombres de classes 1 (il y en a 9) ou 2 (il y en a 18) conduit à la
détermination de tous les corps de genres imaginaires de nombres de classes
relatifs égaux à 1. Finalement , un corps de genres imaginaire de degré ≥ 8
et de nombre de classes relatif impair est de degré 8 et de nombre de classes
impair , car d’indice de Hasse égal à 2.

P r e u v e. Les deux ingrédients de la preuve sont la formule (3) et le fait
qu’un corps quadratique imaginaire de conducteur divisible par t facteurs
premiers est de nombre de classes divisible par 2t−1. Pour la première partie
de cette Proposition 1, nous raisonnons par récurrence sur t en distinguant
le cas p∗t+1 > 0 du cas p∗t+1 < 0.

Pour p∗t+1 > 0 nous avons Qt+1 = Qt et

h−t+1/h−t =
∏
F

(hF/2),

où ce produit est pris sur les sous-corps quadratiques imaginaires de Gt+1

non inclus dans Gt. Tous ces corps sont de conducteurs divisibles par p∗t+1

et par au moins un autre des p∗i avec 1 ≤ i ≤ t (en fait, divisibles par un
nombre impairs de p∗i tels que p∗i < 0 et 1 ≤ i ≤ t). Ils sont donc de nombres
de classes pairs, c’est-à-dire que tous les hF/2 de ce produit sont des entiers
restreintement positifs.

Pour p∗t+1 < 0 nous avons Qt+1 = 2 et

(4) h−t+1/h−t = (2/Qt)(ht+1/2)
∏
F

(hF/2),

où ce produit est pris sur les sous-corps quadratiques imaginaires de Gt+1

non inclus dans Gt et distincts de Q(
√

p∗t+1). Tous ces corps sont de con-
ducteurs divisibles par p∗t+1 et par au moins un autre p∗i avec 1 ≤ i ≤ t, donc
ils sont de nombres de classes pairs. Ces corps F sont de plus de conduc-
teurs divisibles par un nombre pair éventuellement nul de p∗i < 0 tels que
1 ≤ i ≤ t. S’il existe au moins un tel F dans ce produit (4) de conducteur
divisible par un nombre pair non nul de p∗i < 0 tels que 1 ≤ i ≤ t, alors son
nombre de classes est divisible par 4 et h−t+1/h−t est clairement un entier.
S’il n’existe pas de tel F dans ce produit (4) de conducteur divisible par
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un nombre pair non nul de p∗i < 0 tels que 1 ≤ i ≤ t, alors Qt = 1 et
h−t+1/h−t = ht+1

∏
F(hF/2) est un entier puisque ce produit est pris sur des

sous-corps quadratiques imaginaires de conducteurs divisibles par au moins
deux facteurs premiers distincts, donc de nombres de classes pairs.

Pour la seconde partie de cette Proposition 1, nous remarquons que pour
r = 4 et s = 0 la formule (3) (écrite légèrement différemment) donne

h−4 = 4h1h2h3h4(h1,2,3/4)(h1,2,4/4)(h1,3,4/4)(h2,3,4/4).

D’après la première partie de cette proposition, 4 divise donc h−t pour r ≥ 4.
De même, pour r = 3 et s = 1 et en rangeant les p∗i de telle sorte que p∗i < 0
pour 1 ≤ i ≤ 3, la formule (3) donne

h−4 = 4h1h2h3(h1,4/2)(h2,4/2)(h3,4/2)(h1,2,3/4)(h1,2,3,4/8),

ce qui donne que 4 divise h−t pour r = 3 et s ≥ 1. De même, pour r = 1 et
s = 2 nous avons

h−3 = 2h1(h1,2/2)(h1,3/2)(h1,2,3/4),

ce qui donne que 2 divise h−t pour r ≥ 1 et s ≥ 2. Si h−t est impair, nous
avons donc r ≤ 3, et r = 3 implique s = 0, et r = 2 implique s ≤ 1, et
r = 1 implique s ≤ 1, c’est-à-dire que nous sommes dans un des cinq cas
considérés dans cette Proposition 1. Finalement, les formules pour h−t de
cette Proposition 1 résultent de (3).

Corollaire 2. Il y a 73 corps de genres de nombres de classes relatifs
égaux à 1, et 30 d’entre eux sont des corps de genres de corps quadratiques
imaginaires et 43 d’entre eux sont des corps de genres de corps quadra-
tiques réels. De plus, 69 d’entre eux sont principaux , 3 d’entre eux sont
de nombres de classes 3, à savoir les corps des genres des corps quadra-
tiques réels Q(

√
7 · 67), Q(

√
2 · 163), et Q(

√
11 · 43), et 1 d’entre eux est de

nombre de classes 5, à savoir le corps des genres du corps quadratique réel
Q(
√

19 · 43).

P r e u v e. Nous avons la Table 1 suivante des corps quadratiques imagi-
naires k de nombres de classes ≤ 2 (voir [M-W], [Sta 1] et [Sta 2]) :

Table 1

dk hk dk hk

−3 1 −19 1
−4 1 −43 1
−7 1 −67 1
−8 1 −163 1
−11 1
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Table 1 (cont.)

dk hk dk hk

−15 = (−3, 5) 2 −115 = (−23, 5) 2
−20 = (−4, 5) 2 −123 = (−3, 41) 2
−24 = (−3, 8) 2 −148 = (−4, 37) 2
−35 = (−7, 5) 2 −187 = (−11, 17) 2
−40 = (−8, 5) 2 −232 = (−8, 29) 2
−51 = (−3, 17) 2 −235 = (−47, 5) 2
−52 = (−4, 13) 2 −267 = (−3, 89) 2
−88 = (−11, 8) 2 −403 = (−31, 13) 2
−91 = (−7, 13) 2 −427 = (−7, 61) 2

Envisageons successivement les cinq cas de la Proposition 1.
Pour (r, s) = (1, 0) nous avons h−t = 1 pour 9 cas.
Pour (r, s) = (1, 1) nous avons h−t = 1 si et seulement si h1 = 1 et

h1,2 = 2. Cela arrive d’après la Table 1 pour 15 cas (on ne peut pas avoir
p∗1 ∈ {−23,−31,−47}).

Pour (r, s) = (2, 0) nous avons h−t = 1 si et seulement si h1 = h2 = 1,
et nous avons donc h−t = 1 pour 35 cas (penser à ne pas inclure le cas
Q(
√
−4,

√
−8)).

Pour (r, s) = (2, 1) nous avons h−t = 1 si et seulement si h1 = h2 = 1
et h1,2 = h1,3 = 2, c’est-à-dire que Q(

√
p∗1,

√
p∗2,

√
p∗3) est de nombre de

classes relatif égal à 1 si et seulement si Q(
√

p∗1,
√

p∗3) et Q(
√

p∗2,
√

p∗3) sont
de nombres de classes relatifs égaux à 1, i.e. apparaissent tous deux au
cas précédent (r, s) = (1, 1). Cela arrive pour 8 cas (on ne peut pas avoir
p∗3 ∈ {29, 37, 41, 61, 89}, pour p∗3 = 8, 13 ou 17 on a un seul choix possible
pour (p∗1, p

∗
2, p

∗
3), et pour p∗3 = 5 on a 5 choix possibles pour (p∗1, p

∗
2, p

∗
3)).

Finalement, pour (r, s) = (3, 0) nous avons h−t = 1 si et seulement si
h1 = h2 = h3 = 1 et h1,2,3 = 4. Cela arrive pour 6 cas.

Ces occurrences de h−t = 1 sont colligées à la Table 2.

Table 2

{p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t

{−3} 1 {−3, 5} 1 {−7, 61} 1 {−3, −19} 1
{−4} 1 {−3, 8} 1 {−8, 5} 1 {−3, −43} 1
{−7} 1 {−3, 17} 1 {−8, 29} 1 {−3, −67} 1
{−8} 1 {−3, 41} 1 {−11, 8} 1 {−3, −163} 1
{−11} 1 {−3, 89} 1 {−11, 17} 1 {−4, −7} 1
{−19} 1 {−4, 5} 1 {−4, −11} 1
{−43} 1 {−4, 13} 1 {−3, −4} 1 {−4, −19} 1
{−67} 1 {−4, 37} 1 {−3, −7} 1 {−4, −43} 1
{−163} 1 {−7, 5} 1 {−3, −8} 1 {−4, −67} 1

{−7, 13} 1 {−3, −11} 1 {−4, −163} 1
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Table 2 (cont.)

{p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t {p∗
i } h+

t

{−7, −8} 1 {−8, −163} 3 {−67, −163} 1 {−3, −4, −7} 1
{−7, −11} 1 {−11, −19} 1 {−3, −4, −11} 1
{−7, −19} 1 {−11, −43} 3 {−3, −4, 5} 1 {−3, −4, −19} 1
{−7, −43} 1 {−11, −67} 1 {−3, −7, 5} 1 {−3, −7, −8} 1
{−7, −67} 3 {−11, −163} 1 {−3, −8, 5} 1 {−3, −11, −19} 1
{−7, −163} 1 {−19, −43} 5 {−3, −11, 8} 1 {−4, −7, −19} 1
{−8, −11} 1 {−19, −67} 1 {−3, −11, 17} 1
{−8, −19} 1 {−19, −163} 1 {−4, −7, 5} 1
{−8, −43} 1 {−43, −67} 1 {−4, −7, 13} 1
{−8, −67} 1 {−43, −163} 1 {−7, −8, 5} 1

Les nombres de classes des Gt correspondants sont égaux aux nombres
de classes h+

t des G+
t correspondants. Expliquons comment nous avons

déterminé ces h+
t donnés dans cette Table 2. Pour (r, s) = (1, 0) on a G+

t =
Q qui est principal. Pour (r, s) = (2, 0) on a G+

t = Q(
√

p∗1p
∗
2) qui est quadra-

tique réel donc de nombre de classes aisément calculable. Pour (r, s) = (1, 1)
on a G+

t = Q(
√

p∗2) qui est quadratique réel donc de nombre de classes
aisément calculable. Pour (r, s) = (3, 0) on a G+

t = Q(
√

p∗1p
∗
2,

√
p∗1p

∗
3) qui

est biquadratique bicyclique réel donc de nombre de classes moins aisément
calculable. Néanmoins, la partie impaire du groupe des classes d’un corps bi-
quadratique bicyclique étant isomorphe au produit des parties impaires des
groupes des classes de ses trois sous-corps quadratiques, et puisque Qt = 2
pour ce cas et que donc on sait que le nombre de classes de G+

t est impair
lorsque h−t est impair (voir Lemme A), on obtient que le nombre de classes
de G+

t est égal à la partie impaire du produit des trois nombres de classes
de ses sous-corps quadratiques réels Q(

√
p∗1p

∗
2), Q(

√
p∗1p

∗
3), et Q(

√
p∗2p

∗
3).

Finalement, le raisonnement est le même pour le dernier cas (r, s) = (2, 1),
où G+

t = Q(
√

p∗1p
∗
2,

√
p∗3).

2. Corps quadratiques imaginaires à corps de classes de Hilbert
principaux et à multiplication complexe. Dans tout ce paragraphe k
désigne un corps quadratique imaginaire.

Théorème 3. Le corps de classes de Hilbert H d’un corps quadratique
imaginaire k est galoisien sur le corps des nombres rationnels et à groupe
de Galois G = Gal(H/Q) un groupe diédral généralisé, c’est-à-dire que G
est le produit semi-direct du groupe abélien A = Gal(H/k) canoniquement
isomorphe au groupe des classes d’idéaux de k par le groupe {Id, σ} d’ordre 2,
où la conjugaison complexe σ ∈ G agit sur A par σaσ−1 = a−1.

Ce corps H est un corps à multiplication complexe si et seulement si le
groupe des classes d’idéaux de k est d’exposant ≤ 2 (c’est-à-dire isomorphe à
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un produit fini de copies de Z/2Z), et dans ce cas H est le corps des genres
Gk de k. En conséquence, il existe 30 corps quadratiques imaginaires à
corps de classes de Hilbert des corps principaux à multiplication complexe.

P r e u v e. Le symbole d’Artin
[H/k

•
]

induit un isomorphisme du groupe
des classes de k sur le groupe de Galois Gal(H/k) = A de l’extension
non ramifiée H/k. Puisque le groupe {Id, σ} est un relèvement du groupe
quotient G/A, alors G est produit semi-direct du groupe abélien A par
{Id, σ}, où σ opère sur A par automorphismes intérieurs. Reste à voir que
σ opère par inversion. Soit Pk un idéal premier de k au dessus de p. Alors,

σ

[
H/k
Pk

]
σ−1 =

[
H/k
σ(Pk)

]
=

[
H/k
Pk

]−1

,

et ce parce que l’idéal Pkσ(Pk) = (Nk/Q(Pk)) étant principal, la classe de
l’idéal σ(Pk) est l’inverse de la classe de l’idéal Pk. C’est la preuve de [Cox].

Pour la seconde partie de ce Théorème 3, nous remarquons qu’un corps
galoisien totalement imaginaire (ce qui est évidemment le cas de H) est un
corps à multiplication complexe si et seulement si la conjugaison complexe
est dans le centre de son groupe de Galois. Dans notre situation, cela im-
plique a−1 = σaσ−1 = a, soit a2 = 1, pour tout a de A, donc implique que
le groupe des classes de k est d’exposant ≤ 2. Réciproquement, si le groupe
des classes de k est d’exposant ≤ 2 alors σ commute à A, de sorte que H/Q
est abélienne et que H est donc le corps des genres de k.

La dernière partie de ce Théorème 3 résulte du Corollaire 2.

3. Corps quadratiques réels dont les corps de classes de Hilbert
au sens restreint sont principaux et à multiplication complexe.
Dans tout ce paragraphe k désigne un corps quadratique réel. Nous notons
Hl(k) et Hs(k) ses corps de classes de Hilbert aux sens large et restreint, i.e.,
Hl(k)/k est l’extension de k abélienne non ramifiée en toutes places (finies
et infinies), et maximale pour ces propriétés (en conséquence, Hs(k) est un
corps galoisien totalement réel), et Hs(k)/k est l’extension de k abélienne
non ramifiée en toutes places finies, et maximale pour ces propriétés (en
conséquence, Hl(k) est un corps galoisien). Remarquons que Hl(k) est
donc inclus dans Hs(k). On sait que le groupe de Galois de Hl(k)/k est iso-
morphe au groupe des classes de k, alors que le groupe de Galois de Hs(k)/k
est isomorphe au groupe des classes au sens restreint de k. Le degré relatif
[Hs(k) : Hl(k)] vaut donc 1 ou 2 selon que l’unité fondamentale de k est de
norme −1 ou +1. Lorsque ce degré relatif vaut 2, le corps Hs(k) ne saurait
être totalement réel (par maximalité de Hl(k)), il est donc totalement imag-
inaire (puisque galoisien), et est donc un corps à multiplication complexe de
sous-corps totalement réel maximal Hl(k). Et réciproquement. On considère
également Hl,2(k) et Hs,2(k), les 2-corps de classes de Hilbert aux sens large
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et restreint de k. On a les mêmes résultats pour Hl,2(k) et Hs,2(k). Nous
notons hs(k) le nombre de classes restreintes de k et définissons n et himp

par hs(k) = 2nhimp avec himp impair (égal à la partie impaire du nombre
de classes hk). Nous avons donc le diagramme de sous-corps suivant :

Hs(k) himp Hs,2(k) 2n−t+1
Gk

2t−1
k = Q(

√
dk) 2 Q

et nous avons prouvé :

Lemme 4. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Hs(k) est un corps à multiplication complexe.
(b) Hs,2(k) est un corps à multiplication complexe.
(c) La norme de l’unité fondamentale de k vaut +1.

Si elles sont satisfaites, le corps Hl(k) est le sous-corps totalement réel
maximal de Hs(k), et Hl,2(k) est celui de Hs,2(k).

Dans toute la suite, nous supposons l’unité fondamentale de k de norme
+1, et cela implique que le 2-Sylow du groupe des classes au sens restreint de
k est d’ordre supérieur ou égal à 2. Le corps Hs(k) est donc un corps à mul-
tiplication complexe de sous-corps totalement réel maximal Hl(k), le corps
Hs,2(k) est un corps à multiplication complexe de sous-corps totalement réel
maximal Hl,2(k), et Hs,2(k) est au moins quadratique sur k, c’est-à-dire que
Hs(k) est d’ordre 2nh avec n ≥ 2 et h impair.

Théorème 5. Soit k un corps quadratique réel d’unité fondamentale de
norme valant +1. Alors, le corps de classes de Hilbert au sens restreint
Hs(k) est un corps à multiplication complexe galoisien sur le corps des
nombres rationnels et à groupe de Galois G = Gal(Hs(k)/Q) un groupe
diédral généralisé, c’est-à-dire que G est le produit semi-direct d’un groupe
abélien A = Gal(Hs(k)/k) canoniquement isomorphe au groupe des classes
au sens restreint de k par le groupe {Id, σ} d’ordre 2 (où σ est n’importe
quel relèvement en un élément de G du Q-isomorphisme non trivial de k)
qui agit sur A par σaσ−1 = a−1. Un tel produit semi-direct définit un groupe
abélien si et seulement si le groupe A est d’exposant ≤ 2, c’est-à-dire est
isomorphe à un produit fini de copies de Z/2Z. En conséquence, Hs(k) est
abélien si et seulement si il est égal à Gk, le corps des genres de k, et il existe
donc précisément 39 corps quadratiques réels à corps de classes de Hilbert
au sens restreint des corps à multiplication complexe abéliens principaux.

P r e u v e. Posons H = Hs(k). Le symbole d’Artin
[H/k

•
]

induit un
isomorphisme du groupe des classes au sens restreint de k sur le groupe de
Galois A = Gal(H/k) de l’extension non ramifiée aux places finies H/k.
Soit σ l’un quelconque des relèvements en un élément de G = Gal(H/Q)
du Q-isomorphisme non trivial de l’extension quadratique k/Q. Nous mon-
trons d’abord que σ est d’ordre 2 dans G. En effet, d’après le théorème de
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Tchébotarev, il existe un idéal premier PH de H non ramifié dans H/Q tel
que σ =

[H/Q
PH

]
. Soit Pk la trace sur k de PH. Alors, la restriction de σ à

k est égale à
[k/Q
Pk

]
, et agit donc sur

√
dk par multiplication par le symbole

de Kronecker (dk/p). Puisque cette restriction est non triviale, ce symbole
de Kronecker vaut −1, c’est-à-dire que Pk est inerte dans k/Q, de sorte que
Pk est de degré résiduel égal à 2. Mais alors,

1 =
[
H/k
Pk

]
=

[
H/k
PH

]
=

[
H/Q
PH

]2

= σ2

(cette première égalité résultant de ce que Pk = (p) est principal au sens
restreint dans k, et cette seconde de ce que H/k est abélienne). La preuve
suit maintenant celle du Théorème 3.

R e m a r q u e. Le corps des genres Gk est imaginaire si et seulement si
la conjugaison complexe n’est pas un carré dans A. En effet, Gk/Q étant la
sous-extension abélienne maximale de Hs(k)/Q, alors Gal(Hs(k)/Gk) est
égal à D(G) = A2, où D(G) est le groupe dérivé de G.

Proposition 6. Soit k un corps quadratique réel dont le corps de classes
de Hilbert au sens restreint H = Hs(k) est un corps à multiplication com-
plexe principal. Soit M un corps à multiplication complexe tel que k ⊆ M ⊆
H. Si hH = 1, alors H est le corps de classes de Hilbert de M, et h−M = 1
et hM = [H : M]. En particulier , si Gk est imaginaire, alors Gk est de
nombre de classes relatif égal à 1, donc k est l’un des 44 corps quadratiques
réels donnés au Corollaire 2, et Hs(k) est le corps de classes de Hilbert de
Gk. En particulier , 39 de ces 43 tels Hs(k) sont principaux et égaux à Gk.

P r e u v e. Soit HM le corps de classes de Hilbert de M. L’extension
H/M étant abélienne et non ramifiée, on a H ⊆ HM. Réciproquement,
puisque HM/M est abélienne non ramifiée, alors HHM/H est abélienne non
ramifiée, et H étant principal, on a HHM ⊆ H, soit HM ⊆ H. Donc HM =
H et hM = [H : M]. Maintenant, H+ = Hl(k) est le corps de classes de
Hilbert de k, il contient donc M+ (puisque M+/k est non ramifiée aux places
finies comme sous-extension de Hs(k)/k et non ramifiée aux places infinies
puisque M+ est totalement réel), et il est principal. Le même raisonnement
que le précédent donne hM+ = [H+ : M+] = [H : M]. D’où h−M = 1.

Proposition 7. Soit N un corps à multiplication complexe, diédral et
de degré 8n avec n ≥ 1. Alors wN = 2. De plus, si h−N est impair , alors h−N
est un carré, QN = 2, et hN est impair.

P r e u v e. Soit G = 〈a, b; a4n = b2 = 1, bab−1 = a−1〉 une présentation
par générateurs et relations du groupe de Galois G = Gal(N/Q). Puisque le
centre de G est réduit à {1, a2n}, nous identifions la conjugaison complexe
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à a2n. Soient N+, K1, K2 et K+ les sous-corps de N laissés fixes par les
groupes {1, a2n}, {1, b}, {1, a2nb} et {1, b, a2n, a2nb}. Alors, N/K+ est bi-
quadratique bicyclique et K2 = an(K1) est isomorphe à K1. Remarquons
que le groupe dérivé de G étant le groupe cyclique engendré par a2 qui
contient la conjugaison complexe a2n, alors le sous-corps abélien maximal
de N est biquadratique bicyclique réel. D’où wN = wK1 = wK2 = 2. En
conséquence, les résultats de [Lou 3, Prop. 13] basés sur (1) et la factorisa-
tion de la fonction zêta de N donnent

(5) h−N = (QN/2)(h−K1
/QK1

)2 = (QN/2)(h−K2
/QK2

)2.

En supposant h−N impair, nous obtenons bien que QN = 2 puis que h−N est
un carré. Le dernier résultat découle du Lemme A.

Théorème 8. Soit k un corps quadratique réel d’unité fondamentale
de norme valant +1. Supposons Hs(k) de nombre de classes égal à 1 et
Gk réel. Alors, Hs,2(k) est de nombre de classes relatif égal à 1 et A2 =
Gal(Hs,2(k)/k) est cyclique d’ordre ≥ 4, de sorte que Hs,2(k)/Q est diéd-
rale de degré ≥ 8 une puissance de 2.

P r e u v e. Supposons A2 non cyclique, de sorte que A/A2 =Gal(Gk/k)
est d’ordre ≥ 4, où A = Gal(Hs(k)/k). Puisque Gk est réel, la conjugai-
son complexe c est un carré dans ce groupe de Galois A et il existe un
sous-groupe cyclique C de A d’ordre 4 et contenant c. Puisque A2 n’est pas
cyclique, il existe un sous-groupe d’ordre pair B de A tel que B∩C = {Id}
et tel que A/B soit cyclique d’ordre 4n ≥ 4 (soit χC un caractère d’ordre
4 sur C et χ l’un quelconque de ses prolongements en un caractère de A.
Il suffit de prendre B = Ker(χ), car un tel B est bien d’ordre pair puisque
sinon χ restreint à A2 serait injectif et A2 qui serait isomorphe à χ(A2)
serait cyclique). Soit H le sous-corps de Hs(k) obtenu par la correspon-
dance de Galois : Gal(Hs(k)/H) = B. Il n’est pas difficile de voir que B
étant distingué dans G = Gal(Hs(k)/Q), alors H est un corps galoisien
diédral de degré 8n ≥ 8. De plus, la conjugaison complexe c n’appartenant
pas à B = Gal(Hs(k)/H), alors H est totalement imaginaire. Finalement,
puisqu’un corps totalement imaginaire galoisien est à multiplication com-
plexe si et seulement la conjugaison complexe est dans le centre de son
groupe de Galois, alors c est dans le centre de Gal(Hs(k)/Q), donc dans le
centre de Gal(H/Q) et H est à multiplication complexe. D’après la Proposi-
tion 6, H est de nombre de classes relatif égal à 1, donc impair, et de nombre
de classes pair (égal à l’ordre de B). Cela ne saurait se produire d’après la
Proposition 7.

Proposition 9. Soit H un corps à multiplication complexe, diédral de
degré 8n ≥ 8 une puissance de 2 et cyclique sur un sous-corps quadratique
k. Si H est de nombre de classes relatif impair , alors H est de nombre de
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classes impair , H = Hs,2(k) est le 2-corps de classes de Hilbert au sens
restreint de k, et k est un corps quadratique réel d’unité fondamentale de
norme valant +1 et à 2-groupe des classes au sens restreint cyclique d’ordre
4n, de sorte qu’il existe deux nombres premiers distincts p < q non congrus
à 3 modulo 4 vérifiant (p/q) = +1 et tels que k = Q(

√
pq).

P r e u v e. Montrons que H/H+ est non ramifiée aux places finies. En
effet, puisque wH = 2 et QH = 2 (voir Proposition 7), il existe une unité
ε ∈ UH telle que ε/ε = −1. Si H/H+ était ramifiée en P un idéal premier
de H, alors la classe dans HH de l’idéal P ne serait pas dans jH/H+(HH+)
et d’après le Lemme A, 2 diviserait h−H. Sinon, nous aurions l’existence d’un
α ∈ H et d’un idéal I+ de H+ tels que P = (α)jH/H+(I+). Nous aurions
alors (α) = (α), de sorte qu’il existerait une racine de l’unité ζ = ±1 de
H telle que α = ζα. Si nous avions ζ = 1, alors α serait dans H+ et
l’exposant de P dans la décomposition en produit d’idéaux premiers de
(α)jH/H+(I+) = P serait pair, ce qui n’est pas possible. Si nous avions
ζ = −1, alors en posant β = εα nous aurions P = (β)jH/H+(I+) et β ∈ H+,
qui comme précédemment est impossible.

Puisque H/H+ est non ramifiée aux places finies et puisque H/k est cyc-
lique de degré une puissance de 2, alors H/k est non ramifiée aux places finies.

Puisque QH = 2 et puisque h−H est impair, alors hH est impair (voir
Lemme A). Il en résulte que H contient le corps des genres Gk de k (car
Gk/k étant abélienne, de degré une puissance de 2 et non ramifiée aux
places finies, alors HGk/H est abélienne, de degré une puissance de 2 et
non ramifiée en toutes places. Puisque hH est impair, nous avons donc
HGk ⊆ H, soit Gk ⊆ H). Puisque H est à multiplication complexe et
diédral sur Q, il contient précisément trois sous-corps quadratiques, tous
trois réels, de sorte qu’il existe deux nombres premiers distincts p et q non
congrus à 3 modulo 4 tels que Gk = Q(

√
p,
√

q). D’où k = Q(
√

pq).
Le 2-rang du groupe des classes aux sens restreint et large d’un tel

Q(
√

pq) est égal à 1, c’est-à-dire que ses 2-Sylow aux sens large et restreint
sont cycliques. En particulier, Hs,2(k)/k est cyclique. De plus, son 2-Sylow
au sens restreint étant d’ordre ≥ [H : k] = 4n ≥ 4, celui des deux idéaux
premiers ramifiés P ou Q au dessus de p ou de q qui engendre une classe re-
streinte d’ordre 2 est un carré dans ce 2-Sylow au sens restreint, de sorte que
P ou Q est dans le genre principal. Cela implique que le symbole de Legen-
dre (p/q) vaut bien +1 (les résultats de [D-P] sur les conditions nécessaires
et suffisantes de plongement d’un corps réel biquadratique bicyclique dans
un corps diédral donne également (p/q) = +1).

Puisque H/k est cyclique de degré une puissance de 2 et non ramifiée
aux places finies, H est inclus dans Hs,2(k). Si c’en était un sous-corps
propre, alors Hs,2(k)/k étant cyclique, H serait un sous-corps de Hl,2(k),
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donc serait totalement réel, et ne saurait donc être un corps à multiplication
complexe. D’où H = Hs,2(k).

4.Caractérisation des corps à multiplication complexe diédraux
de degré une puissance de 2 et à nombres de classes relatifs im-
pairs. Nous complétons l’énoncé de la Proposition 9.

Théorème 10. Soit H un corps galoisien diédral de degré ≥ 8 et une
puissance de 2. Soit k le seul sous-corps quadratique de H sur lequel H est
cyclique. Alors, H est un corps à multiplication complexe de nombre de
classes relatif impair si et seulement si H est le 2-corps de classes de Hilbert
au sens restreint de k et k est un corps quadratique réel d’unité fondamen-
tale de norme +1 et à 2-groupe des classes au sens restreint cyclique. Il
existe donc p et q premiers distincts non congrus à 3 modulo 4 vérifiant
(p/q) = +1 et tels que k = Q(

√
pq). De plus, QH = 2, h−H est un carré et

hH est impair.

Un sens en est prouvé à la Proposition 9. La réciproque résulte du
Corollaire 12 ci-dessous et du Théorème 5.

Proposition 11 (voir [C-C]). Soient p un nombre premier et K/L une
extension cyclique de degré p qui soit de plus non ramifiée en toutes places
(finies et infinies). Supposons le p-Sylow du groupe des classes de L cyclique
d’ordre pn. Alors, le p-Sylow du groupe des classes de K est cyclique d’ordre
pn−1 et le morphisme canonique jK/L du groupe des idéaux fractionnaires
de L dans celui de K est surjectif de noyau de cardinal p. De plus, pour
p = 2 ce résultat est conservé pour K/L non ramifiée en toute place finie
pourvu que l’on parle de groupe de classes au sens restreint.

P r e u v e. Soient HK et HL les p-corps de classes de Hilbert de K et L.
Puisque K/L est abélienne non ramifiée en toutes places, alors HK contient
HL. De plus, nous remarquons que l’extension K/L étant galoisienne, alors
il en est de même de HK/L. Nous avons le diagramme suivant de corps :

HK HL K L.

Supposons que G = Gal(HK/L) qui est un p-groupe ne soit pas cyclique.
D’après le théorème de la base de Burnside (voir [Hal, p. 176]), il existe un
sous-groupe normal A de G tel que G/A soit p-élémentaire de rang ≥ 2,
donc ne soit pas cyclique. Considérons M donné par la correspondance de
Galois tel que L ⊆ M ⊆ HK et tel que Gal(HK/M) = A. Alors M/L est
abélienne, non cyclique et non ramifiée. Contradiction. Donc G est cyclique.
Mais alors, HK/L étant une extension abélienne non ramifiée, nous avons
HK ⊆ HL, puis HK = HL et HK/K = HL/K est cyclique de degré pn−1.
D’où la première partie de cette Proposition 11. Le reste en est prouvé dans
[C-C, p. 369].
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Corollaire 12. Soit k un corps quadratique réel d’unité fondamentale
de norme valant +1 et à 2-Sylow du groupe des classes au sens restreint
cyclique. Le 2-corps de classes de Hilbert Hl,2(k) de k et le 2-corps de
classes de Hilbert au sens restreint Hs,2(k) de k sont alors tous deux de
nombres de classes impairs.

R e m a r q u e. Ces résultats peuvent tomber en défaut lorsque le p-Sylow
du groupe des classes de L n’est pas supposé cyclique. Par exemple, on
peut facilement construire des extensions quadratiques K/L non ramifiées
en toutes places telles que si 2n est la plus grande puissance de 2 divisant
le nombre de classes de L, alors 2n divise le nombre de classes de K. En
effet, soit q ≡ 3 (mod 4) premier et soient pi ≡ 1 (mod 4), 1 ≤ i ≤ n,
des nombres premiers deux à deux distincts. Posons d = qp1 . . . pn, puis
L = Q(

√
d) et K = Q(i,

√
d). Alors, le 2-rang du groupe des classes de

L vaut n alors que d’après [Lou 1, Corollaire 10(a)] celui du groupe des
classes de K vaut 2n − 1 si un des pi est congru à 5 modulo 8 et vaut 2n
sinon (et ce parce que 2n + 1 idéaux premiers de Q(i) sont ramifiés dans
l’extension quadratique K/Q(i)). En conséquence, pour n ≥ 1 on aura bien
un contre-exemple pourvu que le 2-Sylow du groupe des classes de L soit
réduit à ses classes d’ordre 2, i.e. soit d’exposant ≤ 2. Par exemple, le choix
d = 15 donne hL = hK = 2.

5. Détermination des corps quadratiques réels dont les corps
de classes de Hilbert au sens restreint sont à multiplication com-
plexe, non abéliens et principaux. Nous avons développé dans [Lou
2] une approche rigoureuse, car inconditionnelle, du calcul des nombres de
classes relatifs des corps à multiplication complexe. Malheureusement, les
techniques de minorations de discriminants développées par Odlyzko (voir
[Odl 2]) ne nous ont pas permis de prouver la principalité de tous les sous-
corps totalement réels maximaux des corps à multiplication complexe de
nombres de classes relatifs égaux à 1 que nous aurons à considérer. Nous
donnerons donc une approche numérique du calcul des nombres de classes
de Hl(k) et Hs(k). Notons que cette approche est non rigoureuse puisque le
calcul d’un nombre de classes avec le logiciel Pari/GP n’est garanti que sous
l’assomption de l’hypothèse de Riemann généralisée (voir [Coh, p. 348]). De
toutes manières, notre détermination reposant sur une conjecture non en-
core prouvée (voir ci-dessous), il sera toujours temps d’essayer de se passer
de l’utilisation de Pari/GP lorsqu’elle sera prouvée.

5A. Détermination pour k quadratique réel des Hs(k) à multiplication
complexe, non abéliens, principaux et pour lesquels Gk est imaginaire.

Théorème 13. Soit Hs(k) le corps de classes de Hilbert au sens restreint
d’un corps quadratique réel k à corps des genres Gk imaginaire. Alors,
Hs(k) est un corps à multiplication complexe non abélien et principal si et
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seulement si k = Q(
√

pq) avec pq ∈ {7 · 67, 11 · 43, 2 · 163}, auxquels cas
Hs(k) est diédral de degré 12, ou k = Q(

√
19 · 43), auquel cas Hs(k) est

diédral de degré 20.

P r e u v e. Soient k = Q(
√

pq) avec p et q premiers distincts non con-
grus à 1 modulo 4, M = Q(

√
−p,

√
−q), et K un corps de nombres de degré

premier l ≥ 3 de clôture galoisienne H+ un corps diédral totalement réel de
degré 2l, et tel que dK = d

(l−1)/2
k . Alors, H+/Q étant diédrale, nous avons

dH+ = dkd2
K = dl

k. L’extension H+/k est donc non ramifiée. De plus, H =
KM est clairement diédral sur Q, de degré 4l, à multiplication complexe, et
non ramifié sur k. En particulier, si k est de nombre de classes restreintes
égal à 2l, alors H = Hs(k). Or, d’après [Coh, Appendix B4], les trois corps
engendrés respectivement par une racine des polynômes X3 + X2− 5X − 4,
et X3− 5X − 1 et X3−X2− 11X − 1 sont respectivement de discriminants
469 = 7 · 67, et 473 = 11 · 43 et 1304 = 8 · 163, et à clôtures galoisiennes des
corps sextiques diédraux. On peut donc aisément construire un polynôme
de degré 12 dont les racines engendrent Hs(k). Par utilisation du système de
calcul pour la théorie des nombres Pari/GP, on montrerait que ces trois corps
de classes de Hilbert sont de nombres de classes égaux à 1. En fait, en raison-
nant de manière identique à celle du cas suivant, il suffit d’utiliser ce logiciel
avec des corps de degré 6, ce qui est nettement plus efficace. En effet, soit K
le corps de degré 5 engendré par une racine du polynôme X5 + X4− 6X3−
5X2 +3X +1. D’après [S-P-D, Table 2] ce corps K est de discriminant dK =
192 · 432 et à clôture galoisienne un corps totalement réel, diédral de degré
10. Ici encore on montre aisément que Hs(k) = KM et par utilisation de
Pari/GP que ce corps de classes de Hilbert est de nombre de classes égal à 1.
Plus précisément, ce corps étant de degré 20 relativement élevé, nous remar-
quons que KM/K est biquadratique bicyclique de sous extensions quadra-
tiques K(

√
−19)/K, K(

√
−43)/K et K(

√
19 · 43)/K. En conséquence, si p

premier impair divise le nombre de classes de Hs(k) = KM alors d’après
[M-M, Lemma 9] il divise le nombre de classes d’un des trois corps de degré
10 suivants : K(

√
−19), K(

√
−43) et K(

√
19 · 43) = Hl(k). Par utilisation

du logiciel Pari/GP on obtient aisément qu’ils sont tous trois principaux. Il
en résulte que KM = Hs(k) est de nombre de classes une puissance de 2.
Puisque ce nombre de classes est impair (Théorème 10), il est égal à 1.

5B. Détermination pour k quadratique réel des Hs(k) à multiplication
complexe, non abéliens, principaux et pour lesquels Gk est réel. Dans ce
cas, Hs(k) est une extension de degré h ≥ 1 impair de Hs,2(k), et Hs,2(k)
est diédral de degré 2n ≥ 8, à multiplication complexe de nombre de classes
relatif égal à 1 et de nombre de classes h ≥ 1. Nous verrons ci-dessous que
lorsque Hs,2(k) est diédral de degré une puissance de 2 et de nombre de
classes relatif égal à 1, alors il est de degré ≤ 128. Nous déterminons donc
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les Hs(k) principaux en les cherchant à Hs,2(k) de degré une puissance de
2 croissante.

Supposons premièrement Hs,2(k) de degré 8. Nous savons (voir [Lou-
Oka]) qu’il y a exactement 19 corps diédraux de degré 8 et de nombres de
classes relatifs égaux à 1, et 17 d’entre eux sont de nombres de classes égaux
à 1, les deux autres associés à Q(

√
5 · 269) et Q(

√
17 · 257) étant de nombres

de classes égaux à 3. Si k = Q(
√

17 · 257) qui est de nombre de classes
restreintes égal à 4, alors Hs(k) = Hs,2(k) sont diédraux de degré 8, de
nombres de classes relatifs égaux à 1 et de nombre de classes égaux à 3 (voir
[Lou-Oka, p. 61]).

Théorème 14. Soit Hs(k) le corps de classes de Hilbert au sens restreint
d’un corps quadratique réel k. Alors, Hs(k) est un corps à multiplication
complexe non-abélien, principal et de degré 8h avec h impair si et seulement
si k est l’un des 17 corps Q(

√
pq) avec pq ∈ {2·17, 2·73, 2·89, 2·233, 2·281,

5 · 41, 5 · 61, 5 · 109, 5 · 149, 5 · 389, 13 · 17, 13 · 29, 13 · 157, 13 · 181, 17 · 137,
29 · 53, 73 · 97}, auxquels cas Hs(k) est diédral de degré 8, où k =
Q(
√

5 · 269), auquel cas Hs(k) est diédral de degré 24.

P r e u v e. Reste à expliquer la construction de Hs(k) pour k =
Q(
√

5 · 269) de nombre de classes restreintes égal à 12 et tel que Hs,2(k) est
de nombre de classes relatif égal à 1 et de nombre de classes h = 3 impair,
c’est-à-dire à en donner un polynôme dont ce soit le corps de décomposition,
ce qui nous permet d’utiliser Pari/GP. Pour cela, nous remarquons que toute
racine du polynôme X3 − 7X − 1 engendre un corps cubique K de discri-
minant dK = 1345 = 5 ·269 = dk de clôture galoisienne N un corps sextique
diédral totalement réel donc non ramifié sur k (même raisonnement que pour
la preuve du Théorème 13). Il en résulte aisément que Hl(k) = K(

√
5,
√

269)
et Hs(k) = KHs,2(k). Par utilisation de Pari/GP on obtient que Hl(k) est
principal. Pour Hs(k) qui est de degré 24, le calcul de son nombre de
classes avec Pari/GP étant trop difficile, nous calculons le nombre de classes
du corps à multiplication complexe

N = K
(√

−17 +
√

269
2

)
de degré 12, nombre de classes qui s’avère valoir 1, donc de nombre de classes
relatif égal à 1. Nous remarquons ensuite que avec les notations de la preuve
de la Proposition 7 ce corps est un des Ki. Il résulte alors de (5) que Hs(k)
est de nombre de classes relatif égal à 1, donc de nombre de classes égal
à 1.

Supposons deuxièmement Hs,2(k) de degré 16. Nous connaissons (voir
[Lou 2]) au moins cinq corps à multiplication complexe, diédraux, de degré
16 et de nombres de classes relatifs égaux à 1 : les 2-corps de classes de Hilbert
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au sens restreint des Q(
√

pq) avec pq ∈ {5·101, 2·257, 13·53, 13·61, 5·181}.
Notons que ces cinq corps quadratiques réels sont principaux, donc que
Hs,2(k) = Hs(k) dans ces cinq cas. Puisque le corps quadratique réel
Q(
√

257) est de nombre de classes égal à 3, alors pour k = Q(
√

2 · 257)
les corps Hs,2(k) et Hs(k) qui sont de nombre de classes divisible par 3 ne
sont donc pas principaux.

Théorème 15. Si k = Q(
√

pq) avec pq ∈ {5 ·101, 5 ·181, 13 ·53, 13 ·61},
alors Hs(k) est un corps à multiplication complexe non-abélien, diédral ,
principal et de degré 16.

P r e u v e. Nous savons que ces 4 corps de classes de Hilbert sont de
nombres de classes relatifs égaux à 1. Il reste à montrer que leurs sous-corps
totalement réels maximaux Hl,2(k) (qui sont diédraux de degré 8) sont
principaux. Pour cela, nous remarquons que les équations x2−py2 = 4q ont
des solutions x ≥ 1 et y ≥ 1, et que nous avons alors

Hl(k) = Q
(
√

q,

√
x + y

√
p

2

)
.

Par exemple, pour k = Q(
√

5 · 181) nous avons Hl(k) = Q
(√

181,√
(27 +

√
5)/2

)
. Noter que le polynôme P (X) = X4−xX2+q est générateur

du corps quartique Q
(√

(x + y
√

p)/2
)
, de sorte que

Q(X) = P

(
X −

1 +
√

q

2

)
P

(
X −

1−√
q

2

)
est générateur de Hl(k). Le calcul des nombres de classes de ces corps avec
Pari/GP montrent qu’ils valent 1.

5C. Conclusion. Les Théorèmes 13, 14 et 15 nous donnent 26 corps
quadratiques réels k = Q(

√
pq) dont les corps de classes de Hilbert au sens

restreint Hs(k) sont à multiplication complexe, non abéliens et principaux, à
savoir ceux donnés à la Table 3 suivante, où nous avons posé npq = [Hs(k) :
Q] = 4hk.

Table 3

(p, q) npq (p, q) npq (p, q) npq

(2, 17) 8 (5, 389) 8 (2, 163) 12
(2, 73) 8 (13, 17) 8 (7, 67) 12
(2, 89) 8 (13, 29) 8 (11, 43) 12
(2, 233) 8 (13, 157) 8 (5, 101) 16
(2, 281) 8 (13, 181) 8 (5, 181) 16
(5, 41) 8 (17, 137) 8 (13, 53) 16
(5, 61) 8 (29, 53) 8 (13, 61) 16
(5, 109) 8 (73, 97) 8 (19, 43) 20
(5, 149) 8 (5, 269) 24
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En vertu du Théorème 10, la conjecture que nous faisions dans [Lou 2]
peut être reformulée de la manière suivante :

Conjecture. Il n’existe pas de corps à multiplication complexe, diédral
de degré 2n ≥ 32 une puissance de 2 et de nombre de classes relatif égal à
1. Il existe précisément 5 corps à multiplication complexe, diédraux de degré
2n = 16 et de nombres de classes relatifs égaux à 1 (1).

D’après la Proposition 6, le Théorème 8 et les résultats des paragraphes
5A et 5B, il est clair que sous l’assomption de la conjecture précédente
il existe précisément 26 corps quadratiques réels dont les corps de classes
de Hilbert au sens restreint sont à multiplication complexe, non abéliens
et principaux : ceux donnés à la Table 3. Nous concluons cet article en
expliquant pourquoi cette conjecture est raisonnable.

Théorème 16. Le nombre de classes relatif h−H de tout corps H à mul-
tiplication complexe, diédral de degré 2n ≥ 256 une puissance de 2 vérifie
h−H > 1

P r e u v e. D’après [Hof, Table p. 47], si H est de degré 2n ≥ 256 et de
nombre de classes relatif égal à 1, alors d

1/n
H+ =

√
dk ≤ 115, soit dk ≤ 13225.

Maintenant, H = Hs,2(k) où k = Q(
√

pq) est un corps quadratique réel
d’unité fondamentale de norme +1, à 2-Sylow de groupe des classes au sens
restreint cyclique et de nombre de classes au sens large hk divisible par 64
(voir Proposition 9). D’où dk ≥ 268361 (voir ci-dessous). Contradiction.

Plus précisément, la Table 4 suivante donne pour chaque puissance 2m ∈
{8, 16, 32, 64} les plus petites valeurs de d = pq avec 2 ≤ p < q non congrus
à 3 modulo 4 tels que la norme de l’unité fondamentale de k = Q(

√
pq)

soit égale à +1, et tels que la plus grande puissance de 2 qui divise hk soit
2m (voir [W-B] pour la méthode de calcul du nombres de classes des corps
quadratiques réels que nous avons utilisée pour établir cette table).

Table 4

d 2m h− d 2m d 2m d 2m

2434 8 172 28981 16 55906 32 268361 64
5186 8 1272 38021 16 96994 32 412162 64
5249 8 472 39961 16 114469 32
5513 8 472 46082 16 152113 32

Dans cette Table 4 figurent également quelques nombres de classes re-
latifs h− des Hs,2(k) correspondants (ils sont de degré 2m+2). Ces nombres

(1) Ajouté le 11 Novembre 1995: S. Louboutin et R. Okazaki viennent de montrer que
cette conjecture est vraie.
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de classes relatifs ont été calculés non rigoureusement en partant du produit
infini de la fonction L apparaissant dans la formule (1) (noter que d’après la
Proposition 7, on a QH = wH = 2 dans cette formule). On dispose du test
de confiance assurant que ces nombres de classes relatifs doivent être des
carrés et être impairs (Proposition 7). Les discriminants pour lesquels nous
ne donnons pas de valeur pour h− sont tels que le produit infini pour h− en
suggère une valeur très grande, trop grande pour que la lente convergence
de ce produit infini puisse permettre de supputer une valeur exacte pour h−.

Le Théorème 16, cette Table 4 et ces calculs montrent bien que la con-
jecture précédente est raisonnable.
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