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Structure galoisienne et corps de classes
de rayon de conducteur 2
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Si F' est un corps de nombres, on note O son anneau d’entiers. Soit K
un corps quadratique imaginaire, Hy le corps de classes de Hilbert de K, p
un idéal premier de Ok et K(p) le corps de classes de rayon de K de con-
ducteur p. L’extension (K (p)/Hg ) peut étre considérée comme un analogue
elliptique de l'extension cyclotomique (Q(¢,)/Q) pour un nombre premier
p. Mais contrairement au cas cyclotomique, c¢’est un probleme non résolu de
savoir §'il existe ou non une base normale de O () sur O, .

Soit K = Q(v/—d) avec d = 11, 19, 43, 67 ou 163 et soit K(2) le corps
de classes de rayon de K de conducteur 2. Le corps K(2) est une extension
cubique et modérément ramifiée de K. Le but de cet article est de montrer
I'existence d'une base normale de O (o) sur O et de faire sa construction
explicite. Plus précisément, on va démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. Les racines du polynéme X — X2+ X +1 (resp. X2 — X2+
X —163, X3 — X2+ X — 447, X% — X% 4+ X + 663, X3 — X2 + X — 15)
constituent une base normale de Ok (2) sur O pour K = Q(v/—11) (resp.
K = Q(v=19), K = Q(v=13), K = Q(v=67), K = Q(+/~163)).

Je remercie R. Schertz ([10]), qui m’a proposé d’examiner ces extensions
du point de vue de la structure galoisienne. La démonstration du théoreme
(§2 et §3) repose sur un critere générale d’existence de base normale d’entiers
dans les extensions de Kummer de degré premier qui a été démontré dans
[3]. Le point de vue de Schertz, plus dans 'esprit explicite du Jugendtraum
de Kronecker, est exposé dans le §4.

1. Préliminaires. Les deux lemmes suivants sont faciles & démontrer.

LEMME 1.1. Soit K C L C M une tour d’extensions finies de corps de
nombres telles que (M /k) et (L/k) sont galoisiennes. Si a engendre une base
normale de Oy sur Ok, alors Tryr/r(a) engendre une base normale de O,
sur Oy,.

[375]
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Voir [8], Chap. IX, §3, Theorem 3.4. m

LEMME 1.2. Soit L une extension galoisienne finie d’un corps de nombres
k, F une extension finie de k et E = FL. On suppose que LN F =k et
que les discriminants Dy, et Dpy, sont premiers entre euz. Si a engendre
une base normale de Oy, sur Ok, alors a engendre une base normale de O
sur Op.

C’est une conséquence du fait que D py, = DO} sous les hypotheses du
lemme ([6], Chap. III, §3, Proposition 17). m

Soit maintenant K = Q(v/—d) avec d = 11, 19, 43, 67 ou 163, L une
extension cubique de K, F = K(w) (avec w = exp(27i/3)) et E = FL le
composé de F et L.

PROPOSITION 1.3. Soit a € Or. Alors a engendre une base normale de
O, sur O si et seulement si a engendre une base normale de O g sur Op.

On a un diagramme de corps et extensions de corps :

Quw) = F > E

27 27 27

Q > K 2 L

Supposons que a engendre une base normale de O sur Og; ceci im-
plique que 'extension (L/K) est modérément ramifiée et par conséquent les
discriminants Dy, /i et Dp/ g sont premiers entre eux. Puisque LN F = K,
I’élément a engendre une base normale de O sur O g, d’apres le lemme 1.2.

Réciproquement, soit Gal(E/F) = {1,0,0%} et supposons que a engen-
dre une base normale {a,a’,a® } de Op sur Op. On a K NQ(w) = Q et
les discriminants Dy /g et Dg(.)/q sont premiers entre eux car I'idéal 3Z ne
se ramifie pas dans Pextension (K/Q). Soit Gal(F/K) ~ Gal(Q(w)/Q) =
{1,7} (avec w™ = w?); puisque w engendre une base normale {w,w”} de
Z|w] sur Z, w engendre aussi une base normale de O sur Ok, d’apres le
lemme 1.2. Soit ¢ le seul élément de Gal(E/K) tel que w? = w™ et p est
l'identité sur L, de sorte que Gal(E/K) = {1,0,02, 0,00,0%0}. On sait que
les produits {aw, a’w, a"Qw,awT, a"wT,a"QwT} constituent une base de Og
comme O g-module, mais en fait cette base est une base normale, car ces
éléments sont les conjugués du produit aw sous 'action de Gal(E£/K') compte
tenu du fait que a® = a, puisque a € 9. On en déduit que aw engendre
une base normale de O sur Ox. D’apres le lemme 1.1, Trg, 7, (aw) engendre
une base normale de O, sur O . Mais Trg /1 (aw) = —a et par conséquent
a engendre une base normale de O sur O. =

On sait que Ok est un anneau principal. Soit K(2) le corps de classes
de rayon de K de conducteur 2; puisque 2 est inerte dans K, on sait que
K (2) est une extension cubique de K ([7], Chap. VIII, §1, Theorem 7). Le
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seul idéal premier de K qui se ramifie dans 'extension (K (2)/K) est 20
Par conséquent, l'extension (K (2)/K) est modérément ramifiée.

On connait un critére explicite pour I’existence d’une base normale d’en-
tiers dans une extension de Kummer cubique ([3], Proposition 2.13) :

PROPOSITION 1.4. Soit E/F une extension de Kummer cubique. Alors
O posséde une base normale sur Or si et seulement s’il existe a € Og
tel que o € Op, E = F(a), a = 1mod (1 —w), a®Or = ab?, ot a et
b sont des idéaux premiers entre eux et sans facteurs carrés, et b est un
1déal principal avec un générateur x tel que © = 1 mod 3. Dans ce cas,
a=(1/3)(1 +a+ (a?/z)) engendre une base normale de O sur Op. =

Soit dorénavant F' = K(w) et E = K(2)F le composé de K(2) et F.
D’apres les propositions 1.3 et 1.4, il est donc naturel d’étudier d’abord s’il
existe ou non une base normale de O sur O g, et la réponse a cette question
étant positive, comme ’on montre dans le §2, d’essayer ultérieurement d’en
tirer une base normale de Oy, sur Ok, ce qui est fait dans le §3.

2. Etude de I’extension de Kummer (E/F). On va montrer qu'il
existe une base normale de O sur OF.

PROPOSITION 2.1. Soit K = Q(v/—d) avec d = 11, 19, 43, 67 ou 163,
F =K(V/-3) et E = K(2)F le composé de K(2) et F. Alors il existe une
base normale de O sur Op.

Examinons les propriétés de l'extension (E/F'). On a un diagramme de
corps et extensions de corps :

Qw) = F % E

27 27 27

Q = K > K(@2
Les seuls idéaux premiers de F' qui peuvent se ramifier dans ’extension
(E/F) sont les idéaux premiers de F' qui sont au-dessus de 29 . Puisque
Pextension (F'/Q) n’est pas cyclique, 20 n’est pas un idéal premier de O p;
il n’est pas non plus ramifié sur Q, car I'idéal 2Z ne se ramifie pas dans
(Q(w)/Q) ni dans (K/Q). On a donc 20p = pq avec p et q des idéaux
premiers distincts de O et tels que g = p7, ou 7 est le seul élément non
trivial de Gal(F/K). On sait que Op est principal ([2], Case I); on peut
déterminer facilement des générateurs pour ces idéaux premiers de la forme
(1/2)(ar/=3 + by/—d) avec a,b € Z en résolvant 'équation 3a? — db? = +8.
On pose m = (1/2)(v/=3 + v/—11) (resp. 7 = (1/2)(3v/=3 + V/—19), 7 =
(1/2)(19y/ =3 +5v—43), 7 = (1/2)(5v/ =3 +V/—67), m = (1/2)(=715/=3 +
97v/—163)) pour d = 11 (resp. pour d = 19, d = 43, d = 67, d = 163),
p=79Or et q =n"Op; on remarque que 7w’ = —2 pour d = 11 et 77" = 2
pour les autres valeurs de d.
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En fait E = F(2), le corps de classes de rayon de F' de conducteur 2.
En effet, K(2) C F(2) par la théorie du corps de classes et par conséquent
E C F(2). Puisque O est principal, le groupe de Galois de F(2) sur F est
isomorphe a (Or/20F)*/Im(O%). Le groupe (Or/20F)* est un groupe a
&(2) = d(pq) = (p)P(q) = 9 éléments et 'image du groupe engendré par
—w dans (Op/20F)* est a trois éléments. On en déduit que [F(2) : F] <3
et par conséquent E = F(2).

Le corps E est une extension galoisienne cubique de F' dans laquelle
les seuls idéaux premiers de F' qui se ramifient sont p et q. De plus, E
est la seule extension galoisienne cubique de F' qui possede cette propriété.
En effet, soit E’ une extension galoisienne cubique de F' dans laquelle les
seuls idéaux premiers de F' qui se ramifient sont p et q; par la théorie du
corps de classes, il existe i > 1 et j > 1 tels que E' C F(p'q’). Mais le
groupe de Galois de F(pq?) sur F est isomorphe & (Op/piq’)*/Im (O%),
un groupe abélien & ®(p'q’) = P(p")P(q’) = 479729 éléments; puisque
I'image du groupe engendré par —w dans ce groupe est d’ordre 3 ou 6, il
n’existe qu’un seul corps L tel que FF C L C F(p‘q?) et [L : F] = 3; puisque
FCE=F2)CF(p'qg’)et [F:F]=3,onadonc L=FE =E.

On va montrer qu'’il existe ¢ € D% tel que 2rt = 1 mod (1 — w)?; ce fait
impliquera, d’apres le critere de ramification de Hecke pour les extensions
de Kummer de degré premier ([4], Chap. V, §39, Theorems 118 et 119) que
F((27t)'/3) est une extension galoisienne cubique de F dans laquelle les
seuls idéaux premiers de F' qui se ramifient sont p et q et par conséquent
que E = F((2nt)'/3).

En effet, soit k& = Q(\/@) le sous-corps quadratique réel de F'. D’apres les
tables numériques réalisées Bordeaux, u = 2344v/33 (resp. u = 151+20+/57,
u = 16855 + 14844/129, v = 515095 + 36332201, u = 7592629975 +
343350596/489) est 1'unité fondamentale de k pour d = 11 (resp. pour d =
19, d = 43,d = 67, d = 163). Un théoréme de Kubota ([5], §3, Satz 2) affirme

que si v2 = —u, alors v est une unité fondamentale de F'; on obtient ainsi

que v = 2y/=3++/—11 (resp. v = 5y/=3 —2v/—19, v = —53/—3 — 14y/—43,
v = 293y/—=3 + 62y/—67, v = 35573y/—3 + 48261/—163) est une unité fon-
damentale de F' pour d = 11 (resp. pour d = 19, d = 43, d = 67, d = 163).
Si 'on pose t = v pour d égal & 11, 43, 67 et 163, et t = v3 pour d égal a
19, on vérifie aisément que 27t = 1 mod (1 — w)3. De cette congruence on
déduit immédiatement que si x = —nt, alors x est un générateur de p tel
que £ = 1 mod 3. On remarque que 2pt et x sont des nombres réels. Soit
« la seul racine cubique réelle de 27t; alors la proposition 1.4 assure que
a=(1/3)(1 + a+ (a?/z)) engendre une base normale de O sur Op. =

3. Descente a4 K. On démontre maintenant le théoreme annoncé dans
I’introduction.
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THEOREME. Les racines du polynéme X3 — X2+ X +1 (resp. X3 — X%+
X —163, X3 — X2+ X — 447, X® — X2 4+ X +663, X> — X2 + X — 15)
constituent une base normale de Ok (o) sur O pour K = Q(v/—11) (resp.
K =Q(v-19), K = Q(v—-43), K = Q(v—67), K = Q(v-163)).

Soit a = (1/3)(1 + a + (a?/x)) Pélément de O qui a été calculé dans
la démonstration de la proposition 2.1, c’est-a-dire, « est la seule racine
cubique réelle de 27t et © = —mt; on sait que a engendre une base normale
de D sur Op. On veut démontrer que a engendre une base normale de
Ok (2) sur Og; d’apres la proposition 1.3, il suffit de montrer que a € K(2).

Pour calculer le polynome irréductible P(X) de a sur K, il suffit de
considérer les conjugués de a sous laction de Gal(K(2)/K). Posons 3 =
a? /x; alors

a=1/3)1+a+p), b= (1/3)(1+wa+w?p), c=(1/3)(1+wa+wpl)
sont les racines de P(X) et
P(X)=X?—(a+b+c)X?+ (ab+ ac+ bc)X — abe.
On a
a+b+c=1, ab+ac+bc=(1/3)(1—-apf),
abe = (1/27)(1 — 308 + o + 3.

On a aff = —2 et abc égal a —1 (resp. 163, 447, —663, 15) pour d = 11 (resp.
d=19,d =43, d = 67, d = 163). On a donc

PX)=X>-X*+X -,

avec A = —1 (resp. A = 163, A = 447, A = —663, A = 15) pour d = 11 (resp.
d=19,d =43, d = 67, d = 163). Le discriminant A de P(X) est égal a
22(—11) (resp. 22972(—19), 2232592 (—43), 223267%(—67), 223%(—163)) pour
d =11 (resp. d = 19, d = 43, d = 67, d = 163). Ce fait implique que les
racines de P(X) engendrent un corps L de degré 6 sur Q tel que Gal(L/Q)
est isomorphe au groupe diédrale D3 et K est la seule extension quadratique
de Q contenue dans L. On a L C F, l'extension E/K est cyclique de degré
six et [L : K] = 3; on a donc L = K(2). Par conséquent, a € K(2) et a
engendre une base normale de O (2) sur Ok . =

Remarque. Le corps K(2) est le corps de décomposition de P(X) sur
Q; on ne peut pas donc obtenir 'extension (K (2)/K) comme la translation
d’une extension galoisienne de Q. Le corps K(2) est une extension diédrale
de Q, de groupe de Galois D3; J. Martinet et J.-J. Payan ont étudié ce type
d’extensions dans leur article [9)].

4. Construction d’un générateur avec des fonctions modulaires.
Il est sans doute intéressant d’exprimer un générateur de base normale de
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Ok(2) sur O comme la valeur d'une fonction elliptique ou modulaire;
autrement dit, d’exprimer avec des fonctions elliptiques ou modulaires un
§ € Dk (2) tel que

TI‘K(Q)/K(f) S D*K = {:tl},
2
(€ +wg” + w7 )* D = pq,
2
(€ +w€” +wE )’Ok = pa?,
ot Gal(K(2)/K) = {1,0,0%}. Un tel ¢ joue pour lextension K (2)/K,
du point de vue de la structure galoisienne, le méme role que joue ¢, =
exp(2mi/p) pour 'extension cyclotomique (Q(¢,)/Q).
Apres avoir démontré le théoréeme principal contenu dans cet article,
R. Schertz m’a montré a Augsburg les calculs qu’il avait réalisés il y a
quelques années en utilisant les Klasseninvarianten de Weber ([11]), qu’on
reproduit dans la suite.
Rappelons qu’on définit la fonction éta de Dedekind sur le demi-plan de
Poincaré H par le produit infini

n(r)=a* [T —-¢"
m=1

avec ¢, = exp(2miT); il s’agit donc d’une fonction holomorphe de H dans
C. On définit la fonction modulaire de Schléfli f par

F(r) = a/*n((r +1)/2)/n(7)

([11], p. 86 et p. 114; [1], §6; il faut noter que Birch, suivant Heegner, appelle
o la fonction de Schlafli). La fonction de Schlifli est une fonction modulaire
de niveau 48 définie dans un sous-groupe de I'(1) d’indice 72.

Soit K = Q(v/—d) avec d = 11, 19, 43, 67 ou 163. On sait que f(v/—d)
est réel et possitif ([1], p. 291), que K(2) = K(f(v/—d)) et que f(v/—d) est
un entier algébrique. On connait le polynéme irréductible Q(X) de f(v/—d)
sur K; en fait, f(v/—d) engendre une extension cubique non galoisienne de
Q et Q(X) est a coefficients entiers. On a Q(X) égal a ([11], p. 475) :

X3 —-2X?2 42X -2 pourd=11,
X3 —2X -2 pour d = 19,
X3 —-2X2-2 pour d = 43,
X3 —-2X2-2X -2 pour d =67,
X3 —6X24+4X —2 pour d = 163.

Soit £ € O (2) un entier de la forme

¢ =utzf(vV—=d) +yf(vV—d)?
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avec u,z,y € Z. Soit Gal(K(2)/K) = {1,0,0%}, w = exp(27i/3) et
(En)=¢+e +¢7,
(Elo) = €+ we™ + w2
(€lo?) = «S+WE"+W£"

les trois résolvantes associées a Gal(K (2)/K) et construites sur &.
Appelons a = f(v/—d), 5 = a% et v = a°” les trois racines de Q(X).
Alors on a

)=
)=

(€lo)(Elo?) = ra? + swy +ty?,
avec

r=a’+ 5 +9° —af —ay - By,
s =2a" +28° +29° —af® — oy’ — By’ — B — oy — P,
t=at 4 B4t — 0282 — a?y? — 322
Les coefficients 7, s et t sont des fonctions symétriques en «, G et -,
c’est-a-dire, des nombres entiers. Si ’on fait le calcul, on obtient

(€lo)(€lo?) = 2R(z,y),
avec R(z,y) égal a

— 2% + 3xy + 6y° pour d = 11,
322 4 9zy + 2> pour d = 19,
222 + 17xy + 20y2 pour d = 43,
522 + 3lzy + 38y pour d = 67,

1222 + 141zy + 404y®>  pour d = 163.

Supposons qu’on a trouvé un (u, z,y) € Z3 tel que 'entier & associé,
E=u+zf(V—d) +yf(V-d)?

vérifie ({]1) = £1 et que R(z,y) = £1. Puisque Dg(9)/x = 40K, on aura
pour & ’égalité
((€]1)%(€lo)?(€l0*)*) Dk = Dk 2k -
Mais
Dic2y/x(€:67.67) = (€11 (El)* (€l0*)?,
donc
DK(Q)/K(&{U:EUQ) = Dg(2)/K>

et par conséquent § engendre une base normale de O g (2) sur Ok

Il est facile de trouver des couples (z,y) € Z?* tels que R(z,y) = —1.
Prenons, par exemple, (z,y) égal a (1,0) (resp. (—1,4), (7,—1), (9,-2),
(5,—1)) pour d = 11 (resp. d = 19, d = 43, d = 67, d = 163).
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On a

(1) = 3u+ (a + B +)z + (a® + 57 +%)y.
Puisque a + (3 + v est égal a 2 (resp. 0, 2, 2, 6) pour d = 11 (resp. d = 19,
d=43,d = 67,d = 163) et a® + 3% + +? est égal & 0 (resp. 4, 4, 8, 28)
pour d = 11 (resp. d = 19, d = 43, d = 67, d = 163), si 'on considere le
vecteur (u,z,y) égal a (—1,1,0) (resp. (—5,—1,4), (-3,7,—1), (—-1,9,—2),
(=1,5,—1)) pour d = 11 (resp. d = 19, d = 43, d = 67, d = 163) et £ l'entier
correspondant, on a (£|1) = 1 pour d égal a 19 et 43 et ({|1) = —1 pour d
égal a 11, 67 et 163. On a donc montré le théoréeme suivant :

THEOREME (Schertz). Soit K = Q(v/—d), f la fonction modulaire de
Schlifli et ¢ = u + xf(v/—d) + yf(v/=d)? avec (u,x,y) égal a (—1,1,0)
(resp. (=5,—-1,4), (=3,7,—1), (—=1,9,-2), (—1,5,—1)) pour d = 11 (resp.
d=19,d=43,d = 67, d = 163). Alors & engendre une base normale de
Ok (2) sur Ok pour d =11 (resp. d =19, d =43, d = 67, d = 163). m

Soit j la fonction modulaire de Klein. On sait que j(v/—d) est un entier
pour d égal & 11, 19, 43, 67 et 163. Plus précisément, j(v/—d) est égal a
—215 (resp. —21533, —2183353 2153353113 —2183353233293) pour d = 11
(resp. d =19, d = 43, d = 67, d = 163). Grace a la formule d’interpolation
de Lagrange, il est possible de construire trois polynomes R(X), S(X) et
T(X) a coefficients rationnels et de degré inférieur ou égal a quatre tels
que le vecteur (R(j(v/—d)), S(j(v/—d)), T(j(v/—d))) coincide avec le vecteur

(u, z,y) du théoreme précédent. Alors la fonction g définie par

9=R3)+SGf+T0G) S

est une fonction modulaire pour un sous-groupe A de I'(1) d’indice 72 qui
contient 1'(48) et g(v/—d) est égale a la valeur £ du théoréeme pour les cing
valeurs de d qui nous intéressent. On a donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soit K = Q(v/—d) avec d égal a 11, 19, 43, 67 et 163 et
soit T € H tel que O = Z1 + 7. 1l existe une fonction g modulaire pour un
sous-groupe A de I'(1) d’indice 72 qui contient I'(48) telle que g(T) engendre
une base normale de Dk () sur Ok . =
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