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Zur Theorie der Mébiusschen x-Funktion
von

W. StAS (Poznan)

1. G. H. Hardy und J. E. Littlewood haben gezeigt ([1], Seite

156:162) das

ij _(__;’v)_k_... — —1/4
(1-1) W@ Ofz1)

mit der Riemannschen Vermutung gleichwertig ist (vergl. [5], Seite 328).
Das wesentlich interessante ist hier, daB die Bedingung (1.1) nur von
den Werten explizite abhingt, die {(s) rechts von der Gerade ¢ =1 an-
nimmt.

Schreiben wir (1.1) in der Gestalt

NI (1) g 1)
(1.2) Z ol 0(]’/79 )

n=1

wo u(n) die bekannte Mobiussche u-Funktion bezeichnet (Siehe [1],
Seite 160).

Ich beabsichtige in dieser Publikation eine explizite, numerische,
untere Abschitzung von (1.2) mit Turdnschen Methoden zu finden.

Es bezeichne

Mgy = D pin).
=
Wir werden den folgenden Satz zeigen:
Sarz, Wenn
T

(1.4) j (M;m))zdw <alogT,

dann gilt fur

(1.5) T > max (¢, %)
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die folgende Abschitzung

o
| Y /J,(‘)b) 1 hsl_ngl‘logloglngmgl'
T ok 2 lop ogloglog 2
max | by TemUm > — Toglog T ;
T T D<p<T | £ N A

(1.6)

,_

@ (') = log Tlogloglog ,/loglogfl‘ und ¢, bezeichnet eine ewplizite numerische
Kongstante. .

Beim Beweis wird das folgende Lemma von P. Turin ausgenutst
([6], Seite 56, Korollar I).

LeMMA. Wenn 2, 2,, ..., 2 von einander und von 0 wverschiedene
komplexe Zahlen bedeuten, fiir welche m‘;l,x leg] =1, mit mm[w 2| =6,
dann existiert bei beliebigem ganzen m ein ganzes v mit m - 1 Syl m- M
$0, daf

6le—1
(LT

= [T
M2

1b121+ +b1lle‘
y‘b:'szl

Es wire interessant die Voraussetzung (1.4) die eigentlich schérfer
als die Riemannsche Vermutung ist, abzuschwichen. In diesem Fall
mufite aber die Beweismethode etwas anders sein. Man muBte scheinbar
den Turénschen Satz X anwenden ([6], Seite 52). Auf dieses Problem
mochte ich noch zuriickkommen.

2. Aus (1.4) folgt bekanntlich die Riemannsche Vermutung (Vergl.
[3], Satz 477, Seite 154). Es sind also die folgenden Sétze anwendbar:

Fiir jedes T ¢, gibt es ein solches tr, T <ty < T+1, dap auf
—-1<o<2, ) .
(2.1) 1 &

e
1€(o +1tr)]

gilt ([5], Theorem 14.16, Seite 303, [2]).

Bei festem m, auf 0 <n <2, fir 1> 11 gilt

Cy
7logm8y

1
(2.2) = — <
L3 +m+iat
([8], Seite 164). 6 o +at)]
Aus (1.4) folgt auBerdem:

(2.3) Alle nichitrivialen Nullstellen von ¢ (8) sind eimfach
([5], Theorem 14.16, Seite 303).
Bs qilt
(2.4)
|§- 1 Valgl

wo o die komplexen Nullstellen von ¢ (8) bezeichnet ([51, [2]).
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Wenn gy, 0, 2wei verschiedene komplexe Nullstellen von {(s) bezeichnet,
dann gilt
(2.5)

1

lo—ef > ——=——0
max[nd

151/

([8], Theorem 14.31, Seite 326, [2]).

Bevor wir zum Beweis von (1.6) kommen, stellen wir einige Sitze
iiber I'(s) und (s) zusammen, welche im folgenden notwending sind.

Bs qilt fiir die Bulersche I'-Funktion

k(1 + o) l/“'?ﬁt““
},/02 + 2 et gt
and 12k <) 148, 0 <o<1 ([4], Seite 25).

Bezewhnen wir mit N (v) die Anzahl der Nullstellen von (s)im 0 <o <1,
0<t<t, 7>2 dann gilt offenbar

(2.7) N(zt+1)—N(7) < glogz .

{7 (04 it)| =

(2.6)

Es gilt die folgende Funktionalgleichung der Riemannschen {-Funktion:

(2.8) I(s)t(2s) = w ¥ I (3 —s)0(1—25)
([o], Seite 22). )
(2. Die ersten komplexen Wurzeln von [(s) sind }+4 14,13 ...
([5], Seite 330).

3. Sei T >1000. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
(3.1) e = (loglogT)™*,
(3.2) o =2logT,
(3.3) w, = 2log T'logloglog T'(loglog T')* .

Fiir die ganze Zahl % setzen wir voraus, daB sie die folgende Un-
gleichung erfiillt:

log? logT
(34) (1—2) loglog =~ " " loglogT *
Es bezeichne weiter
_ . togT _
(3.5) " (loglog Ty~

4, Wenden wir auf (1.2) die bekannte Formel von Cahen-Mellin.
Daraus ergibt sich unsere Ausgangsformel.

(4.1)

Wun) - — —8)
Ig\ O = f)ﬁns om0

n= 1

B >0, s = o+t ([1], Seite 158).
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Setzen wir

(4.2) f = emi2

und integrieren (4.1) k-mal, von w—w, bi§ @y, w;, ..., 0, 0. Bezeichnen
wir die Summe in (4.1) mit H(p). Dann gilt nach der Integration:

43) I,= j fk f f z{ewﬂZH(.ewx-'ﬂ)}dwl...czw,c

w—wyw—ay O—Wy Oy

e~ f

_1 J"e""l"(%—s) _ 1 S ws fe“”‘“’o)"l‘(%——s) is
2'"'5(%4,;) skZ(2s) 2mi 5 (ic—y)!(%ﬂ) 87E(2s)
Einerseits hat man einfach
wk )
(4.4) Io <z max “{euH(en)].

w—we<or<o

Durch geeignete Konturintegration und Grenzilbergang bekommt

o1 e‘”]’(—-—s) 1 es['(§—
4.5) — -
(4.5) (ﬁ[) (2 P 2m(J) T (%8

Der Beweis von (4.5) folgt aus (2.2), (

por N2 (31 o)
) ds+2 204 ')

2.1), (2.3), (2.6) und (2.8).

Aus (4.3) und (4.5) hat man nun
_1 [(eI(3—s) e T'(}—%0)
(4.6) L= 515"%.{) wE(zs) 2T 12W—
e
1 D b ey g
—e ds .
2nd - (%j) 87%(2s)

Die Summe in (4.6) teilen wir Jetzt in zwei Summen

2= D+ e,

1] >1 RIS

(4.7)

wo 1 mit (3.5) bestimmt ist.

Aus der Abschiitzung der ersten Tellsumme, wegen (2.4), (2.6) und
(2.7) ergibt sich

ws) o0 3 <oy POt
e =D 1
und wegen (3.2), (3.4) und (3.5) endlich
log T'logloglog 7'
< l/ae" = ]oggioggl‘og
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Wir werden jetzt die Integrale in (4.6) explizite abschitzen miissen.
Der Integrationsweg des zweiten Integrals in (4.6) 148t sich bis zu der
Gerade o= }+e¢ verschieben (Vergl. die Bemerkungen betreffs (4.5)).
Man hat also
* a(o—~we)s (L |
oo I (§ S)dsl
s78(2s)
(}-+e
i I'(d—e—it)]
<« elo-oo)fte j | 1/0 &—it) —. di
JErGte ) [E(%+ 26+ 2it)]|

11 «‘/J(s) oo

< 2ele *wo)(i-”)( [ -+ J

0 11 @(e)

@(e) muBl so gewdhlt sein, damit fiir ¢ > ¢(e), die Ungleichung
1

. L2
Lalog”’sl < e

(4.9)
erfiillt war. Eg geniigt ersichtlich

ol = (%)

= (¢;loglog T')?

zu getzen; also wegen (3.1)

@ (e) )
zu wihlen.
Aus (2.2), (2.6) und (2.9) bekommt man einfach fiir T > ¢,

00 1

[oa<e, f(...)dt'g o
)

w(e)

- und endlich wegen (2.2), (2.6) und (4.9), fir T > ¢y,

o(e) (log log T)2(log log Jog T)*
[oa<T Tog T
11

Man hat daraus fir T > ¢, .

(log log T)2(log log log T')%

(4“10) \ f elo— wn;ﬂ_'[’.(é:wi)' as| < glw—wo)}+a) log T
P 8)
und endlich
k
Y gt (w~wn)81~v 8)
(4.11) 2’3’:2 2 =1 f sfg(zj ds
=1 (}+e) (loglog T)(logloglog T)® |
< Ok (e_;%) glttae—an) T log T
< e
1)og Tlogloglog 7'
< cu.l/’f 6"5‘ loglog T


GUEST


414 W. Stad

Auf dhnlichem Weg folgt aus (2.2), (2.6) und (2.8) die Absxchéitzung
des ersten Integrals in (4.6):

(1 —8) sy 2L Tk oslog 71
. a7 —g)w ! log T
(4.12) t%i(J iy | < aweto0l

und endlich wegen (3.2)
lugi

}\ (ml Té an]ugi

Aug (4.4), (4.6), (4.8), (4.11) und (4.12) hat man nun

k

Ty * 1 1
(413) |26 >Wi"’_/_,k_2._2L) < % max el H (eonf2) | +
SR ‘
_ 8log Tlogloglog 7' _dog 7 1 log 2'loglog log 7'
+Vae oEloET g /T log]o[.,T,,l_(aml Te 4 loglogT

Bezeichnen wir mit o, die erste komplexe Warzel von {(s). Nach (2.9)
hat man, mit L die linke Seite von (4.13) bezeichnend:

(4.14) © L =2k

e, | NI (G g) et (2

Aies Fle  flo e

Sei Z die Swmme in (4.14). Wir schitzen |Z| von unten mit Hilfe
des Turinschen Lemmas (1.7) ab.

Wir setzen
{4.15) By — w@rh)
' ou) ’
{4.16) o = o

Die Bedingung mﬁx]z,,\ =1, ist wegen (4.16) sicherlich erfiillt. Wir

missen jetzt den Wert des in Lemama (1.7) vorkommenden § feststellen.
Aus (2.5) und (2.9) hat man

oz — Ll 1, _ l§+i14,18...| 1 1
T [9 @Ml - -t —

leal lo| 13-+ op.] &+ 9w 15« max(|g.|, o))
Aus |Jp| <7 und (3.5) hat man weiter fiir 7 > MAX ¢y, € 3),

(4.17) |—2| >

V{I}Ef-z 1 (loglog 7)® et s
BYa (V3+8""  log'T
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Ans Satz (1.7) folgt
SM—1 \
(4.18) \Z| = ‘Wﬂr _\_J il Jzil* = Vaﬁlbﬂy

wo k die Bedingung
mA1 sk <m _|_ a

erfiilllt. Wir wihlen . in T,Tberemstlmmung mit (3.4), also

logT

mo= (1 )1oglogT

415

Wegen (2.7) und (3.5) ist die Anzahl der Nullstellen von {(s) im

<t T o,

0<o<1,0 .
. log¥
V) = (oglog 7
Man kann also

(4.19) M log?

= (loglog T'®
sotzen und damit ist die Bedingung fix % erfillt.

Jetzt miiBen wir das |b,] in (4.18) ausrechnen. Wegen (2.3) und (2.6
hat man
RACE %)1\“ (}—¢7,065.. )|=c £0.
4200 |bl="g e -
Aus (4.18), (4.17), (4.19) und (4.20) folgt einfach fir T > ¢
_dog 7
[(log log f)za}(log {loglog T)3
lz‘ > ¢ l___.lo_g.T___*._h___ >e (m}:li:mz
= O it =
_log"T oﬁ”«x&%ﬂl
(loglog T'y®
und endlich aus (4.14)
1 logd' /’f
(4.21) Lz (2—’ fog 0% T) n___..i_m.@f) I2]
|3-+i14,13 .. [loslos T,
R X
> |/.’l.’ ¢ (oglog TP , T>cy.
Aus (4.13) und (4.21) ergibt sich
k log :['vg
(4.22) —;%Q max |6"’1/3H (6112) l> %‘VTG 5 Toglog T
0L o wpKere
Aus (3.3) und (3.4) folgt aber
] log T loglog loglog T T
f’q e ( l Toglog T
B TR

)
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Wir erhalten nun endlich

log 7'log log log log 7'
log log 1

max
o—0p<e1<o

| eou/2H (eo1/2)

>VTe

und daraus wegen (4.2), (3.2), (3.3) und der Definition von H(g)

o0
log 7'log log log log 4"
max ﬁZu(n)g,(ﬁma >VTe S gl T
reeD<perl S M
fiir
- ~ _ logTlogloglog T
T > max(ey, e'7), o(T)= “‘g“j@‘%gégjrg‘"

Daraus bekommt man einfach (1.6) und damit ist unser Satz be-
wiesen.

v
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Arithmetical notes, IX.
On the set of integers representable

as a product of a prime and a square
by

E. CourN (Knoxville, Tennessee)

1. Introduction. In this note we obtain an asymptotic determina-
tion of the number A (z) of positive integers # not exceeding x which are
expressible as the product of a prime by a square. In particular, we show
that

w3
1 . Alw)~% ‘Togz D300 .
Actw;,lly, a more precise approximation to A () is deduced (Theorem 2.1.)
The proof is based upon the prime number theorem and a simple fac-
torization principle (Remark, § 2). Using the theorem of § 2 on A (),
a similar result is dervived for a related problem in § 3.

2. The main result. Let A denote the set of all n which can be
represented as a prime multiplied by a square. Since every % is uniquely
expressible as a product of a square-free number and a square, we have
immediately the

Remark. If u is in 4, then n has a factorization n = p@, p prime,
@ square, and this representation is unigue.

In addition to this remark we shall use the prime number theorem
in the form

.1) z
where z(x) denotes, as usual, the number of primes < (Landau [2],
§ b4).
THEOREM 2.1. If 2> 2, then

(2.2) Af@) =%

_1_

r z
Toge O(Ingm)'
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