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pour des entiers m, @, ¥, ¢;. Il s’ensuit que (20) tient. Commo dans le
cas I nous arrivons & un absurde.

Oas IIT est tout & fait semblable au cas II.

Travaux cités
[1] W. Sierpifiski, Sur quelques problémes non résolus d'arithmétique, L’Enseigne-

ment Mathématique 5 (1959), pp. 221-235. Cf. aussi Acta Arithm. 6 (1961), p. 469-471,
[2]1 J. W. 8. Cassels, On a diophantine equation, Acta Arith. 6 (1960), pp. 47-52.

Regu par la Rédaction le 12. 3. 1961

icm°

ACTA ARITHMETICA
VII (1962)

Sur le nombre des diviseurs premiers de n
par

H. DELANGE (Paris)

1. Introduction
Soit w(n) le nombre des diviseurs premiers de Pentier positif n, et
soit N (z,t) le nombre des n au plus égaux & 2 pour lesquels on a
o(n) <loglogz+tylogloge
(z étant > e et ¢ quelconque).
11 résulte d’un théoréme bien connu d'Erdés et Kac que, quand @
tend vers -+ oo, %N(m, t) tend vers
i
L J'e—«ﬁiadu.
Vor
—00
On peut se proposer d’évaluer la différence entre %N (z,1) et sa

limite. Dans cet ordre d’idées, le résultat suivant a été conjecturé par
LeVéque et démontré par Benyi et Turén ([4] et [5]):
THEORBME A. On a quand z tend vers oo

¢
: 1 1 1
1 “N(w, 1) =—= fe""‘ﬂdu—l—o w~]
@ P (@, ) Ver ) Vioglogu) ’
et ceci uniformément par rapport & t.
Nous nous proposons ici tout d’abord d’indiquer comment ceci peut

se déduire du résultat suivant dft & Atle Selberg [6]:
2 blamt un nombre compleve quelconque, on a quand © tend vers + oo

(@) D) 2"™ = aFf (z)(loga)* ™ + Ol (log2)* "],
n<z

I étamt la fonction entiére définie par

P(2) =1—,(1—~)][ (1—%')“(1+pi1),
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ot p parcourt Vensemble des mombres premiers, e, quel que soit R positif,
lo formule a liew wniformément pouwr 2| < R.

Nous montrerons ensuite qu'un calcul plus précis sur les mémesg
bages permet d’établir le résultat suivant:

TakoriME B. Il ewisie une suite de fonctions @yt, 1), po(t, @), .
Pr(t, @), ..., dont chacune est bornée pour t quelconque et @ > e, telle que
quel que sozt Dentier positif v, quand @ tend vers + oo, on ait uniformément
par rapport & t

'Pr(t @)

3 ~Nw 1) -1 e~ dy I
@ ( f o /loglogm)’

o 1
Vor l/loglogw)’“] '

Il est clair que la suite des fonetions er(ty @) nest pas déterminde
de fagon unique. Nous formerons une suite répondant & la question .

On arriverait & des résultats semblables en considérant, au lieu du
nombre des diviseurs premiers de #, le nombre total des anteurs dans la
décomposition de n en facteurs premiers, ou bien en considérant, au lieu
du nombre des n au plus égaux & # pour lesquels on 2

o(n) < logloga-+tylogloga,

le nombre des n au plus égaux & & qui ne sont divisibles par aucun carré> 1
et pour lesquels on a cette inégalité. Dans ce dernier cas, le terme

1
; vl f e~"2dy serait remplacé par le méme terme multiplié par 6/n2.

Les démonstrations seraient basées sur deux autres formules d’Atle
Selberg analogues & (2).

2. Prélimlnnires

2.1. Pour la démonstration du théoréme A, nous auronsg besoin
des deux lemmes suivants.

2.1.1. LemME. 1. 8i Pon pose

logn! = (n+$)logn—n+log 1/ 3n+ey y

1
on a 0<en<ﬁ—pom' tout n > 1,

Ceci est bien connu.
Il est & noter que ceci entraine

logn! > nlogn—mn, dou al> nng-n,

(*) Nous avons déja énoneé sans démonstrati
v 1 dans @ (ot ) ration le résultat obtenu en prenant
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2.1.2. LEMME 2. Sotent tm, tmii, ..., 8y des nombres réels croissants,
et soit f une fonction réelle o variation bornée sur Vintervalle [tm, t4].

Soit V la variation de f sur cet imiervalle et supposons que toutes les

différences tyj—1t;_, soient au plus égales & o.

Alors on a
a
D (=t flty)—

jemt+1

PETE

J=m+1
On obtient immédiatement ce 1ésulta,t en écrivant

a g a_‘ i3
M ity — [fwan= D [ [fit)—fw)ldu.
tm

J=m+1 F=m+1 #y
Pour chaque j, on a pour tout « appartenant

If(t5)—F(w)] < 01,
ol vy est la vm*iation de f sur [t;_i, t;], et ceci entraine

tg

[ <vs,
‘"l

et par suite

f [f(w)| du + V5 .

4 Vintervalle [ts—, ¢

| f [f(t5)—1(u) ]du[ Vgt —t5) < 00 .

]—l
2.2. Pour la démonstration du théoréme B, nous aurons besoin en
outre des deux lemmes suivants.
22.1. LEMME 3. k étant un entier positif quelconque, on a pour %
infine

17'B, 1 1
logn! = ﬂ-!—% logn—mn-+log ¥2x + Z W(?,)r 1_)'.n2r_1+ 0 [,,,,“‘zk+i] ,

ot les B, sont les nombres de Bemamllz,

Ceci est encore bien connu.

22.2. LeMue 4. Soient | ume fonction indéfiniment dérivable sur
Vintervalle (—oo, +o0), @ et b deuw nombres réels, avec a # 0, et m 6t ¢

dewx entiers, avec m < .
Alors, quel que soit DUentier positif k, on a

q ag+b @
Dofta+0) = [ fi)au+ 5 flag+b)— 5 fam+b)
1==m+1 am+b
r—~1) — fler—1)
+,2=; B e (ag ) —for-Dam+-0)]
' ag+b
—b
— e [ fauypg (Y57 du,
am-+b
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les B, étant encore les nombres de Bernowilli et les v, cerlaines fonctions
continues périodiques de période 1.
On obtient immédiatement ce résultat en évaluant la gomme

a
D f(aj+b) par application de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
M

3 la fonction égale & flau+b).

3. Démonstration du théoréme A

3.1. Comme, quel que soit R > 0, la formule (2) a liew uniformément

. ¢
pour [2| < E, on peut y faire z = exp {——]/;_———}, avec { complexe quel-

loglogw
conque, et, quel que soit ¢ > 0, la formule obtenue est valable uniformé-
ment pour |Z] < o.

- 1 i .
| En multipliant par - exp {—{Vlegloga}, on voit que, quand @ tend

vers + oo, ’expression

1 2"1 { w(n)—loglogw}
- ex c———————-———_____——
2l P ]/lo,_.,logm

converge uniformément pour |{| < g vers e .
Il en résulte que, pour chaque entier positif ¥, le coefficient de ¢*
dans le développement en série entidre de cette expression, soit

1\ [m (fn)-logiogw]’°

A Viogloga

n<xw
tend vers le coefficient de {* dans le développement en série entidre de et¥2,

Autrement dit, en designant ce dernier coefficient par uy/%! on a quand
« tend vers oo

2 [w(n) —loglog @] = wum (loglog w)*2-1- o[ (loglog w)*2] ,
n<g
résultat qui peut d'ailleurs &tre tabli élémentairement (voir [8] et [2])-
Tl nous suffira en fait de savoir que, quel que soit entier positif ,
on a quand # tend vers -4co

Z[w(n)——loglogw]" = Qo (loglogm)*] ,
n<y
‘1?.1.1. On déduit immédiatement de la que; quels que soient « et o
positifs, le nombre des n au plus égaux & pour lesquels

st |oo(m) —loglogw| > (loglog w)ye+a

0 [(Togla;gw?’J ’

@
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Pour cela, il suffit de prendre k = 2h, avec h entier assez grand pour

que 2ha = o.
Ceci entraine, que, quels que soient « et ¢>>0, on a quand # tend vers
-+ o0
1 . i 1 i
- N[», —(loglog)*] =0 l——————;
@ (loglog®)
et

L N, (oglogay1 = 1—-0 [—“1 ] ,
% {loglogx)

de sorte que on a uniformément powr t < — (logloga)”

1N@ =0 [—_1—_] ,
» (loglog)”

- et uniformément pour t > (loglogz)®

L N(a, 1) =1—o[——1—0].
z ; (loglog x)
3.1.2. En prenant o =% et tenant compte de ce que 1’on a pour
>0 )

+oo +oo +o0 1
[ et = [ e-wsmao < [ e-r-minio — e-me,
ar 0 0

on déduit de 13 que, pour établir le théoréme A, il suffit de montrer que,
pour un a> 0, la formule (1) a lieu uniformément pour

[t] < (logloga)®.

3.2. Posons maintenant

Pyfz) = 2 zoln)
n<e

ot
Py2) = aF (2)(loga)" " +2Q,(2) (2> ),

de sorte que P, est un polynome et @, une fonetion entiére.
La formule (2) s’éerit alors

Qo(2) = O[(loga)" "] -
Ceci ayant liew uniformément pour |2| < 1, il existe un a,, que nous
pouvons supposer > e¢ (de sorte que loglogz, > 1), et un nombre positif K,

tels que
(4) Qu(2)| < E(loga™2) powr [o| <1 et #>a.
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3.3. Lorsque #>> e et |t
olt ¢ est la partie entidre de

< Vlogloge, N(w,1) et le coefficient de 29,

loglogz -+t y1oglog® ,
dans le développement en série entiére de Pu(e)/(1—2).

Par suite, %N (#,1) est la somme des coefficients de 22 dans les

-

ot QL(z)

1—z’

développements en série entiére de

(logoy™  Pla)—1, 4
1—2 ° 1—z (loga)

En écrivant 1 pom' lc)glogm, le premier est

7=0 a<z+n/7
‘Le second est
1 f F(z)—1 ele—1)
i 1—z 2+t ol
y‘\

oll y est une circonférence quelconque de centre O, car (F(z)--1)/(1-2)
est une fonction entiére puisque F(1) = 1.
Le troisidme est
. e
2m 1 — z) z‘“’l

ou y’ est une circonférence quelconque de centre O et de rayon < 1.
3.3.1. En prenant le rayon de y égal & 1 et désignant par M le
maximum de fﬁ’izl—l

sur y, on voit que, pour # > e,

11—z

™
1 F(z)—1 els—2) M o .
‘ﬁf—“*;«rdz\%ﬁc fﬁ Hmeos0ds .
™ -t

Comme, pour |6 <m, 1—co86 = %09, on voit -que ceci et au plus
égal &
+00
J—I oY = -]-"t. f emtimgy, =L

3.3.2. En prenant le rayon de y' égal & 1—1/1 et utilisant (4), on
voit que, si @ > @, (de sorte que I > 1) et t <Vi, on a

1 Qul2)
3 f A=) ®| <

2t —2z)2etl
'

Kyt Vi )
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avet
K o [
e 1\~%k
K, = (1——) f e~ dy . ou = loglog®, .
o 1,
—00

En effet, on a powr 2z = (1«11) 6%, avee |0 < w

|Qu(2)] < K- — Kexp [l (1 - %} cos 0— 21]

< Kexp[l—1—1(1—cosf)] < Kexp[l—1—216%=],

et par suite

 Qule) 1) -
Ty \1(1—7) Kexp[1—1—216%x2]
g
< Klel-t (lal}) ’ il
puisque ¢ < 1+tyi<
On a donc
2| < Klel"l(l—l)“ﬂ—1 f‘ﬂe—ﬂal/"’ (1' i)zd(i
! J 1— )za+1 = ] - ’ T
+o0
1 ~21
<Klel“(l~l—) f e—2lont 4
~00
n-=
= Ke‘“’]/i(l—~l—) f e~y |

Par ailleurs, (1—1/l)_2‘< (1—1/5) % puisque ‘l> l, et que, comme
on le voit immédiatement, (1—1/u)~* est une fonetion décroissante de
pour %> 1 (%).

3.3.3. On voit donc finalement que, pour établir le théoréme A,
4l suffit de montrer que, pour un a positif et < %, lorsque 7 tend vers
~+ 00, on a uniformément pour [¢| <1*

li
e~ ¥W2dy 1+ O
L l/— f [1/' ]

<V

En fait, nous montrerons que ceci a lien pour a positif < }.

(%) Pour % > 1, log [(l—i)—w] = 227‘%‘—1 .
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3.4. o étant ainsi fixé, 8i I>1 et [t| <% on u
T+tY1> 1128,

‘Nous allons voir que, pour établir le résultat voulu, il suffit de

montrer que, quand I tend vers +oo, on a uniformément pour |¢ < I*

i

. 1
=812y - o[-_] )
i |/27c ,[,,, 4]

: 7 Pt 1

-1 f <+l

En effet, d’une part, on & pour tout >0
—~qu/8
f oWy < YR

—-—00

D’autre part, si m est le plus grand entier au plus égal & I—12/8, on a dés
que -1 >1 .
z’ - z’” -

m m—1
< (m +1) (m+1)l e

mm !
P

puisque chaque terme de la somme est supérieur au précédent et que
m! > mme~—™ d’aprés le lemme 1.
Or, quand ! tend vers --oo,

m m—1
log [M_]N_%w.,

mm

car m~l, l—m~IP2 de sorte que l:l_m;,\,rlla’ et

m—L
log [lmg ] = ——mlog%—(—m——l

ool 55

3.5. Nous poserons maintenant, pour !> 0 et j >0,

i=1+4vI,
Ve 1 s
o~ L PV
= R
et
log(L+mng) = 4.
3.5.1. Nous montrerons d’abord que, si 1>8 et [t <!’ on a
(6) Is] <ﬁtl+lma) pour  I—P<j<l+y/l.

icm°
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Notons en premier lieu que

_q2s 71 _l 1 5
=P = -1 > 2> 2y,
et par suite § > 3 V1.
Dautre part, [t;] < M, et par suite
[e4]* il o - 1
=Ll et SR UTL e,

. —— _pplle
Ensuite, comme 14 %; = }/2xrle t;/zT, on a

=— 'logi+i—l+é— llogi— logi'—(i+3)logi+i—log Vo
)08y 27 3 %8] : p)

P PRV B Ll .7 N SO B
_~Z[zlog—— 21°gl

X - L. —
e [logt—(j-+ 3 10gi +7—10g V=]

ce qui s’écrit
g : t; 17 1 7] 2]
—t (1Y) r0g (148~ L (2
[ e (82
_%mg (Hv%)_ [logj!—— (;i—‘;—%)logj-}-y:——log 1/§EJ .

© A=

4

En tenant compte de ce que, pour |u|< %,

3
|+ ytog 1+ u—u— | <4
et
log (1 +u)| < 21w,
et du lemme 1, on en déduit
1
< 3 I L L g,

AR AR Y

31f ART I

puisque § > 31

(® Comme (1+ u)log(l+ u)—u—}u* a pour dérivée log (1 +u)—wu on a pour Juf <1

+°°(__1)5—1ui+1
< IGFD

O it P
m+1><2 =8A—q

Acta Arithmetica VII “

(L4 u)log (1+u)—u—$u? =
d’odr

(14 u)log (L4 u)—

2
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Ceci entraine

2 \_-
‘J'l Lo+ +6)/8

et, comme, pour |u| <1,

e"‘l>|’“’i 2’“‘7

on en déduit
gl < -*EZIW 4+ 6]+ 1],

Maintenant, si [t;] > 1,

2|i1|3+6|ty| +1L <t < 91+ [t]3)
et, si ]t1| <1,

2043 +6jE]+1 <9 <91+ [t;2) .

35.2. Ceci étant, supposons que 1>8 et t|<I’ et désignons
par ¢ le plus grand entier < I+1t)/1 et, comme plus haut, par m le plus
grand entier < 1—1%8 (de sorte que m < ¢).

8i m<g—1, on a

q
N 1
o) e L+,

L BT it 1—m+11/27‘
d’ou ’
i
v Pet
P L [ewmiu=4+B+0,
1-B< i<+ tYi I '/27: ~1e
avec
g 1 [
A= DAoL [ emna
Y2l Vor,) ’
—~le t
B == J o2y — — fe*“’lzdu
Vam, n, ’
et

Comme t5—ty—; = 1/)/1 et comme la variation de e~¥¥2/)/3x sur Pinter-
valle Jtm,?,] est inférieure & 2/)/2x, il résulte du lemme 2 que

2
Al < —=— .
| t\]/2711

icm
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Comme 0 < —M6—1,, < 1jy1 et 0 <i—tg< /Y], on a

Bl < —2— . -
V2=l
Enfin, d’aprés (5) on a
1 -
[0] < —= om ZZJ ]/.[1+|t e,

d’otlt, d’aprés le lemme 2,
s 1 [ Q
0 < — f 1 8) g~ ¥A2dy 4 —
191 V2l [_‘w (4 [ulye u—}_ﬂ]

K,

<V—[ VS] Vo’

Q étant la variation de (14 |uf?)e~**2 sur ]—oo -+ oof.
En définitive,

f(1+1u|3 e~ 2du +

i
\1 Vo™ 1

—— f e~ 2dy <
V 27 s

4+ K,

V2nl, ’

Sim=g,le Y est nul et I'inégalité a encore lien car {—(—T7) < 1yi.
La démonstration du théordme A est ainsi achevée.

1
R i

4. Démonstration du théoréme B

Pour démontrer le théoréme B, nous procéderons de la fagon suivante:

Ayant fixé un nombre positif a inférieur & 5, nous formerons d’abord
wne suite de fonctions réelles @(t, @), @y(t, @), -.., @oll, @), ..., définies
pour £ réel quelconque et # > ¢, telle que, lorsque @ tend vers + oo, quel
que soit entier positif », la relation (3) ait lieu uniformément pour

< (logloga)” .

Puis nous constaterons qu'en fait cette relation a leu uniformément
par rapport a i, sans restriction.

4.1. Si on tient compte de ce qui a été dit aux paragraphes 3.3
et 3.3.2, on voit que, pour obtenir une suite de fonctions @.(t, @), définies
pour ¢ réel quelconque et @ > ¢, telle que (8). ait lieu uniformément pour

t| < (loglogx)*,
14*
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il guffit de trouver une suite de fonctions D.(t, 1), définies pour £ réel
quelconque et [> 0, telle que, lorsque I tend vers --oo, quel que soit
Ventier positif v, on ait uniformément pour [t <"

e~ 1 [F(z )—1 eie-1)
) 2 2m'\ 1—z  eofl de
14

f<x+tVz
1 " D,(t, 1
- —uﬂ/zd ‘4 [ : ]
7o | e S0

ol g est, comume nous le supposerons dans toute la guite, le plus grand
entier < I-+1)/1 (de sorte que ¢ est fonction de ¢ et de ), ot p la circonté-
rence |¢| = 1.
On peut alors prendre
(p,-(t, 50) =

4.2. Définisgsons d’abord deux suites de polynomes & une varviable

D,(t, loglogx) .

Ry, Ry, ..., By ... 0t 8y, 81, 8y vy Sy oo pax
[A0
Ry(t) = i5
et, powr r > 2,
(O™ e, G N EDMBL g | rreea
R(t) = [ [ R T T 1
Z 2 — 2—4h ’
(r+1)(r+2) 2r Khmzm 2h(2h—1) (7‘+ L)
By, By, ... étant les nombres de Bernouilli, puis

So(t) =1
et, pour 7 >1,

” r
% ’ h
8,(t) = coefficient de ur dans ZTHZ Rk(t)u"’] .

F=a1 Fowal

Nous définirons ensuite les suites de fonctions Ty, Ty, Ty, voey Lyy oo
et Uy, Uy, Uy, ..., Uy, ... par

Bt)
T(t) == T2 p-t82
) ]/27rc !
puis
t
Uyt) = f Ty u)du..‘—/—_—_: j T

]

Uyt) = le Ydu+ 3Tyt

icm
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et, pour 7 > 2,
i
. i 1 (—1)*B -
Uit = | Tawdut 37,0+ Y W)—"T%h”( ).
o0 1<$here

4.2.1. On voit immédiatement que les polynomes R, et S, sont
pairs lorsque 7 est pair, et impairs lorsque r est impair.

Il en résulte que U,(t) est le produit de e~*2 par un polynome en i
lorsque 7 est impair, et une expression de cette forme augmentée d’un
terme

!
Oy f e—¥2dy, ,

ou a, est une constante, lorsque r est pair > 2.

4.3. Nous utiliserons encore les notations indiquées au paragraphe 3.5.
Nous allons montrer que, quel que soit ’entier positif », lorsque !
tend vers + oo, on a uniformément pour [t <1*

i

Y Pet N0 Uiy 1
L [
R TR— N R
4.3.1. Soit N un entier > 6”;;)13 (de sorte que 4N —2 > 6”;_3 > v).

On voit d’abord que, quand ! tend vers +oo, on a uniformément
pour 1—172 < § T2

4AN~2
Rt 1
@ =2 Tl

En effet,

si I>0 et 1—T < § <1412 on a Jt;| < P2, d'ou

G

Alors, si l'on tient compte de ce que, k étant un entier posmf quel-
conque, on a pour u tendant vers zéro

& T
log(1+u) = 2( 1) : W+ O[uk+1]

et

T
CL_yesey ofuee),

,uﬂ
(1+u)10g(1+u)—u—§ = - mz—)
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on voit que, lorsque I tend vers oo, on & uniformément pour -2
< ? < H—W“

]0; (1+_tl/li) - ,_Z:' (_—_%):i'(]j;i),-l*() [(Vli)%(wﬂ)] ’

4N -2

(10) log (H{/—z) - (:"1"& (}z)'+o[( 71"“]’

re==1

d’olr

puisque (4N ~—1) > vt t>v41, of

el z)*fr’- ol

2
ES (— 1)r 75l Jun+)
(r+1)(r (Vl)'*2+0[(uf ) ]
ou
T
m do - 2 (r+ 1)%':2) Wi 1) +0[(1;')%(m+1)_2]’
ce qui donne

o bl

sN-2
_ Z (-1 1 1]
L & D +2) X [(ﬂ)’“]’
puisque §(4N-+1)—2>v41.
D’aprés le lemme 3, ox a anssi, uniformément pour I— 1712 < § < T4+ 1,
loga'—(7+%)log1+?—log|/~7c

1B, 1 1
P 2h TR e O

N
\1( 1)k lBh 1

,LLMJ 2h(2h 1) jer-1

puisque, quand 1>8, §>=1—BB=T1(1—1"18) > }l,
> L(6v+28) > »+1.
Maig
peenny 1 _ 1 1 1{1 —(2h—1)
e A e ( V 1)

‘I l)"“J ’

ot que 2(2N+1)

icm

. on voit que, pour chaque b <
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et, comme, quand u tend vers zéro,

LN—h)
A e U i P i B

k=0

N, quand I tend vers -- oo, on a uniformément
pour 1— It < j < 140

AN—R)
7'2"‘%1 = g (—1)° (2h~kz +k) (l/—)ltlz—zi-k'r 0 [(1/1)% Wy~ h)+11+u._2]
{(N—R)
=‘k_§; (—1)* (zrkzﬂo) (V_)M_z+k+ [(V%"H]’

puisque $[4(N —h)+1]+4h—2
On obtient donc

>v+14+3h>r41.

(12) logj!—( 7'+% )logj +j—log V2
HN-h)
- (=1)*By k(2R —2+E
Z TP ) e+ [l
Tn tenant compte de (6), les relations (10), (11) et (12) donnent (9).-

43.2. Quand I— 1712 < j < 1+1 on & [t;] < T, ef par suite t;] < e
sil>1.
Le calcul fait au paragraphe 3.5.1 montre donc que, quand 1>

ot 1— 1M < j < 1+ T2,
[44] < 7—[21t:|“+6|ti|+1]1
d’ot V’'on déduit
) 1 3
13 A < —=[2WE 624 1] < —s
(13) |24] 6]/i[ +1] DY

car P2 < M et 1< I8
Compte tenu de (9), ceci montre que, quand ! tend vers +oo, on
2 uniformément pour -2 < § <172

3R Bt) _ o[ L
e %3 [(wr"] ot

r=1

Il résulte de (13) que, quand I tend vers +oo, on a uniformément
pour -z <j < 1412
2041

A
1+’77“6M“1+2 1+ [ v+1]7
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ef, en tenant compte de (9) et de (14), ceci donne

14 =1+ Z s [k}? Blty ] + hl/l])w-l] '

ce qui peut s’écrirve
(2""‘”§lvv_”s*(t ) |
r\bj
+o[—~_— 1]
& Wy
ou les 8 sont des polynomes.
On voit d’ailleurs que, powr 7 < v, 9
i
’

1+ =

En multipliant par —]—/—%( on  voit mmlanmnt, que, quand [
b

tend vers +oo, on a uniformément pour P E A i
(BHLYAN—2)

Ve TH(t) [ i
(15) it < e e
ou TH(t) = S:tt) e~P2 de sorte que, pour r < v,
Vo

T3(t) = Tot) .

43.3. Tl existe un L > 0 tel que, quand [ > L, on a 1"™— "M > g,

Si l'on désigne par m le plus grand entier < {-— ™ (de sorto que m
est fonction de ! seul) (4), on voit que, quand 1> L et [i| <19 on o g2 m+
+1, puisque I4+#YT1—(I—01%) > 2 et les § qui satisfont & -V <
< 1+t)/1 sont ceux qui vont de m+1 4 g

Dlautre part, quand 1>1, s [t| <V ot 1—1" <j <I+tyl, on
a l—l""“<j< l+l7/12.

Par suite, quand ! tend vers +oo, on a uniformément (15) pour
<P et 1—1" < j <UL

On voit done que, quand I tend vers -+oo, on a uniformément pour

<t
S (N —2) N >a1 .
[ Z :
P e D) 2 mseg+
i1 P L
rm<gaityl 1 = W&
[ '1 (Jmil/z
Wkl 7
(l/l) 7*77-# 1 Vl
Mais le lemme 2 montre que Pon a uniformément pour |6 < *
&y ot
j=m+1 ]/l

() m n’a done plus ici la méme signification quanx paragraphes 3.4 et 3.5.2.

=0[1]

=]
Im@) Sur le nombre des divisewrs premiers de n 207

et, pow chaque 7,
S
L ey = op17.

e/
j=mt1 ¥l

Alors, comme, pour » < », TF = T,, on obtient

7 Vet o1 - 1
16 _— .
(6 Z it > < i f_,,,ﬂu/l ot +0 [h/i)'*‘]

-1 <tV

Maintenant, le lemme 4 permet d’éerire pour chaque #

g tq
\' 1 1
D R
k
— 1B pen-1) 1 NV(=1)"Bp pen-1)
+g T g—(%) 2 Nin) ﬂz,.

iq
1 ,
~ f TP () porafl + u Y1) du
P J

Ventier positif % étant choisi de maniére que 2k > »—1.
Oomme la fonetion wy. est bornée et TE+D(u) est le produit de e~
par un polynome en %, le dernier terme est majoré en module par le produit

de (——l—zm par une constante.

Du fait que T,(t) et ses dérivées sont des produits de polynomes
en t par ¢~**2 et que, pour I infini, t,,~—12, les termes autres que les
intégrales qui contiennent i, lesquels ne dépendent que de I, tendent
vers zéro plus vite que toute puissance de 1/y/7 lorsque 1 tend vers + oo.

De plus, chacune des dérivées de T, étant bornée, les termes cor-
respondant & A > 3(v—r) dans le premier Y du second membre sont
uniformément 0[—_—1——: .

(]/l)ﬂd 7

De méme, dans la formule correspondant & r = v, le terme

1
2_]/i T(tq)

est uniformément O[1/y/7)].
Enfin

im

fTu)du— fT du_fT

tm

et L’on voit que f T.w)dw, qui ne dépend que de I, tend vers zéro plus
-0

vite que toute puissance de 1/1/7 quand 1 tend vers + oo.
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Finalement, on voit que, quand ! tend vers -+ oo, on a uniformément

pour [t <T°
ta .
\1 Lty J 1’,(u)du.+()[-l—_]
7= H' I —00 l/l
et, pour 0 <7<,

ig

q
Tty = | Lu)d - Ti{tg) +
1;:1/ —21: i
\ (— )len 49"'1)(1 40 l ]
h‘ﬁ)lﬂ (2h)! 2h (l/ i )v+1—~r

En reportant ces expressions dans (16), on obtient

> - ?ft)"" + 0|7

Comme un calcul semblable & celui qui a été fait au paragraphe 3.4
montre que

e
-GV r

Y et
7117118 J !

tend vers zéro plus vite que toute puissance de 1/)/1 lorsque ! tend vers
+ oo, on déduit de 14 que ’on a bien (8).

4.4. On peut déduire de (8) que toutes les constants @, considérées
au paragraphe 4.2.1 sont nulles, de sorte que, pour » > 1, U,(t) est toujours
e produit de =2 par un polynome en t.

En effet, en supposant qu'il n'en soit pas ainsi, désignons par r,
le plus petit » pour lequel a, # 0.

En prenant » = 7, et faisant ¢ = I* dans (8), on trouverait que, quand !
tend vers - oo, '

13

—_ f e-mlﬂdu+a(';/lﬁ:+ [( ]/l)"’“}’

puisque, comme f,> t—1/y7, si ¢ = 1%, i, tend vers oo avec L
En tenant compte de ce que

@ lie—l 1

Ji-+latyz ! ]/2

00
& Tyl s

Sur le nombre des diviseurs premiers de n 209

icm

on déduirait de 14 que, quand ! tend vers oo,

+00 .
gy l’e a,oy/2n
‘/—-‘:_ 4 U .‘ ( /l),-o 1
2 o j>itmhe 1 1

00
ce qui ne peut avoir liea, car f e~v2dy tend vers zéro plus vite que toute
lll

puissance de 1/]/7 et on va voir qu’il en est de méme de

Pe!
K
j>ilate
En effet, si 1> 1 et 0 <t<I% on a pour j >
PHeTt Pt 1 Vel 1

L =
S AT T R TR RS

et il en résulte que
Te v Pt op lqe«-l
Z ST ST

1>1+n/' j=a
puisque
» 1 l+t1f
__t tlf
1+ty1
En prenant = 1%, on obtient
Ve _o Ve -t e
e < ane o < 2N Pk

F>i+iatin
puisque ¢! > gee~¢ d’aprés le lemme 1.

Majs un calcul semblable & celui qui a été fait au paragraphe 3. 4
montre que, quand ! tend vers -+ oo,

lqerl]N__ 1 Ie
q? 2
4.5. Définissons maintenant les nombres réels e pour 7 et k =0 par

e—-] Zb(lc) ”

=90

log[zl”’*’*“-

@

puis les fonctions Vg, pour 72>1 et k =0, par

r—1
Vosdt) = ) (— L HOTE (1)
h=0

(étant entendu que 1a dérivée d’ordre zéro d'une fonction est cette fonction
elle méme).
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Ensuite, & partir des fonctions Vip ot de la fonction F qui figure
dans la formule (2) d’Atle Selberg, nous définircns la suite des fonetiong
Wy, Way ooy Wy, ... par

-

VT (— 1)k

7;1 ES

4.5.1. On voit immédiatement que b = 0 pour r <<k, de sorte
que Ion a

Wilt) = (1) Va0

0 sioor <k,

Vot =1 'S
() D=1 Er®, ) s >k
he
On voit aussi que, powr 7> &, Vi) ost le produit de e=#2 par qn
polynome en ?.
Il en résulte que, pour chaque v, W,(t) est le produdit de ¢=*2 par un
polynome en 1.

4.5.2. T nous sera utile de remarquer que, pour k=1 et A>0
i
k\ .
(17) D=1y (B = (= 1) mref?
= !

Cela résulte immédiatement de ce que (—1)%6 est le coefficient, de 2"

dans le développement en série entiére de
k
o (1 g 2(—1)f(’“.)e’“’.
b= J

4.6. Nous allons montrer que, quel que soit entier positif », lorsque 1
tend vers oo, on a uniformément powr [¢| < 1°
kd
\“1 Wity

1
+0 [h—-] :
= v g
476.1. Désignons par ex(l, ¢) le coefficient de 22 dans le développement
en série entidre de (1—g)keke—D),
Alors, on va voir que, pour chaque % >
on a uniformément pour [i <1

j Vr,lc
1

2 ol

En effet, tout d’abord, chacune des fonctions I% étant bornée, la

formule (15) montre que, quand I tend vers 400, on a uniformément
pour 1—1"2 < b < 14172

T ol

(=¥~ 1) =

1 F(2)—1 ele—D)
Flz)-1 e,

(18)
27:@ A 1—2 zq+1

0, quand I tend vers - oo,

(19) Gk

icm®

Sur le nombre des diviseurs premiers de n 211

ou, en tenant compte de ce que, pour r <y, TF =1T,,

1
2o EaP e v vt

Maintenant, on a ool ) = ~——-

Comme, dés que ! est an moins égal au L considéré au paragraphe 4.3.3,
on a certainement 1—1"* < ¢ <141 quand || <1, (20) montre que,
lorsque ! tend vers oo, on & uniformément pour [t| <V

et _ ST,_l(ta)+ 0[ 1 ], EV,, alla) [ ]
¢ & 0T Vel &5 vy Vo1’
puisque, comme on le voit immédiatement, V,o = L'\_;.
La formule (19) est donc établie pour % = 0.
Pour k> 0, on a

k
.ck(” Z 1)i()lez—y)’

e 172
Mads, si I est au moins égal & un certain nombre positit L, I 1Y

> k+1 et on a certainement

-l < g—f <I+172  powr 0<i<h
quand [t| < 7%, puisqu’ alors
I—re k1 < THYI <10,

(20) montre alors que, pour chaque j satisfaisant & 0<§ <%, quand !

tend vers -+ oo, on a uniformément pour [¢|<I*

1™

_ N\ Zelted) o L]
& v [(ﬂ)"“]

Par suite, quand ! tend vers +-oco, on a uniformément pour [f] <7
‘ S
1) al )= \ N

2y et 0 ]

Oomme f,_; = t;—j/y/l, et comme chacune des dérivées de T est
bornée, on voit en appliquant la formule de Taylor, ou celle des aceroisse-
ments finis, que, pour chaques satisfaisant & 1 < s <» et chaque j sa-
tisfaisant & 0 <§ <k, on a uniformément

' v—8 (—1)n ) —?h__
Ty a(g—7) = 2 T T5=1(tg) (]/i)h+

h=0
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Par suite, pour chaque ¢ satisfaisant & 1

k

D17 (4) Tunsta—i)

=0

»—8 k
(=) iy N LY 1
’;‘; M (l/l)hTa—l( a) . (=1) (7-)7 ‘|’0[(l/i)u+1——a]
= ) (1) EpRp® +0[ _.],
2 S (7

d’aprés (17).
En reportant ces valeurs dans (21), on obtient. (19).

4.6.2. Maintenant, on peut écrire

F(z)—l:EF(:F Je—1+ (e

h=1

—1)@(2) ,

ol G, est une fonction entiére.

Ceci donne
y—1
F(z)—1 — 1)F LR )
(1)—z =2( )(k+1)! W (12 4 (~1)* (1 2)Gite)
k=0
d’otr
1 (2)—1 e’Wl) B S(._l)k—(»l_p(kﬂ)(l 1 (1 — 2)kelts=1
—mj = T+ 1) ‘;;; prss
N k=0
w1 1 elle—1)
=2 jl 26 Sy 2,
c'est & dive
1 F(z)—1 ele—1)
2m 1—z aatt
(ZL)FrBRa) iy 1 L e~
—Z —mEmr b DD s j(lwz)G( ) g b

PN

8i M, est la maximum de |@,(z
de module au plus égal &

o +n % +m
Ay b —l1—cos 6) My ~2168/m3
00

1 M, v
<t [t

—00

< § < 9, on a uniformément

)| pour |2| =1, le dernier terme est

icm®
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Par conséquent, quand I tend vers oo, on a uniformément par

rapport & ¢
) 2 o140 7]

En utilisant (19), on en déduit que, lorsque I tend vers -+ oo, on
a bien uniformément (18) pour [¢| < 1%

1 gl(n—l)
et

— 1YL+ )
(k+1)!

1 J" F(z)—

i)  1—z
™

4.7. Déiinissons maintenant une suite de fonctions X;, X,, ..., X,, ...
par 1
1 !
Tolt) = Ult) = = j e~uRdy,
Vor -,
et, pour r =1,
X,(t) = Udt) +Wi(t) .

4.7.1. On voit que, pour chaque r >1, X, (t) est le produit de e-*2
par un polynome en .

De plus, (8) et (18) montrent que, quel soit ’entier positif », quand 7
tend vers -+oo, on a uniformément pour [t <1

y Ve -l 1 [F(2)

—1 gD N X,(tq)
Fle—=1e” 4, VXl
T s e ET LT

(22) -
F<<l4t ]f J: ¥ a=0

lrie)

4.8. Définissons maintenant la suite de fonctions de deux variables
Dy(t, 1), Do(t, 1), ..., Delt, 1), ..., pour ¢ quelconque et 1> 0, par

—xi+ Y SO0l eyIP,

Rl

ol g(w) est ’excés de w sur le plus grand entier qui lui est au plus égal.
Puis définissons la suite des fonctions ¢,(t, @), @a(t, ®), ..., ¢e(t, @), ...,
pour ¢ quelconque et x> e, par

orl(t, 3) = D,(t, loglogm) .

4.8.1. Comme g H—t]/—)[<1 on voit que, pour chaque r>1,
®,(t, 1) est majoré en module, indépendamment de 7, par le prodult de e*"la
par un polynome en t, et par suite g.(t,x) est majoré en module, in-
dépendamment de #, par la méme expression.
Ceci entraine évidemment que chacune des fonctions @.%, %) est
bornée pour ¢ quelconque et x> e.
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4.8.2. Soit maintenant » un entier positif quelconque.

Pour s < », la formule de Taylor montre, en tentant compte de ce
que la fonction X$'7¥ est bornée et de co que Pon a 0 <t—4 < 1y,
que, quand ! tend vers +oo, on a uniformément par rapport & ¢

Y8 X(]")(t) R 1
X o(1,) = Xo(t) -+ E 2 (—t h+0l—_—v—1:5]
( ﬂ) ( ) & h! q ) (l/l) +

p—

(= oGV, T 1
=-Xa(t)+é Al Xs (t) (]/zh . 0[('/2)1'4-1—a—| ’

car

e L gv] gli1v]
to—t = ——=[l+tVI— [+, V)| = — =+t Yl—¢q| = — Z—rpT.

. ﬂ[+ Vi— {1+ 1y Vz[ Vi—d 7

De méme, la fonction X, étant bornde, la formule des accroissements

finis montre que, quand ! tend vers -+oo, on a uniformément par rap-
port & ¢

X,(tg) = Xt)+ 0[11—1] .

En reportant ces expressions dans (22) et fenant compte de ce que
[
1 7
Xo(t) = —= J ™2y
2m

on voit que, quand ! tend vers +oco, on a uniformément (7) pour [t| <%
Alors, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 4.1, lorsque @ tend
vers oo, (3) a liew uniformément pour

[t] < (logloga)®.

4.8.3. En tenant compte de ce qui a 6été dit au paragraphe 3.1.1
et du fait que, pour chaque 7, ¢,(¢, #) est majoré en module, indépendam-
ment de & par le produit de ¢~#/2 par un polynome en %, on voit que (3)
a aussi lieu uniformément powr ¢ > (loglogw)® et pour ¢ < —(logloga)™

La démonstration du théordme B est aingi achevée.

4.9. Le calcul effectif de @(t, #) est évidemment d’autant plus
long que 7 est plus grand.
On trouve aisément

._12/2 2
wlt, ) = [

# P
— 2 F(1)—E—glloglogm + ) _
Ve |3 -z g({logloga + t yToglaga)

- © ‘
lm Sur le nombre des diviseurs premiers de n 215

Il est facile de voir que I’on a pour chaque » > 1

7
oilty @) = e\ Apo(t) + ) Apa(t) [glloglogw+ ¢ VTogTogall},

h=1

Ay 6tant, pour 0 < h <7 un polynome de degré 3r—2h—1 et de méme
parité que Ventier 3r—2h—1.
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