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Sur les mauvais facteurs locaux des fonctions L attachées
aux surfaces abéliennes et surfaces K-3

par

JEAN CLAUDE Douar (Lille)

Soient k un corps de nombres, X une variété projective, lisse, définie
sur k, | un premier # 2. L’un des objectifs de ce travail est d’étudier les
facteurs locaux

Lo(X,s) = det(1 — Fr,(Nv) | H2(X, Q,)")

de la fonction L attachée a X en les places v ou il y a mauvaise réduction
(Fr, = Frobenius géométrique en v, I, = inertie en v). En particulier, nous
déterminons au §III Pordre en s = 0 du pole de L,(X,s) quand X est une
surface K-3 ou encore une surface abélienne d’un certain type. L’ordre de
ce pole dépend étroitement du type de dégénérescence en v de la variété X
et est libe au calcul du HZ (X/k,, Q;/Z;(3)) qui avait été entamé dans [2].
Les ingrédients essentiels sont les résultats galoisiens de Jannsen [3] et les
résultats de Kulikov—Shafarevich sur les dégénérescences des surfaces [5].
Dans le paragraphe IV, nous globalisons les résultats précédents en calculant
le HY (X /k,Q;/Z,(3)) pour une surface K-3 X.

Je tiens a remercier le referee pour ses corrections et ses observations.
Dans toute la suite, la topologie considérée sera la topologie étale.

Notations. Sauf dans le dernier paragraphe IV ou k sera global, k£ =
k, désignera un corps p-adique, v la valuation qui lui est attachée, G =
Gk = Gy, son groupe de Galois, I = I, C G, son groupe d’inertie, Fr,
son Frobenius géométrique, kg son corps résiduel. X désignera une variété
projective, lisse, définie sur k et [ un premier différent de p. On écrit X =
X ®p k.

I. Nous avons la suite spectrale de descente de Hochschild—Serre :
EYY = HP (G, HY(X, Qi/Z1(n))) = H" (X, Qu/Zi(n)),

qui donne, pour r > 2 et n entier quelconque, la suite exacte
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(1)  HNX,Qi/Z(n)% — H*(k, H"*(X,Q1/Z1(n)))
— H"(X,Q1/Z(n))o — H(k, H" (X, Q1/Z)(n))) — 0
Q

ot H'(X,Qi/Zi(n))o = Ker{H"(X, Q1/Zi(n)) — H"(X, Qi/Z1(n))}.

Par la conjecture de Jannsen ([3], p. 342), H?(k, H"~2(X,Q;/Z;(n))) est
finisi (a) r—24+1<mn,(b)r—24+1>2n.

Par exemple, si r = 4, ceci donne (a) 3 < n, (b) 3 > 2n, auquel cas
H?(k,H*(X,Q;/Z;(n))) est fini pour n # 2 ou 3.

11 existe une formulation équivalente de la conjecture de Jannsen (cf. loc.
cit.) s on pose m =i+ 1 —n avec i = r — 2, alors H*(X,Q;(m))¥ # 0 au
plus pour 0 <m < (i +1)/2.

Dans le cas de notre exemple r = 4, ceci donne : H"~2(X, Q;(m))%* # 0
au plus seulement pour m = 0 ou 1. Pour r = 4, nous aurons donc seulement
a considérer :

(i) n=3 oum =0,
(ii) n=2oum=1.
Par le lemme 11(b) de Jannsen [3],

dim H?(k, H*(X, Qu/Zi(n))) = dimg, H*(X, Qi(n — 1))c
= dimg, Hz()?a Ql(m))G < —ords=m Lv(HQ(X7 Q1), )
avec égalité si le Frobenius géométrique Fr, agit semi-simplement sur
H?(X,Q;)". Le fait que Fr, agit semi-simplement sur H" (X, Ql)i, v>1,
est précisément une conjecture de Serre et Grothendieck. L,(H?(X,Q;), s)
n’admet donc de poles qu’en s = 0 ou 1 si ’on admet d’une part la conjecture
de Jannsen, d’autre part celle de Serre-Grothendieck.

La suite exacte (1) appliquée au cas » = 4 donne les suites exactes
suivantes (cf. n® 3’, §II de [2] ou X est supposé simplement connexe) :

(i) pour n = 3 :
(2)  HYX,Qi/Zi(3) — H*(k, H*(X, Q1/Z:(3)))
— HY(X,Q1/Z(3))0 — H'(k, H*(X,Q:/Zi(3))) — 0.
(Remarquer que H*(X,Q:/Z(3)) ~ Qi/Z(1), d’ott Ton déduit que
Hf(X,Qz/Zl(Sg)G est fini; HY(X, Q;/Z1(3)) et H*(X,Q1/Zi(3))o ont donc
meémes corangs);
(ii) pour n =2 :
(3)  HYX,Qi/Z1(2) — H*(k, H*(X, Q1/Z:(2)))
— HY(X,Qi/Z1(2))o — H' (k, H*(X, Q1/Z1(2))) — 0.
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I1. Nous nous intéresserons surtout au cas n = 3.

PROPOSITION 1. Soit X une surface projective, lisse, définie sur un corps
p-adique k = k,. Alors

dim H*(X,Q;/Z,(3)) = dimg, H*(X, Q(3)) = dimg, H*(X, Q;)
> dimg, H*(X, Qi(2))e = dimg, H*(X,Q1)¢ = — ords=o L,(H*(X, Q1), 5),

cette derniere égalité étant valable si le Frobenius géométrique Fr,, agit semi-
simplement sur H?(X,Q;)" ou si l'on admet la conjecture de Serre-
Grothendieck [resp. dim H*(X,Q;/Z,(2))0 > dimg, H*(X,Q;(1))¢ =
—orde—1 L,(H3(X,Q)),s) si ...

Démonstration. L'égalité dimg, H*(X,Q,(3)) = dimg, H*(X,Q
résulte de la dualité de Poincaré—Tate entre H'(X,Q;) et H*~*(X,Q;(3
(cf. [2], §IL, n° 2'). Dot dim H*(X,Q;/Zi(3)) = dimg, H*(X, Qi(3))

~— —

!
)

Qll

dile H2 (X, QZ) L’égalité dile HQ(X, QZ(Q))G = dile H2 (X, Ql)
provient de la dualité de Poincaré :

H*(X,Qu(2)) x H*(X, Qi) — HY(X,Qi(2)) ~ Qi/ %
Montrons maintenant ’inégalité
dim H*(X,Q;/Z,(3)) > dimg, H*(X, Q:(2))¢-

Or, nous avons 'égalité dimg, H2(k, H?(X,Q;(n))) = dimg, H*(X, Q;(n —
1))g résultant de la dualité de Tate sur le corps p-adique k; se reportant a
la suite exacte (2), il suffit alors de montrer que H3(X,Q;/Zi(3))¢ est fini
ou, ce qui revient au méme, que H3(X,Q;(3))¢ = 0. Or
L.H.
HY(X,Qu(2)) = H*(X,Qu(3))

par Lefschetz dur et H*(X,Q;(2))¢ = 0 par le théoreme 5(a) de [3].

Utilisant (3), on montrerait 'analogue de la proposition 1 pour n = 2.

Dans le cas particulier ou X est simplement connexe, les suites exactes
(2) et (3) se simplifient et on obtient :

PROPOSITION 2. Soit X une surface projective, lisse, simplement conneze
(par exemple une surface K-3), définie sur un corps p-adique k = k,,. Alors

(i) dimH4(X, QZ/ZZ(3)) = dileHQ(X, QZ)G
< _Ords:O LU(H2<2?7 Ql)v 8)

(aveg égalité st le Frobenius géométrique Fr, agit semi-simplement sur
H2(X,Q)) ou si on admet la conjecture de Serre—Grothendieck).

(ii) dim H*(X, Q/Z1(2))o = dimg, H*(X, Q:(1))¢ B
< —ords—;1 L,(H?*(X,Q)), )

(avec égalité si . ..).
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III. Le théoréme principal. Soit X une surface projective, lisse,
définie sur un corps p-adique k£ = k,. Supposons que X admette une ré-
duction semi-stable modulo p, i.e. qu’il existe un modele régulier X sur
spec Oy tel que la fibre spéciale X5 de X soit un diviseur a croisements
normaux : ceci signifie que Xs est réduite, X5 = > Y;, les Y; étant définies
sur kg, géométriquement irréductibles, lisses, et se rencontrant transversale-
ment de telle sorte que localement le morphisme structural = : X — spec Oy,
est définie par t = x1xs ...z, t uniformisante de Ok, les x; faisant partie
d’un systeme local de parametres réguliers de X'. Par Deligne [1], n° 1.7.2, il
existe toujours sur H2(X,Q;)", P=ker(I - I,)ou I =1,, I, =1 — quo-
tient modéré de I, une filtration de monodromie locale W . D’autre part,
sous les hypotheses précédentes sur X, par Rapoport—Zink [4], p. 41 (en par-
ticulier, leur proposition 2.13), les valeurs propres associées aux relevements
de 'automorphisme de Frobenius sont pures, ce qui permet de définir une
deuxieme filtration W sur H?(X,Q;)", les deux filtrations W et WE*
étant alors égales (cf. aussi la proposition 1.7.5 de [1]).

Dans la suite, nous posons

xP = I Yin...nY;

i0<...<lp

P

ott (Y;)ser désigne la collection des composantes irréductibles de la fibre
géométrique spéciale X5 de X.

THEOREME 1. X satisfaisant aux conditions précédentes, supposons, en

outre, les points de X§[2] (= ensemble des points triples de la fibre géométrique
spéciale Xs) rationnels sur le corps résiduel ko de k. Alors linclusion
H2(X,Q)% C Wo(H?*(X,Q))) ot Wo(H*(X,Q;)) désigne I’ensemble des
éléments de poids 0 de H*(X, Q)" pour WY (ou WM ce qui revient au
méme) est une égalité et dimg, H?(X, Q)¢ = dimg, H*(|I'|, Q) := ha(|T'])
ou |I'| désigne le graphe dual de la fibre géométrique spéciale X5 (= polyédre
associé aux composantes irréductibles de Xs).

Démonstration. Il suffit de remarquer que Wo(H?(X, Q;)) se calcule
comme ’homologie en degré 2 du complexe (cf. la ligne —4, p. 41 de [4])

72" Q) — HO M Q) — HO(XP Q) — 0.
0 1 2

Ce dernier complexe est aussi le complexe de Cech du graphe dual |I|
de X5 ([2], ligne —5, p. 280). Etant donné '’hypothese de rationalité faite
sur les points de Xg[g], Wo(H?(X,Q;)) est invariante par G, d’ot1 I'inclusion
Wo(H?(X,Q;)) C HX(X, Q).

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses du théoréme 1, L,(H*(X,Q;),s)
admet un péle d’ordre ho(|I']) en s = 0.
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En effet, il suffit de remarquer que la valeur propre 1 de Fr, est semi-
simple sur H?(X,@Q;)". Or, le sous-espace propre correspondant & une telle
valeur propre est contenu dans Wo(H?2(X,Q;)) et Fr, est 'identité sur ce
sous-espace puisque, par le théoreme 1, Wo(H?(X,Q;)) = H*(X,Q;)¢. On
déduit alors de la proposition 1 les égalités suivantes :

—OI‘d5:0 Lv(Hz(ya Ql)vs) = disz HQ(AYv Ql)G = hQ(‘FD

Remarque 1. Siles points de XE[Q] ne sont pas rationnels sur kg, on
remplacera kg par une extension finie de kg sur laquelle ils le deviennent :
une puissance finie de Fr, agit trivialement sur Wo(H?(X,Q;)); d’ou Fr,
agit semi-simplement sur cet espace et, par la proposition 1, nous avons
encore 1’égalité

—ords—o Lo (H*(X, Q). s) = dimg, H*(X,Q;)°.
Si les points de 2\,’5[2] ne sont pas rationnels sur kg, on a la formule
dimg, H*(X, Q)¢ = dimg, H*(|I'],Q)°,
G agissant sur H2(|I'|,Q;) via un quotient fini. On en déduit dans tous les
cas 1’égalité
—ords—o L,(H*(X,Qi),s) = dimg, H*(|T'|, @))€,
(G agissant via un quotient fini.

COROLLAIRE 2. Soit X une surface K-3 définie sur un corps p-adique
k = ky. Supposons que X admette un modéle régqulier X sur spec O. Alors

(a) si X admet une dégénérescence standard de type A ou B au sens de
Shafarevich-Kulikov [5], L,(H*(X,Q:),s) n’a pas de pdle en s = 0,

(b) si X admet une dégénérescence standard de type C au sens de loc. cit.,
les points de Xgm étant rationnels sur le corps résiduel ko de k,
L,(H*(X,Q,),s) admet un pole en s =0 d’ordre égal a 1.

Comme dans le corollaire 1, la valeur propre 1 de Fr, est semi-simple sur
H?(X,Q;)!. Par la proposition 2(i), on a alors

- Ol"ds:o Lv(Hg(ya Ql)? 8) = dlle HQ()?7 QZ)G
et, par le théoreme 1,

0 dans le cas (a),

disz HZ(X7 QZ)G = h2(|F|) = { 1 dans le cas (b)

(par définition des dégénérescences standard [5], p. 719, on sait que || a le
type d’homotopie de S? dans le cas (b) et que ha(|I']) = 0 dans le cas (a)).

Remarque 2. En utilisant la proposition 2(ii), on pourrait aussi mon-
trer que L,(H?(X,Q;),s) n’admet pas de pole en s = 1, X étant une
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surface K-3 comme dans le corollaire 2 et cela quel que soit son type de
dégénérescence.

COROLLAIRE 3. Soit X une surface abélienne définie sur un corps p-
adique k. Faisons les hypotheses suivantes sur X :

(i) X est de type III, i.e. la fibre spéciale géométrique du modele de
Néron de X est un tore T isomorphe au produit G,, X G,.
(ii) T est déployé sur le corps résiduel ko de k.

Alors L,(H*(X,Q)),s) admet un péle d’ordre 1 en s = 0.

Démonstration. On procede comme dans les corollaires 1 et 2 en
remarquant que, sous les hypotheéses du corollaire 3, ho(|I']) = 1.

Remarque 3. Le corollaire 3 précédent est a rapprocher du théoreme
5(b), n° 7 de [3].

IV. Un résultat global. Nous supposerons dans ce paragraphe que k
est un corps de nombres. Soit X une surface K-3 définie sur k satisfaisant
aux conditions suivantes :

(i) X admet un modele régulier X sur spec Oy,

(ii) toutes les dégénérescences de X en les places de mauvaise réduction
sont standard de type A, B, C au sens de Shafarevich-Kulikov [5] comme
dans le corollaire 2 au théoreme 1.

Par un théoreme de O. Gabber, on sait que, pour presque tout I,
H? ()ﬁ ,Z;) est sans torsion; on en déduit que, pour presque tout [,
H?(X,Q:/Z,(3)) est aussi sans torsion, donc que H?(X,Q;/Z;(3)) s’identi-
fie, pour presque tout [/, a sa partie divisible

H*(X,Qi1/Z1(3)) = 1 = div H*(X, Q1/Z1(3)).
D’ou :
HY (X, Qu/Zu(3))o ~ H(k, H*(X,Q1/Z1(3)))
~ H?(k,H*(X,Q;/Z(3)))  pour presque tout [.
Or, par le théoreme 3(d) de [3], S désignant I’ensemble des places non

archimédiennes de k ou X admet mauvaise réduction, [ étant supposé # 2,
on a

H?(k, H*(X,Qi/Z:(3))) =~ € H* (ky, H* (X, Q1/ Z1(3))).
veES
D’ou

HY(X,Q1/Z1(3))0 ~ @D H?(ky, H*(X,Q1/Z1(3)))  pour presque tout I.
vES
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Par les calculs faits précédemment au §I et dans la démonstration du
corollaire 2 au théoréeme 1, pour v € S, compte-tenu de (ii),

~o = ~ Z; siwvest de type C,
Hz(kU’Hz(X’QZ/ZZ(g))) { = 82[/ l si v est de tilfge B.

On peut donc énoncer le

THEOREME 2. Soit X une surface K-3 définie sur un corps de nombres
et satisfaisant aux conditions (i) et (ii) précédentes. Alors

dim H*(X,Q;/Z(3)) = #{v € S ot la réduction est de type C}.
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