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I. Introduction. Pour (a,b,c) € N* x Z x Z, nous considérons le poly-
néme f(X) = a®?X%+bX +c, de discriminant d = b*—4a?c supposé non nul et
I'ensemble Z des entiers n tels que f(n) soit positif non carré. Nous noterons
p(a) la longueur de la période du développement en fraction continue du
nombre quadratique réel a.

A. Schinzel [5] a déterminé I’ensemble E' des entiers rationnels n vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) La longueur de la période du développement en fraction continue de
v/ f(n) est bornée indépendamment de n lorsque n appartient a Z \ E.

(2) La longueur de la période du développement en fraction continue de
v/ f(n) tend vers l'infini avec n lorsque n appartient a E.

S. Louboutin [4] a montré que pour tout n élément de E

log \/f (n)}
(/) = 2| BT
avec 3 = (b? — 4a®c)/pged(2a, b)? et ol [x] désigne la partie entiere de x.
E. Dubois et R. Paysant Le Roux [1] ont donné une minoration effective
lorsque f(X) = a?X2% + ...+ agq avec a,ay, ... ,azq entiers.
Lorsque f(X) = X2+ h, avec h dans N* I'auteur [2] a prouvé que pour

tout n dans Z tel que h ne divise pas 4n? (caractérisation de F) on a

p(VIm) = %m}

log h

Nous améliorons le résultat de [4] dans le cas ot d < 0 en prouvant :

II. Résultat principal

THEOREME. Soit f(X) = a?X? + bX + ¢ un polynéme de discriminant
d = b?> — 4a®c strictement négatif. Soit n dans Z tel que d ne divise pas

(63]
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4(2a%n + b)2. Alors la longueur de la période du développement en fraction
continue de +/ f(n) vérifie
log u

p(v/f(n)) > min(3My,3M — 2) > 3M — 3{logﬁl] -

ou
g =rpged(2a,b), B=(b>—4d’c)g?, wu=2ag"",

M = {W} M, = [logm—logu]'

log || log ||

Preuve. Notons N(a) la norme dans le corps quadratique Q(1/f(n))
d'un élément o de ce corps, v := bg~!, a1 := aun +v = (2a*n + b)g~ !,
b1 :=u = 2ag~! et considérons x = a; + b;+/f(n). La norme de x est égale
A (3 et en définissant, pour k > 1, les entiers ay et by par z* = aj +br+/f(n),
nous avons a; — b2 f(n) = ¥ ainsi que les relations de récurrence
(1) apy+1 = ai1ar + blbkf(n), bk+1 = arbi1 + a1by.

Nous utiliserons les notations classiques du développement en fraction con-

tinue : v/ f(n) = [to, t1,...],
(2) i =[titive, -, pi/ai = [to,- -t wi =pit+q/ f(n).

Rappelons que si [ est la longueur de la période minimale, alors ¢; 1 est

l'unité fondamentale supérieure a 1 de Z[+/ f(n)].

LEMME 1. Sous les hypothéses et les notations du théoréeme il existe, pour
tout entier rationnel k vérifiant 1 < k < M, un unique entier rationnel, i,
tel que le rationnel ay /by soit la réduite p;, /q:, de +/f(n), et les entiers
Ny = |p?, — f(n)q} | sont deux & deux distincts.

Preuve. Notons d le plus grand diviseur commun de a; et by et posons

Aj = ay/dy et By, = by /dy. Nous avons
A2 = BEf(n)| = |81*/d2 < \/T(n), pour 1<k < M.

Il en résulte (voir [3], chapitre 10) 'existence d’un indice iy, tel que Ax = p;,
et By = q,,.

Puisque par hypotheése d ne divise pas 4(2a%n + b)?, il existe un nombre
premier p tel que la valuation p-adique, v, vérifie
(3) vp(d) > 2v,(2(2a°n + b)),  soit  v,(B) > 2v,(2ay).

A partir des relations (1) et (3) on obtient facilement (voir [2], lemme 2),
pour k > 1,
) vplar) = (k = up(2a1) +vp(ar),  vp(br) = (k = 1)vp(2a1),

vp(di) = (k — 1)vp(2aq).
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Par suite v,(Ni) = kvp(8) — 2v,(di) = k(vp(8) — 2vp(2a1)) + 2v,(2a4)
et les |Ni| sont deux a deux distincts. m

LEMME 2. Awvec les notations précédentes nous avons, pour tout entier
k compris entre 1 et M, i) # k mod 2 et iy, > 3(k —1) + i5.

Preuve. Puisque f < 0 (car d < 0) et, pour tout k, 1 < k < M,
N(pi,) = ﬁk/dz, k et i) et par suite ix et i, sont de parité contraire.

Soit k un entier compris entre 1 et M — 1 et montrons que ix41 —ix > 3.
Puisque z¥ = djp;, nous avons A1}, | = dilpi, a'| si y’ désigne le
conjugué algébrique du nombre quadratique y.

Comme [2'| < 1 et dy divise dy+1 nous avons |¢ . | < |¢;, | et donc
Tpg1 — U > 1.

S’il existe t tel que 1 <t < M — 1 et 4441 — ¢y = 1 nous aurons

atbsy1 — az1be = (Pi, qroi, — Prai, @i, )dedisr = (—1) 0 dyds iy

et puis, en utilisant (1), by(a? — b2 f(n)) = b8t = (—1) e dydy .

Nous obtenons une contradiction avec (3) et (4) puisque

vp(b18Y) > 2tv,(2a1) > (2t — 1)vy(2a1) = vp(diditr)-

En conséquence, igy1 —ip >3 pour k=1,...,M —1etix > 3(k—1)+1
pour 1< k<M. m

LEMME 3. Soient €9 > 1 l'unité fondamentale de Z[\/ f(n)] et
log\/f(n) —logu
M, = .

log | 8]
Alors nous avons p;, < e pour 1 <k < M.

Preuve. Si i; = 0 le lemme 6 de [2] montre que ¢;, < @i, < ... <
Piy < €0-

Considérons maintenant le cas i3 > 0. Si ¢;,, < €0 le lemme résulte
de M > M. Sinon soit s minimal tel que ¢;, > 9. Nous devons montrer
s> M.

Comme le groupe U des unités de Z[+/ f(n)] opére sur ’ensemble & =
{¢r : k > 0} des meilleures approximations (> 1) de y/f(n), il existe un
indice j > 0 tel que ¢;, = 9. Montrons que j < 7;.

Sinon, j > i1 et dy 'z = p;, = op; > €oi, = €ox. Pour s =1 on a
une contradiction avec d; = 1 et g9 > 1. Pour s > 1 on a une contradiction

avec le choix minimal de s puisque
-1 —1,.5-1
iy > ds1d; i, =d; x> e.

S

On a donc j < i1 et par suite

(5) qj+1 < ¢, = u.
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Par ailleurs, des propriétés des fractions continues :

5 = lgjoma + g1l oy <L4tp, g1 = aj11q5 + g1
il résulte que
(6) 25| > (gj41 +q;) "

Or ;)] = [N(¢s,)| = |B|°d;? et donc
(M) (g +a)IBP > K581 = d2p; > ¢ = pj + a3/ f(n).

Puisque s < M on a ¢;|6]° < ¢;[v/f(n)] < [gj/f(n)] < p;. En com-
posant avec (5), (6) et (7) on obtient

ulB* > q11B1° > ¢ — qlBI° > p; + 457/ F(n) —pj > \/f(n)

et donc s > M, ce qui prouve le lemme 3. =

Preuve du théoreme. Notons [ la longueur de la période du déve-
loppement en fraction continue de /f(n). On sait alors que g9 = ¢;—1. Si
€0 > piy, onal—1 > iy et d’apres le lemme 2,1 > 3(M—1)+i1+1 > 3M —2.

Sinon soit s minimal tel que ¢;, > g9 avec 1 < s < M. On a alors
I —12>is_1. Par la preuve du lemme 3 on a i; # 0. Avec le lemme 2 on
obtient

[>3(s—2)+i1+1>3(M; —1)+2+1=3M;.

Lorsque ;,, > €0 on a l > 3M; et lorsque ¢;,, < ¢g on al > 3M si

i1 #0 et | > 3M — 2 sinon. Par ailleurs, en remarquant que

M, — log v/ f(n) 10gu} - M- [ logu ] iy
log | 3| log |4
on obtient le théoréme. m

COROLLAIRE. Pour f(X) = a*?X?+bX +c de discriminant d = b*> —4a*c
supposé non nul on a :
. PWVFR) 2 sid>0
lim inf ——~—+22 > { _ ’
naoe M 3 s1d<0
ou E est l’ensemble des entiers n tels que d ne divise pas 4(2a*n + b)? et
f(n) positif non carré parfait.

Preuve. Le cas d > 0 est traité dans [4] et le cas d < 0 résulte
immédiatement de notre théoréme. m

Remarque. Pour f(X) = X? + X + 1 nous avons d = —3, u = 2,
B = =3, [logu/log|5|] =0 mais M; = M — 1 (c’est élémentaire a vérifier).

On peut aussi vérifier que E = {n:n # 0, n # —1 et n # 1 mod 3} et
que i1 # 0. Notre énoncé montre que p(/f(n)) > 3M — 3.
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Pour montrer I'optimalité du facteur 3 nous avons déterminé la sous-
famille explicite suivante. Pour n = 3™ (m > 1) nous obtenons, en notant o
et a; les quotients complets et incomplets de ag = /f(3™), pour 0 < j < m,
3™ — 1+ ag

37 ’
e — 3" -3 +1+ag
LT g gm _3m—i 35 12
3m —3mI + 14
3m—j ’
s :{2-3ﬂ'—1 si0<j<m-—1,
3+2 2.3m sij=m,

Qagz; = as; :2‘3m—] *1,

agj+1 = 1,

Q3542 =

ce qui donne agm,t2 = 3™ + ap, 3m+2 = 2 - 3™ et donc

p(Vf(B™)=3m+2=3M+2 et linni)igfp(]{;m))
nek

=3.

Pour compléter cet exemple il est facile de vérifier que pour n = 1 mod 3,

p(v/f(n)) =6. =
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