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1. Introduction. Soient Py, ..., P, @ m+1 polyndmes en n variables
a coefficients complexes, avec () appartenant a la cloture intégrale locale de
I'idéal engendré par Py, ..., P,,; ceci signifie que pour tout zg € C", il existe
un voisinage V de zg et une constante positive C tels que

@@Msc(i}aumf”, cev.

Le théoréme de Briangon—Skoda [BS] (voir aussi [BGVY] ou [BY2] pour une
démonstration utilisant le principe du prolongement analytique des distri-
butions f*, et par 14 méme rendant explicite le procédé de division), joint
au théoreme d’extension de Cartan [H], assure l'existence de polynomes
Q1,...,Qm € Clz1,...,2,] tels que

(1.1) QU™ = Q1Pi + ...+ QP
On se propose de résoudre explicitement ’équation (1.1) dans Q[z1,
..., 2zn] lorsque la variété algébrique définie par Py, ..., P, est discréte, et

ce en donnant un algorithme, ou plutot une formule, permettant d’expliciter
de tels polynomes Q1,...,Qm.

De plus, les estimations de degré et de hauteur pour les candidats @1, . . .,
Q. s’approchent au mieux, en ce qui concerne les degrés, des estimations
résultant des travaux de Brownawell, Philippon, Kollar ([B1], [CGH], [P],
[K]) et, en ce qui concerne les hauteurs, des estimations qui découleraient
d’une théorie arithmétique de I'intersection, pour I'instant conjecturelle, telle
qu’elle est par exemple proposée par Gillet—Soulé [GS].

Plus précisément, on va montrer qu’étant donnés des polynoémes P, ...,
P,, en n variables a coefficients entiers, de degrés respectifs D = Dy >

. > D,, et de hauteurs logarithmiques (au sens naif) au plus h, dont
la variété des zéros est discrete, un polynéme @ € Z[z1,...,z,] de degré
Dg, et de hauteur logarithmique hg appartenant a la cloture intégrale
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locale de l'idéal engendré par Pi,..., P, il existe alors des polynémes
Ai,...,Apm € Z[21,. .., 2] et un entier naturel non nul § tels que

satisfaisant les estimations suivantes :

< n2
lrgnizgndegAl <n*(Dg+ A4),

log§ < k(n)D*A%(Dg + A)°(h 4+ mlog D + Dlog D),

max h(A;) < k(n){D*A*(Dg + A)¢(h +mlog D + Dlog D) + hg},

ou A = Dy...D,,a,b,c sont des constantes entieres absolues (indépen-
dantes de n) et x(n) une constante ne dépendant que du nombre de va-
riables n.

De telles estimations beaucoup moins précises ont été proposées dans
[BY1] dans le cas ou Py, ..., P, n’ont aucun zéro commun. Des estimations
concernant le dénominateur § suivent des travaux de Philippon, sans que
les méthodes proposées dans [P] ou dans [BGS1]-[BGS2] puissent fournir
pour l'instant un controle des hauteurs des quotients Ay, ..., A,,. Il est im-
portant de souligner que nous avons ici tenu compte du fait que les degrés
D1, ..., D,, des divers polynomes étaient a priori distincts, ce qui nous au-
torise a remplacer D™ par D ... D, deés que cela s’avere possible.

Je tiens & remercier mon directeur de these le Professeur Alain Yger pour
son aide constante et ses encouragements et le referee pour ses remarques.

2. Rappels. Soient ( € C", O; 'anneau de germes de fonctions holo-
morphes en ¢ et I un idéal de O¢.

DEFINITION 2.1. Un élément h € O est dit entier (ou intégral) sur I
sl existe un entier strictement positif k tel que h* +a1h*~ 1 + ... +a; =0,
avec a; € I',i=1,... k.

On dit alors que h vérifie une relation de dépendance intégrale. On notera
I'ensemble des éléments de O, entiers sur I par I, et on appellera la clture
intégrale de I dans O¢; il est bien connu que I est un idéal.

En utilisant la résolution des singularités, on peut caractériser la dépen-
dance intégrale par la

PROPOSITION 2.2 [LT]. Soient I = (f1,..., fr) un idéal de O¢ et h un
germe de fonctions holomorphes en (; alors h € I si, et seulement si, il
existe un voisinage V de ¢ et une constante ¢ > 0 tels que

< : .
VeV, [h(z)| < ¢ max. | fi(2)]

La notion de cloture intégrale a été extensivement étudiée par Northcott
et Rees [NR], qui ont en particulier introduit la
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DEFINITION 2.3. Soient J et I deux idéaux de O¢. On dit que J est une
réduction de I si J C I, et s’il existe 7 € N* tel que JI" = I"t!; et on dira
qu’une réduction J de I est minimale si aucun idéal strictement inclus dans
J n’est une réduction de I.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4 [NR]. Soit J une réduction de I; il existe alors une
réduction minimale de I incluse dans J.

Compte tenu de cette proposition, on a la

DEFINITION 2.5. Soit I un idéal de O¢. On définit I’ “analytic spread”
[(I) de I comme le nombre d’éléments d’une base minimale d’une réduction
minimale de I.

Pour un exposé plus complet sur la théorie de réduction des idéaux dans
un anneau local, on consultera [NR].

On aura également besoin de la notion de forme nulle telle qu’elle est
introduite dans [NR].

DEFINITION 2.6. Soient I = (u1,...,u;) unidéal de O et w(z1, ..., 2m)
un polynome homogene de degré e a coefficients dans O¢, tel que ses co-
efficients n’appartiennent pas tous a m¢, I'idéal maximal de O.. Notons

par w(z1,...,2mn) la forme de degré e correspondante obtenue par passage
au quotient modulo m¢; @W(z1, ..., zm) sera dite forme nulle de I lorsque
w(u, ..., uy) =0 mod m¢I°.

On rappelle que la hauteur naive d’un polynoéme P a coefficients entiers,
H(P), est le maximum des modules de ses coefficients, et que sa hauteur
logarithmique naive h(P) étant définie par log H(P).

Enfin, un systéme de polynémes Pi,..., P, € Clz1,...,2,] est dit en
position normale si pour tout sous-ensemble J non vide de {1,...,n}, la
variété algébrique V(Pj,j € J) = {2 € C" : Pj(z) = 0,75 € J} est soit vide,
soit de codimension cardinal de J.

Dans toute la suite x(n) désignera une constante dépendant seulement
du nombre de variables n, que I’on peut calculer en la suivant pas a pas dans
les différentes étapes; on gardera la méme notation méme si elle change d’une
étape a lautre.

On se placera dans le cas ou n > 2, le nombre de polynomes vérifiant
m > n. Dans le cas intersection compléte (m = n) nous avons une solution
du probleme d’appartenance a l'idéal [E], qui donne des estimations du
meéme type que celles que nous obtiendrons.

3. Lemmes préparatoires

LEMME 3.1. Soient Pi,...,P, € Clz1,...,2,], de degrés respectifs au
plus D = Dy > ... > D, > 3, et supposons que la variété V = {z € C" :
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Pi(z) = ... = P,(z) = 0} soit discréte. Posons A = Dy...D,. Alors, il
existe n combinaisons linéaires p1,...,p, de P1,..., P, en position normale

n
pizzai,jpja 1<i<n,
i=1

2n
aij €7, ol <(D+1)"1+ (n) ;

n formes affines L; € Z|z1,...,2,], 1 <1i < n, et une constante R > 0 telles
que

(a) Pour tout sous-ensemble non vide J de {1,...,n}, pour touti dans J,
V(pj,j€J; L,k & J;L;) =10.

(b) Pour tout entier N > 2, il existe vy > 0,

n 1/2 _
(X122 pi@)) T =l Y04, e > R,

Jj=1

De plus, si les coefficients des polynomes P, ..., P, sont entiers et de
hauteurs logarithmiques au plus h, nous pouvons choisir les coefficients des
formes Ly, ..., L, bornés par

exp(k(n)D(D; ...Dyp—2)(h+ DlogD)).

Preuve. Il existe des entiers a; j,1 < ,7 < n,|oy ;| < (D+1)""! tels
que les polynomes

(32) pizzai,ij7 ].SZSH,

solent en position normale ([BY1], Lemme 5.2).

Considérons le systeme (p;)jes, J = {i1,...,ix} C{1,...,n},1 <cardJ
=k < n — 1. Nous allons lui associer un systeme triangulaire de polynomes
(P,j)jer; cest-a-dire tel que deg py;, < D;,1 <1 <k, et que p;; soient des
combinaisons linéaires des p;, j € J. Pour simplifier les notations supposons
J=A{1,...,k} et omettons dorénavant l'indice J.

On pose p; = p1. Pour construire po, nous éliminons P; entre ps et pq;
pour cela supposons o 1,1 # 0; alors

11 Q1.2
Q21 Q22

Q11 O1n
Q21 Q2n

P2 = Q1,1p2 — 021P1 = P+ ...+ P,.

Pour obtenir p3, nous éliminons tout d’abord P; entre p3 et p1, ce qui don-
(3)

A 3 . 10 . 3 .
nera un polynéme py ™, puis nous éliminons P, entre py~ et po; pour cela
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nous supposerons

Q11 Q12011 Q12
a171a173 ) ) ; ’ # O
Qg1 Q22| |031 (32
et nous aurons donc
3) _ |11 02 11 O1n
Py~ = Q11P3 — Q3,1P1 = ’ TP+ | T TPy,
a31 (32 Q31 Q3n
et ainsi
. Q11 Q12| (3) Q11 Q12| .
b3 = ' TP — ’ | D2
Q21 (G229 a31 Q32
a1 Q12 013 ap1 Q12 O1g
=ai1{ |1 2o a3 |P3s+...+ a1 oo o, | P,
31 Q32 Q33 31 Q32 Q3p

Ce procédé permet de construire pq, ..., px de proche en proche. Nous mon-
trons par récurrence que si tous les mineurs de la matrice (a; ;)1<;, j<n sont
non nuls, p;, 1 <1 <k, ainsi construits satisfont

Zjl = AIAQ e 'Al—Q(AlPl + Al,i,l+1pl+1 +...+ Al,i,n n)7 1 < l < ka

Q11 Q12 ... Q1,4 a1 ... Q-1 Q1

Q21 Q2 ... Q9 Q21 ... Q2171 Q925
Ai = ? ? "t et Al,[,i = ’ ’ )" ;

Qi1 Q2 ... Q4 [0 2 N € T A B €T Y

)

ceci se fait en utilisant la formule suivante sur les déterminants :

aq1 aq1-1 aq1 aq1 aq.1—-1 aq r
(3‘3) ........................................................
ar—11 .- Q_10-1 11| |%-1,1 --- Q_11-1 OQ_1r
a1 Q-1 Qg Ar+1,1 - Qpp10-1 K
aq.1 . a11-1 aq1 i1 aq1-1 Qaq r
ar—11 ... Op_10-1 Q-1 |%-11 --- Q_1]1-1 OQp_1r
Ar411 - 410-1 (41 ap 1 s -1 ar
i1 gl aqr
aq.1 a11-1
. a2 1 Qg1 Qg r
11 Qg ||
Q11 .- Qpp1g Qg4

ou les déterminants de la premiere partie de 1’égalité (3.3) sont d’ordre [, et
ceux de la deuxieme partie sont respectivement d’ordre [ — 1, [ + 1. Il est
clair que p; € (p1,...,m), 1 <1<k, et que

pr=opr+ ... Fogop AL A, o, €.
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D’apres un lemme de zéros immédiat nous pouvons trouver des entiers o; ;
dont le module est borné par

(D+1)""! + <2:> ,

tels que les polynomes définis dans (3.2) soient en position normale et tous
les mineurs de la matrice (o j)i<i, j<n soient non nuls. En faisant ce choix
nous voyons que p;, j € J, sont des combinaisons linéaires des pj ;,j € J, et
vice versa, et ce pour tout J C {1,...,n},1 < cardJ < n — 1. De plus, si
les polynémes Py, ..., P, sont a coefficients entiers et de hauteurs logarith-
miques au plus h, les polynémes p;,1 <i <n, et ps;,j € J, sont aussi a co-
efficients entiers et de hauteurs logarithmiques bornées par x(n)(log D + h).
Nous considérons maintenant toutes les familles (py ;)jes, JC{1,...,n},
1 <cardJ <n — 1; leur nombre est 2" — 2. D’apres le théoreme de norma-
lisation de Noether ([BY1], Remarque 4.6) il existe une matrice inversible &
coefficients entiers A = (a; j)1<i j<n, €t deux constantes ¢ > 0, K > 0 telles
que, pour tout J C {1,...,n}, 1 < cardJ = k < n — 1, ’ensemble X§€)
défini par
: A
)7 = {w e C" s max [py;(Aw)| < e/ (1+ w])*)
est inclus dans
K
V) = {weC: Jwi|+ ...+ lwg| < K(Jwppa| + ..+ [wa)} -

Dans le cas ou les polynémes Py, ..., P, € Z[z1,...,2,] et h(P;) < h, on a
les estimations suivantes sur la matrice A et la constante K :

- L < r(n)
4l = foal < 5D,
K <exp(k(n)D(D;...D,_2)(h+ DlogD)).

Comme les polynoémes pq,...,p, sont des combinaisons linéaires des
polynomes Pi,...,P,, et inversement, et que degP’; < D;, 1 < j < n,
il existe, d’apres les inégalités de Ji-Kollar-Shiffman [JKS], deux constantes
c >0, 0> 0 telles que

(3.4) max |p;(Aw)| > ¢

I s’ensuit alors que 'ensemble {w € C" : ||w|| > p} peut s’écrire comme
I'union disjointe des ensembles

ZJ:{wE(C":HwH>Q, Ip;j(Aw)| < si jed

(1 [Jwl)4

c .
et |pk(Aw)|ZW sl k:¢J}

onJ C{l,...,n}, 0<cardJ <n-—1.
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D’autre part, d’apres ([BY1], Lemme 5.3) il existe n formes affines [; €
Z|z1, ..., zn], vérifiant

(a) h(l;) < k(n)D(D; ...Dy—2)(h+Dlog D) dans le cas ou Py, ..., P, €
Zlzi, ..., zn)-
(b) 11 existe 6 > 0 tel que pour tout J C {1,...,n},1 <cardJ =k <n,

Yol @) = 6wl st fwr] 4+ fwng] € K (Jwpopir| + - [wa]) -
j€J
De plus, la construction montre que nous pouvons aussi réaliser, pour tout
sous-ensemble J non vide de {1,...,n}, pour tout ¢ de J,

V(pj,j€Jilko A kg J;lio A7) =0
Etant donné un entier N, montrons que 'application polynomiale
(IN4p1o A, ..., IN%p, 0 A)

est propre. En effet, dans (3.4), nous pouvons supposer ¢ arbitrairement
petit, ce que nous ferons. Par construction, il existe une constante d telle
que pour tout sous-ensemble J de {1,...,n}, 1 <cardJ <n —1,

5T i <d ; .
max [py,j(2)] < dmax|p;(2)|
Soit w e Z5,1 <cardJ =k <n —1; alors

dc < €
(T4 lw)? = A+ [w])?”

.7, (Aw)| < dmax |p;(Aw)| <
JjeJ

donc w € X}E), par conséquent w € y,iK), ce qui implique ngj 1L (w)| >
d||w||. Par suite il existe jo & J avec |l;,(w)| > §/(n|lw]]); ainsi

LN (w)pj, (Aw)| > S [Jw]| N ~D2

Enfin, les polynémes pi,...,p, et les formes Lq,...,L, répondent au
lemme 3.1. =

Remarque 3.5. Ce lemme utilisé dans la preuve du théoreme 5.1 de
[BY1] conduit a des bornes pour le probleme de Bézout meilleures que celles
obtenues dans cet article, dans la mesure ol 'on peut séparer les degrés
des entrées dans les estimations du dénominateur, des tailles et des degrés
des quotients. En effet, nous pouvons résoudre l'identité de Bézout avec les
estimations suivantes (voir [BY1], Théoreme 5.1) :

degg; <n(2n+1)A,
max{logd,h(q1), ..., h(qn)} < k(n)D*A3(h +log N + Dlog D),

avec D = max(degps,...,degpy) et A =degp;...degp,.
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LEMME 3.6. Soient Pi,..., P, € Clz1,...,2,] de degrés au plus D, sup-
posons que la variété V. ={z € C": Pi(z) = ... = P, (z) = 0} soit discréte
et que m > n. Alors, il existe n combinaisons linéaires q; = Z;”:l Nii P,
1 <4i¢ < n,dePy,...,P,, a coefficients entiers définissant une variété
algébrique discreéte et vérifiant

(37) (Pl,...,Pm)Oa:(ql,...,qn)Om Va e V.

De plus, on peut choisir les constantes X\; ; de module au plus Drlm=—n) 4
D1

Preuve. Soit a € V; notons I, I'idéal de O, engendré par Pi,..., Py,
qui est m,-primaire. Alors, d’apres ([NR], Théoreme 1, page 154) I’ “analytic
spread” de I, est égal a n. Ceci nous assure I'existence de n combinaisons
linéaires ¢1,...,9g, de Pi,..., Py, qui engendrent une réduction minimale de
I, (on peut choisir les mémes combinaisons pour tout o € V', et supposer
la variété V (g1, ..., gn) discrete). Nous aurons donc

VOéEV, (gl,...,gn)Oa:(Pl,...,Pm)(’)a.

Complétons (gla"‘7gn) par dgn+i1,...,9m pour que (gla“'vgm) =
(Py,...,Py) dans C[z1,...,2,]. Puisque pour tout n+1 < k < m, g; €

(g1, -+ -5 9n)O4, il s’ensuit que gj vérifie une relation intégrale explicite sur
(g1, - 9n)Oq de degré e, [Hé] :

gi“+a§k)g,§°‘_1+...+a§k)gi"_i+-.-+a§? -0

ou
eo = dimc(Os /(91,5 9n)04)
est la multiplicité de 'idéal (g1, ..., gn)Oq et
k k) j ; k
ag ) — Z hl('vj)gil...g,]l”, hz(',j) € 0,.
Jit..+in=t

Nous avons donc, pour tout o dans V/,

€a
_e] k j -n a_‘ [e%
gy Y M e)glt g e malle
i=1 ji1+...+jn=1
Considérons les m — n polynémes homogenes non nuls, a coefficients dans
C, de degrés e = > .y ea < D™ ([GH], [T]), s’annulant en (g1,...,Gm)
modulo m, IS5 pour tout o de V, définis par

aierz) = [ (43 5wt s )

gV i=1 14t jn=i
n+1<k<m.
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Les formes wy 41, .. .,wn, sont des formes nulles de I, (au sens de la défini-
tion 2.6), et ce pour tout a dans V. Cette construction nous a été suggérée
par Michel Hickel.

Pour trouver des polynomes ¢, ..., ¢, satisfaisant (3.7), il est suffisant
d’apres ([NR], Lemme 1, page 152) de trouver des entiers \; j,1 <i<n,1 <
j < m, vérifiant

m m
{zEC":Z/\l,jzj: Z njzj = @(2) =0, VngIa}:{O}y
Jj=1 Jj=1

VaeV,

ou Z, est I'idéal homogene engendré par les formes nulles de I,,. Il suffit
pour cela que les entiers \; ; satisfassent

{z eC": Z)\szj:...:Z)\n,jzj =wpt1(2)=...=wn(z) = 0} = {0},
=1 =1

ce qui est équivalent au fait que le résultant de ces m polynoémes n’est pas
nul [V]. Or, d’aprés un lemme immédiat de zéros, on peut trouver des entiers
Aij qui réalisent ceci et dont le module est borné par Dn(m=n) 4 pn—1,

Finalement, les polynomes ¢q; = E;nzl XijPj, 1 <1 < n, répondent au
lemme 3.6. =

COROLLAIRE 3.8. Soient P1,..., P, € Z|z1,...,2,] de degrés respectifs
D =Dy > ... > Dy > 3 et de hauteurs logarithmiques au plus h. On
suppose que la variété V.=V (Py,..., Py,) est discréte et que m > n. Posons
A = Dy...D,. Alors, il existe des entiers v; j, 1 <i <n, 1 <j<m, de
module au plus exp(k(n)mlog D), ainsi que n formes affines L1,...,L, €
Z|z1, ..., zn] et une constante R > 0 tels que :

() Les polynomes p; = Z] 1Y, Pj. 1 < i < n, sont en position nor-
male.

(B) ( i) < k(n)D(D; .. )(h+mlogD+DlogD),1§i§n.

(v) Pour tout sous- ensemble non vide J de {1,...,n}, et pour tout i
dans J,
(3.9) V(pj,j€J; L,k & J;L;) =10.

(8) Pour tout entier N > 2, il existe yn > 0 tel que

n 1/2
(310)  (IENEmEE) Tzl YA, sl > R
i=1

(e) Pour tout « € V., (P1,...,Pyn)O0q = (p1,--+,0n)04.

Preuve. En utilisant le procédé décrit dans la preuve du lemme 3.1,
nous pouvons construire n combinaisons linéaires ¢1,...,q, de Pi,..., Py,
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avec deg ¢; < D; et h(g;) < k(n)(h+mlog D), qui vérifient, pour tout o € V,
(Pryev s Pr)Oa = (q1, -+, 40) O -

Le corollaire 3.8 découle du lemme 3.1 appliqué aux polynoémes qi, ..., Gn.
]

Remarque 3.11. Dans le cas particulier du probleme de Bézout, ’esti-
mation des hauteurs des formes L, ..., L, satisfaisant le corollaire 3.8 est

max h(L;) < k(n)D(D;...Dy_2)(h+logm + Dlog D).

1<i<n

4. Formules de division. Supposons donnés m polynémes P, ..., P,
vérifiant les hypothéses du corollaire 3.8, auxquels nous attacherons un choix
de n combinaisons linéaires p1,...,p, de Pi,..., P, et de n formes affines
Ly,...,L,. Considérons un polynome () de degré Dg, qui est localement
dans la cléture intégrale de (Pi,..., Pp).

Fixons N = 4n+n[Dg/A], ou [Dg/A] est la partie entiere de Dg /A et
M = NA.

Notons (fjx)1<j,k<n une matrice de polynomes en 2n variables réalisant
un systeme de diviseurs de Hefer pour les polynomes Lj.V[ pj,1 < j <mn,soit:

Vz,( € CY, LY (2)pi(2) — LY (Opi () = D fik(2, O 2k — Cu),
k=1
1<j<n;

par exemple, on peut prendre

(4.1)  fik(20)
. Léwp](Ch .. '7<k—17zk7 .- .,Zn> - ijp](Ch .. '7<k72k+17 .. ~7Zn)
2k — Ck '

Notons (P} ;)1<k<n un systeme de diviseurs de Hefer pour P;,1 < j < m.
Nous introduisons les déterminants

f1.1(2,0) fna(2:0) Pj1(2,()
Ho(2,C) = | 7 m s 1<j<m
J( C) fl,n(z7<) s fn,n(za ) Pj,n(za ) J
L' (2)p1(2) .. LY(2)pal(2) 5 (2)
Soient € {z € C™ : L1p1(2) = ... = Lppn(2) = 0} et R une fraction
rationnelle sans poles en «a. Le résidu local en o de la forme différentielle
Rd( associé a Papplication polynomiale LMp = (LY py, ..., LMp,) est noté

(0(1/LMp), RdC)o ([GH], [T)).
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THEOREME 4.2. Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons
la formule de division suivante :

4y @@= ¥ (a0, Zﬁg (¢ d<>
oo (o) iy B Pa 5 B,
a€C™:L;p;(a)=0
L 1Pi(a)|>0
ot B1,...,0m sont des constantes entiéres de modules au plus (D + 1)"
choisies de maniére a ce que 27/?:1 BrPr ne s’annule pas sur {z € C" :
Lipi(2) = 0,1 <1 <n,y 0" [Pr(2)] > 0}.

Preuve. Nous appliquerons aux polynémes LY py,... . LMp,. P, ...,
P,,, que nous noterons respectivement fi,..., frim, la formule de divi-
sion établie dans ([BY1], Théoréme 3.1) applicable ici du fait des inégalités
(3.10). Pour cela nous allons écrire Q™ = Zn+m u; f; dans un voisinage de

V(Lipi, ..., Lppn), avec u;, 1 < i < n+ m, des fonctions holomorphes.

Autour des zéros communs a Lip1,..., L,p, qui ne sont pas zéros com-
muns de Py, ..., P, nous écrirons
o Q"
Q - m 1+...+ m m s
Zk:l ﬁkpk Zk:l ,BkPk

Bk, 1 < k < m, étant des entiers tels que >_;" , Bx Py ne s’annule en aucun
de ces points. En effet, on peut trouver de tels entiers dont le module est
borné par (D + 1)™.

Autour d’un zéro a commun & Pi,..., P,,, le théoreme de Briangon—
Skoda et le corollaire 3.8 assurent que Q™ € (pi,...,pn)0. D’apres le
choix (3.9) des formes affines Ly, ..., L,, nous avons aussi

Qn € (L{\/Iph s 7L7]§4pn)0a
La formule de division mentionnée au début de la preuve donne

ntm fl 1(2:,{) fn 1(Z7C> fj,l(Z:C)
fi(z) = f1(Q) - fn( ) — [n(Q) f]( )

= > <a(1/LM ), S 1ﬁkpk25j > =

a€C™:L;p;(a)=0

Z1|Pi(e)|>0
Remarque 4.4. La construction de fonctions holomorphes résolvant le
probleme de la division au voisinage de V (L1p1, . .., L,p,) dans la preuve du
théoreme 4.2 ne nécessite pas, comme dans ([BY2], Théoreme 2), le recours
a la formule de Weil; d’autre part, dans la formule de division (4.3), les
zéros des polynomes originaux ne jouent pas de role, contrairement a ce qui

se passe dans [BY?2].
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THEOREME 4.5. Soient Py,..., P, € Z[z1,...,2,] de degrés respectifs
au plus D = Dy > ... > Dy, > 3 et de hauteurs logarithmiques au plus
h. On suppose que la variété algébrique définie par Py, ..., P, est discrete
et que m > n. Posons A = Dy ...D,; alors pour tout Q € Z[z1,..., 2]
de degré Dg et de hauteur logarithmique hg qui est localement dans la
cloture intégrale de l’idéal engendré par Py,. .., Py, il existe des polynomes
Ay ... Ay € L2, ..., zn] et un entier § strictement positif tels que

QN =A1Pi+...+A,P,,
satisfaisant les estimations

max deg A; < n2DQ +n(dn+1)A,

logd < k(n)D*A%(Dg + A)*(h +mlog D + Dlog D),
max h(A;) < k(n){D*A°(Dg + A)*(h+mlog D+ Dlog D) + hg} .

1<i<m

Remarque 4.6. On peut remplacer Z par 'anneau des entiers d’un
corps de nombres dans le théoreme 4.5. Dans ce cas, la constante x(n) qui
figure dans les estimations dépendra, en plus du nombre de variables, du
degré du corps de nombres considéré.

Preuve. En développant le déterminant qui apparait dans la formule
de division (4.3) selon la derniere ligne, nous aurons

(4.7) Q™(2) =Y Pe(2)Qx(2)
k=1
avec Qr(z) égal a

> (B,

a€C™:L;p;(a)=0
| Pi(a)|>0

Q M
RO (ﬁkH(ZaC)Jr lgén Bkl (Z)Hj,z(Z’C))dC>a

1<j<m
ot R(C) =Y 1 BePr(C), H(z,() s'obtient a partir de H;(z,() en éliminant
la derniere ligne et la derniere colonne et H ;(z,() en éliminant la derniere
ligne et la [-éme colonne. Il est clair que Q1,..., Q. sont des polyndémes
en les variables z1,...,z, de degrés au plus n?Dg + n(4n + 1)A, et & co-
efficients algébriques. En suivant [BY1], nous nous proposons de chercher
un dénominateur commun aux coefficients des polynomes @1,...,Q,, et
d’estimer la taille de ces coefficients.
Tout d’abord nous rappelons quelques définitions et propriétés des nom-
bres algébriques [W]. Soit o un nombre algébrique; on note |a| = max{|3| : 5
est un Q-conjugué de a}. Le dénominateur de «, den(«), est le plus petit
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entier strictement positif d tel que da est un entier algébrique. La taille de
a, t(a), est définie par max(logden(a),log|@|). On a

1
(4.8) log den<> < 2t(ar) deg(a) .
Q
Soient p € Z[z1,...,%n), T1,...,7y des entiers tels que degp,, < 7; et
aq,...,q, des nombres algébriques. Alors p(aq,...,q,) est un nombre
algébrique; son dénominateur
n
(4.9) den(p(ay,...,a,)) divise H(den(ai))”
i=1
et sa taille satisfait
n
(4.10) t(p(as,. .., am)) < h(p) + > _(rit(as) +log(r; +1)).
i=1

Les coefficients des polynomes @;, 1 < i < m, sont des combinaisons
linéaires entieres de nombres algébriques de la forme

k
S (B0t i) < n)(Dg + ),
a€C™:L;p; (a)=0 (C) «

7 |Pi(e)[>0

que nous pouvons écrire, d’apres (3.9), sous la forme

(4.11) En: > >

=0 Jc{1,....n} a€C":p;(a)=0,icJ
card J=I L;j(a)=0,7¢J
% [ P(@)[>0

;o ik
(A3 NT/En) = ac)

i€J J¢J R(O @
avec R(¢) = R(O)(ILics L%(C))(ngJpj). Le prime dans le premier membre
du crochet de (4.11) signifie que 1'on prend le résidu local en «, apreés avoir
réarrangé les indices dans ’ordre strictement croissant.

La construction donnée dans la preuve du lemme 3.1 assure ’existence,
pour tout sous-ensemble non vide J = {iy,... 4} de {1,...,n},1 < cardJ
=1 < n, de | polynémes p;,, ..., P, P, = 22:1 Qi kDiy, O O g, 1 <k <
[, sont des entiers et degp;; < D;. En utilisant la loi de transformation
du résidu ([GH], [T]), I'expression (4.11) devient une somme de nombres
algébriques de la forme

¢ 5175 A B1/LMy). S
(112) <(/\ o AB/e)' oK
cj €Z, |cj| <exp(k(n)mlogD).
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En écrivant 1/p; = pZM -1 /PM . nous nous ramenons a la recherche d’un
dénominateur commun aux nombres algébriques

4.13 o(1 D; 0(1/L; /, 7~<k d ,
( ) <<zQ] ( / Z )]{Z\J ( / ’ )) JB(C) C>C¥
|k| < k(n)D(Dg + A).

Posons ¢ = (¢4,...,9,) = (pi,i € J;Lj,j ¢ J)'. Pour calculer explicite-
ment les expressions (4.13), nous combinerons la théorie de I’élimination et
la théorie du résidu de Grothendieck. En effet, les polynémes @4,...,®,
sont de degrés respectifs au plus D, ..., D, et de hauteurs logarithmiques
bornées par k(n)DA(h + mlogD + DlogD); le lemme 4.3 de [BY1]
appliqué 8 T' = zj, X = (21,...,%j,...,%n),1 < j < n, implique l'existence
de polynoémes By, ..., B,, ou B; dépend seulement de la variable z;, appar-
tenant & lidéal de Z[z1, ..., z,] engendré par @q,..., P, satisfaisant :

deg B; < k(n)DA,

h(B;) < k(n)D?*A%(h +mlog D + Dlog D).
Malheureusement, a ce stade, nous n’avons pas d’information sur les degrés
des quotients Bj,1 < j, k < n, tels que B; = ZZ:l Bj 1, ®). Pour remédier
a ceci nous utiliserons 'astuce de Rabinowitsch.

Fixons j € {1,...,n} et soit T un entier tel que 27" > D;,deg B; < T <
k(n)DA, et considérons les polynomes de Z[z, . . ., 2]

@0(20,...,2%):1*2813]'(2), @1, ceey @n,

de degrés respectifs au plus 27, D1,..., D,, et de hauteurs logarithmiques
bornées par x(n)D*A%(h+mlog D + Dlog D). Ces polynomes n’ont pas de

zéros communs dans C". I existe alors Sy, ..., S, € Z[z,...,2,] et a; € N*
tels que ([P], Théoreme 4)
avec

deg(5:9;) < (n+4)2T'A,
loga; < k(n)D*A*(h+mlog D + Dlog D).

En décomposant 5;, 0 < i < n, sous la forme
T—1
T k
Si(20y v y2n) = g Sik(20 52155 2n)20
k=0

l'identité (4.14) devient
a; = So’o(zg, z)(1 — ngj(z)) + .+ SnV()(Zg—’, 2)Pp(2) .



Théoréme de Briangon—Skoda 215

En remplacant zI par X dans (4.14), nous avons
degX Si’() < 2(n + 4)A .
Et en posant X = 1/B;, on définit

bj =a;B] = b®
=1

oy =2(n+4)A, et bj;,1 < j,1 < n, sont des polynomes a coeflicients
entiers de degrés au plus x(n)DA?. Par suite,

M =N "p oM b € Zla, L 2], degdlY) < k() DAX(Dg+ A).
=1

En appliquant la loi de transformation du résidu ([GH], [T]), nous trouvons

51 /aMy S Sy S et(B)1cicn
<8(1/¢ )’§<c>dg>a_<a(l/b ) R(¢) dc>a'

Puisque nous nous intéressons, pour le moment, seulement aux dénomina-
teurs, nous sommes ramenés a la recherche d’un dénominateur commun aux
nombres algébriques

k
(4.15) <6(1/b"M), S

R(¢)
L’avantage des quantités (4.15) est le fait de pouvoir les calculer par itération
de la formule du résidu usuelle & une seule variable.

dg> |k < k(n)DA2(Dg + A).

Soit v; la multiplicité de o; comme zéro de Bj; alors

Bj(zj) = (27 — a;)"0;(2;), 0 € Z[aj][z], () #0.
Alors,

B k M
(4.16) <8(1/b”M),§C(OdC> :Wﬂz!@&f’“)(a%

ou

1 ¢*
(91(41) s Hn(gn))nM7 E(C) '

La formule de Leibniz implique que le membre de droite de ’égalité (4.16)
s’écrit

M= (nMyv1—1,...,nMyv, —1) et Ok(() =

1

1 1 1 1
417 —— = mlan,.. . an, ——, :
(4.17) (ay ...an)"M M! g <a1 “ R() t1(a1) Gn(an)>
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avec Fi, € Z[z1,. .., 2on41]; et sid; = degzj Fr, 1 <j<2n+1,

dj < k(n)D*A*(Dg + A)%, 1<j<n,
dni1 < K(n)DA*(Dg + A),
dn+1+j < m(n)DA2(DQ + A), 1< ] <n.

D’apres (4.9), un dénominateur d’un nombre algébrique de la forme (4.17)
est

(a ... ”M./\/l'(ﬁ den(c;)) )

(oo () (o))

J

Il en découle qu'un dénominateur §, commun aux nombres algébriques

(4.13) est

(a1 ...a,)" M M!
)" ) B ()Y

Maintenant, estimons les différents dénominateurs qui interviennent dans
I'écriture de 6. Comme Bj(a;) = 0, la valeur absolue du coefficient domi-
nant de Bj; est un dénominateur de «a;, donc

(4.18) logden(a;) < h(B;) < k(n)D*A?(h + mlog D + Dlog D).

Pour les autres dénominateurs nous avons besoin, d’apres la propriété (4.8),

d’estimer le degré et la taille des nombres algébriques R(a),6:(ay), ...,
0 (ap); leurs degrés sont au plus A ([BY1], Corollaire 2.2).

Puisque tous les conjugués de «; sont solutions de Bj(z;) = 0 et toute
solution s d’une équation algébrique agz? + a;2?~1 + ... + ag = 0 vérifie
|s| < max;<;<q|da;/ao|'/?, nous avons

(4.19) log|a;| < h(B;) + logdeg B; < rk(n)D*A*(h +mlog D + Dlog D).
I1 résulte de (4.18) et (4.19) que

(4.20) t(a;) = max(logden(c;),log o)
k(n)D?*A?(h 4+ mlog D + Dlog D).

Par suite, d’apres (4.10),

t(R(a)) < k(n)D*A%(Dg + A)(h + mlog D + Dlog D),
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et d’apres (4.8)
1
(4.21) log den<ﬁ()> < k(n)D*A*(Dg + A)(h +mlog D + Dlog D).
e
Pour la taille de 6;(«;), nous remarquons que 0;(a;) = BJ(-Vj) a;)/v;! et

(
la hauteur logarithmique du polynéme a coefficients entiers Béyj ) (2;)/v;! est
au plus h(Bj) + deg Bj log 2. En utilisant de nouveau (4.10) et (4.20),

t(0;(a;)) < k(n)D*A3(h +mlog D + Dlog D) .
D’apres la propriété (4.8),

(4.22) log den ( ) (1(1 5

Nous déduisons, de (4.18), (4.21) et (4.22), I'estimation suivante pour d,, :
log 6o < k(n)D*A%(Dg + A)?(h 4+ mlog D + Dlog D).

Le nombre total de «v intervenant dans (4.11) est au plus k(n)A, donc l'entier
0 =[], 6a est un dénominateur commun aux coefficients des polynomes
Q1,...,Qm; sa taille vérifie donc

(4.23) log§ < k(n)D*A%(Dg + A)?(h +mlog D + Dlog D) .

> < k(n)D*A*(h +mlog D + Dlog D).

Les quotients Q1,...,Q,, qui apparaissent dans l'identité (4.7) sont
en fait a coefficients rationnels. En effet, soient «q,...,a, les zéros com-
muns aux polynémes Lip1,..., Lypn, non zéros communs aux polyndémes
Pl,...,Pm. Soit A = {0(11,...,aln,...,ag,...,asn}, ou Qlily -« -y Qi SONE
les composantes de «;,1 < i < s, et soit A 'ensemble des Q-conjugués de
tous les éléments de A. Etant donné un automorphisme o du groupe de

Galois de 'extension Q(A)/Q , alors
k k
(B0t fec) ) = (/L) 5odc)
a B

R(¢) R(¢)
ou J est, comme «, un zéro commun a Lip1,..., L,p, non zéro commun a
Py, ..., Py; car d’apres la loi de transformation
P N
B(1/Lp), 5545 )
< "R(C) 7/
est une fraction rationnelle en o = (v, ..., ay,) a coefficients entiers. Faire
agir 'automorphisme o revient a substituer dans cette fraction rationnelle
(0(a)); & ;. Puisque a est un zéro de Lipi,...,L,p, et que o est un

automorphisme, il en est de méme de 3 = o(«); pour les mémes raisons,
on a, puisque P; ... P, («a) # 0, également P; ... P,,(83) # 0. Les polynémes
Q1,...,Qn intervenant dans (4.7) sont a coefficients dans Q(A); ce qui
précede montre qu’ils sont invariants sous l'action du groupe de Galois de



218 M. Elkadi

lextension Q(A)/Q. Nous pouvons alors écrire la formule (4.7) sous la forme
suivante :

(5Qn:ZPkAka AkEZ[zl,...,zn},lngm.
k=1

Il nous reste a estimer la taille des coefficients des polynomes A1, ..., A,,.
Pour cela, cherchons une borne pour les nombres algébriques

. _ 1ok
(4.24) 3 <( Aa/p) N\ 8(1/L§4)) ,~d<> :
aeC™:p;(a)=0,1€J icJ J¢J R(C) o
L;(a)=0,j¢J
L[ Pi(e) ][>0
k| < k(n)(Dq + 4).
Lorsque J # {1,...,n}, I'expression (4.24) n’est autre que le résidu global
de ¢*/R(C) relatif a application polynomiale ® = (p;,i € J; L;,5 € J)" .
En appliquant l'inégalité diophantienne du type Lojasiewicz de Brow-
nawell [B2] & R, ®q,..., P, et a appartenant a

w={ceC a0 =...=2.(0) =0, Y IP(O)] > 0}

nous déduisons la borne inférieure suivante pour |R(a)] :
|R()| > exp(—k(n)D?>A?(Dg 4+ A)?(h +mlog D+ Dlog D)) = 1.

La méme inégalité (avec une constante k(n) légerement différente) reste
valable dans le disque B(«,n) de centre a et de rayon 7. Le cardinal de W
est au plus A; donc si l’on divise B(«, 1) en A+1 couronnes concentriques de
méme épaisseur, une au moins de ces couronnes ne contient pas d’éléments
de W. Notons S, la sphére médiane de celle-ci; nous avons
n
V(e S A, W) > ———.
C_: (6] (C? ) —_ 2<A + 1)

Nous fixons ( € S, et nous appliquons a nouveau les inégalités diophan-
tiennes du type Lojasiewicz de Brownawell; il vient

log max |®:(¢)| > —K(n)D?A3(Dg + A)?*(h+mlog D + Dlog D).
Soit g = (ps,i € J; L;‘/[,j ¢ J), nous avons donc pour tout o € W et pour
tout ¢ € S,

log |g(¢)|| > —k(n)D?*A%(Dg + A)*(h +mlog D + Dlog D).

Désignons par B, la boule fermée dont la frontiere est S, . Nous ordonnons la
famille de ces boules de facon que les rayons soient décroissants. Considérons
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les domaines
=B, (p=DB\DBi, (3=DB3\(B1UDBy),
qui contiennent des éléments de W. D’apres leur construction, ils sont dis-

o
joints, W C J, 42, et l'aire de la surface 0f2; est bornée par Won_ 1" LA,
wan—1 étant Daire de la sphére unité de C”. Il s’ensuit que les expressions
(4.24) sont égales a

_ . _ / k
(NS (VZQ <(/\ 3/5) 30/ ) ’R’(odc>a> .

Les quantités entre parentheses de 'expression (4.25) se calculent par I'inter-
médiaire des formules de Bochner—Martinelli ([GH], [T]); elles sont égales a

(4.26) ”2;21 f C Tt 1)”271(2(— 1)~ gj/\agz/\dc)

j=1
’ =

En regardant les différents termes intervenant dans (4.26), nous déduisons

la borne suivante pour les nombres algébriques (4.11) :

exp(k(n)D*A*(Dg + A)?(h + mlog D + Dlog D)).

Finalement, puisque nous savons estimer tous les membres qui apparaissent
dans l'expression des polynomes Q1,...,Q,,, nous déduisons ’estimation
suivante pour la taille des coefficients des quotients Ay, ..., A, :

max h(4;) < k(n)(D*A%(Dg + A)?*(h +mlog D + Dlog D) + hg) ,

1<i<m

ce qui acheve la preuve du théoreme 4.5. =»
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