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1. Introduction. Soit ¢ € Z, |q| > 2. Nous définissons

> 2
(1) Lqg = Z " .
n=0

Il est clair que x4 est un nombre irrationnel, puisque son développement
g-adique est formé d’une suite non périodique de 0 et de 1.

J. Liouville a démontré l'irrationalité de x, en l’approximant par les
sommes partielles de la série qui le définit [14].

L’étude des propriétés arithmétiques de x, s’est poursuivie grace a 'in-
troduction de la fonction

2) £ = S g,
n=0

On peut citer, sur ce sujet, les travaux de L. Tschakaloff [18], de P. Bund-
schuh [2], de P. Bundschuh et M. Waldschmidt [4]. Pour une bibliographie
plus compléte sur ce sujet, on pourra consulter [3].

En particulier, P. Bundschuh dans [2] a démontré que z, n’est pas un
nombre de Liouville.

Tres récemment, P. Borwein a prouvé dans [1] que

> g sireq. s

n=1
On en déduit que z7 — 4 est irrationnel ([12], Th. 312, p. 258).
Les nombres x, se trouvent liés de maniere tres simple a la fonction 63
de Jacobi, puisque l'on a ([5], p. 65)

log ¢
3 20, =1+65(0 .
( ) :I:q + 3( ) Z7T )

Le but de ce travail est de démontrer le résultat suivant :
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THEOREME 1. Soit q € Z, |q| > 2. Alors

oo
Ty = Z q”12 est non quadratique.
n=0

P. Erdés conjecture par ailleurs dans [7] que, si ny est une suite d’entiers
vérifiant ny > ck?, alors Z?:l q~"* est non quadratique. Cette conjecture
pourrait peut-étre se démontrer par une méthode analogue a celle utilisée
ici, bien que cela paraisse, a priori, beaucoup plus difficile.

Pour démontrer le théoréme 1, nous utiliserons le critere d’irrationalité
suivant :

THEOREME 2. Soit ¢ € Z, |q| > 2. Soit (a(n))nen une suite dans ZN
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) a(n) # 0 pour une infinité de valeurs de n.
(b) Pour n assez grand, |a(n)| < r(n), avec
(by) r(n) >0,
(b2) limsupr(n+1)/r(n) < |q|.
(c) Il existe une infinité d’entiers k € N, et des entiers ny, € N, tels que :
(c1) alnk+1)=a(ng+2)=... =a(np + k) =0,
(c2) limg oo 7(ng, + k +1)/|q/F = 0.

Soit v =Y ja(n)g~". Alors siz=a/B € Q, on a pour k assez grand,

) aq™ =83 a(n)g " = 0.
n=0

La démonstration du théoreme 2 sera donnée au paragraphe 2. Remar-
quons seulement que ce critére est basé tout simplement sur I’approximation
de x par ses sommes partielles et nous n’introduisons, par conséquent, aucun
outil nouveau.

Il existe d’autres résultats d’irrationalité pour les séries =) .~ a(n)q
comportant beaucoup de termes nuls. On peut citer les deux théoremes
suivants :

—n

THEOREME 3 ([10]). Si a(n) € N pour tout n > 1, et si a(n) est non nul
pour une infinité de valeurs de n, avec

() > alk) = o(n),

k=1
alors 3.2 a(n)q~™ est irrationnel pour tout entier q > 2.
THEOREME 4 ([6]). Soit a(1) < a(2) < ... une suite d’entiers satisfaisant

lim,, oo[a(n + 1) — a(n)] = co. Alors 307 a(n)q~*™ est irrationnel pour
tout entier q > 2.
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Aucun de ces deux théoréemes ne peut s’appliquer au cas qui nous occupe,
meéme pour ¢ > 2. Supposons, en effet, que x, soit quadratique, c’est-a-dire
qu’il existe A, B,C € Z, A # 0, tels que

(6) Az} + Bxg+C =0.

Ecrivons zqy = > 07 (l(n)g™™ avec l(n) = 1 si n est le carré d’'un entier
naturel, /(n) = 0 sinon. Alors

Des considérations bien connues ([12], p. 258 ; [8], p. 219) montrent que

" i=> o0
n=0

ot g(n) désigne le nombre de décompositions de n en somme des carrés de
deux entiers positifs.
Alors (6) devient
o0
Ap(n) + Bl(n
) Z—Q(>n ™) L o—o.
n=0
On se ramene donc & prouver lirrationalité de Y. ° ja(n)g™", avec
a(n) = Ap(n)+ Bl(n). Puisque a(n) peut changer de signe, ni le théoréme 3
ni le théoreme 4 ne peuvent étre utilisés. Ils ne peuvent méme pas permettre
de démontrer que 2 est irrationnel. C’est clair pour le théoréme 4; en ce

q
qui concerne le théoreme 3, on sait que ([12], p. 270, th. 339)

o) i fD @)+ o)

n—oo n B Z ’

La condition (5) n’est donc pas vérifiée.

Il nous faudra, pour appliquer le théoréme 2, un lemme assez fin sur la
répartition des zéros de la fonction p(n). Ce lemme sera énoncé et démontré
au paragraphe 4. Sa démonstration utilise de maniere essentielle le résultat
suivant, di a Yu. Linnik [13] :

THEOREME 5. Soit u,, = (n + x, avec {,x € N, ( et x premiers entre
eur, et 0 < x < (. Soit p(C,x) le plus petit nombre premier de la suite
arithmétique w,. Il existe une constante absolue L (constante de Linnik)
telle que

(10) p(¢,x) < ¢*
pour ( assez grand.

La constante L est effectivement calculable. On sait par exemple que
L <20 ([11]). Mais nous n’aurons pas besoin de cette estimation.
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Le plan de I’article est le suivant : dans le paragraphe 2, nous démontrons
le théoreme 2. Dans le paragraphe 3, nous donnons un exemple pédagogique
d’application du théoreme 2. Cet exemple nous permettra de motiver la
forme générale du lemme technique sur les zéros de g(n). L’énoncé et la
longue démonstration de ce lemme occuperont le paragraphe 4. Dans le
paragraphe 5 enfin, nous démontrerons le théoreme 1.

2. Démonstration du théoréme 2. Si fx — a = 0, avec o, 3 € Z,
alors

- o~ a(n)
ag™ =By a(m)g™ " =B Y S
n=0 n=ng+1 q
D’ot, en vertu de (cq),

ngk 0o
) MU S
n=0 n=ng+k+1 q

Utilisant (b), nous obtenons

ag™ — B3 amg | < gljgm Y T
n=0

n=ng+k+1 | ‘TL

D’apres I'hypothese (bs), on peut trouver n €10, |g|[ tel que r(n+1)/r(n)
< n pour n assez grand. Mais ny tend vers 'infini avec k en vertu de (a),
donc pour k assez grand,

Tk e - k+1)
n nE—n n Tnk+k+1 n= (et
age ~ 5 atma | < lolla Y ™ | )‘Z
n=0 n=ng+k+1 q
o T(ng +k+1) =/ n\"
< |Bllq|™ |g|rs TR Z m

n=0
1B r(np+k+1)
gl =7 lq|*

Pour k assez grand, 'hypothese (c3) et le fait que le membre de gauche
de cette inégalité est entier entrainent que

ng
agq™ — ﬂz a(n)g"* " =0.m
n=0

Remarque. Dans le cas ou tous les termes de la série sont positifs,
c’est-a-dire ¢ > 2 et a(n) > 0, Vn € N, on peut conclure que x est irrationnel
(il suffit de reporter le résultat obtenu dans ’égalité (11)). Mais dans le
cas général, on ne peut espérer qu'une contradiction de type arithmétique,
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faisant intervenir la notion de divisibilité. C’est ce qui apparaitra nettement
dans ’exemple simple que nous étudions maintenant.

3. Un exemple pédagogique

THEOREME 6. Soit (pn)nen- la suite des nombres premiers de N. Soit
qE€Z,|q >2. Alors

r = anq_p” est irrationnel.
n=1
Démonstration. Avant de démontrer ce théoreme, remarquons qu’il
ne peut se déduire du théoreme 4, puisque I’on ne connait pas lim inf(p,, 41 —
pn) (voir par exemple [16], p. 191 et suivantes). Il ne peut non plus se déduire
du théoreme 3, méme si g > 0, car si nous posons

avec a(n) = n si n est premier et ( ) 0 si n est composé, nous avons

1< (,)_12 1 > . (n) n\) o 1
n 4 (IZ—n p_n p_27T7”L 7'1'2 =5
i=1 p<n n/2<p<n

Démontrons maintenant le théoreme 6. Nous prenons r(n) = n et nous
utilisons le résultat élémentaire suivant [15] :

LEMME 1. Pour une infinité d’entiers n, on a

Pn+1 — Pn Z 1'710gpn .

Il résulte immédiatement de ce lemme qu’il existe une suite de nombres
premiers ny telle que

alng+1)=a(nk+2)=...=a(ny +k) =0 avec k> 3logny.
On a donc ny < exp(%k), et puisque exp% <2,0na
kE+1
lim MLIC—F) —0.

Donc si z = o/ € Q, on a pour k assez grand, en vertu du théoreme 2,

~ Y a(n)g™ " =0,
n=0

Posons 3 = ¢, ou ¢ ne divise par 3’. Alors

52 =0
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On en déduit que ¢ divise F'a(ny) = #'nk. Puisque ny est premier, ¢
divise [, et cette contradiction démontre le théoreme 6.

4. Un lemme sur les zéros de la suite o(n)

LEMME 2. Soit 6 € N*, et soit a €]0,1[. On désigne parp; < p2 < ... <
Pn < ... la suite des nombres premiers de N qui sont congrus a 3 modulo 4,
p1 étant choisi de facon que

(12) >

w"—‘
NJ\Q

n

Alors il existe un entier mg = mg(a,d) et une constante L (constante de
Linnik, voir théoréme 5 ci-dessus) tels que, pour tout k = p1p2...Dm
m > my, il existe ny € N tel que,

(a)Q(nk—5)_-~=Q(nk—1)ZQ(nkJrl):---:Q(nkJrk):U,
(b) ( k) =

() ng — ): —l(nk) ...:l(nk—l—k):O,

(d) ni < 4% exp(4Lpa(ar))-

Démonstration. Pour tout « € Z, et tout nombre premier p, nous
notons v,(x) la valuation p-adique de z.

Pour h € N*, soit P, = {p1,p2,...,0n}

Pour m € N* notons k = k(m) =p1p2...0m

Premieére étape. (a) Soit Ml,,, ={n € {1,2,...,k} :3p € Ppp,,p(n) > 0}.
En vertu de la formule du crible ([17], p. 22; [12], th. 261, p. 234),

carde:;[ﬂ —Z[ k} +...+(—1)m+1[

bi g bip;

Or v,(k) > 0, Vp € P,,,, donc

L G (R

(b) Soit H,,, ={n € {1,2,...,k} :Ip € Pp,,p(n) > 2}. On a

k k k
card H,, < [2] + [2] + ...+ [2] .
p p p

1 2 m

e
pP1Dp2.--Pm .

En utilisant (12), on obtient

card H,, <kZ—< 2]»{:
p
3=1*1
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(c) Soit I, = {n € {1,2,...,k} :3p € Pp,,p(n) = 1}. On a cardl,, =
card Ml,,, — card H,,,. Donc

a O 1
dlL,, > k(1—- = — 1—— .
et > #{1-5 - T (1-5:))

Mais le produit infini [];2,(1 — 1/p;) diverge vers 0 car la série Y .o 1/p;
diverge. Donc il existe un entier m; = my(a) tel que

(14) Ym >mq, cardl, > k(1—a).

(d) II en résulte que, pour m > my, tous les éléments de {1,2,...,k}
sont divisibles par un facteur p € P,, avec un exposant 1 exactement (et
ne sont donc pas des sommes de deux carrés, [12], p. 299, th. 366), sauf
N = N(m) d’entre eux que nous noterons u; < us < ... < uy, et on a, en
vertu de (14),

(15) VYm >mq, N <ak.

Deuziéme étape. (a) Nous construisons maintenant & = k(m) nombres
entiers consécutifs e, + 1, ey +2, ..., ey + k tels que
(16) VvmeN, m>m =Vie{l,2,...,k},

3p € Prusn, vplem +14) =1.
On proceéde de la fagon suivante : soit d’abord r; € N tel que
an 0<r < 2pm2+1 ;
Vpmir (T1(P1P2 - Pm)” +ur) = 1.
Puis soit r, (1 < h < N) défini par récurrence par
0<7h <2pm+h,
(18)  Vpporn (rh(P1 D2 -« Pmth—1)® + Tho1(P1 D2 Prgn—2)® + ...
+ri(pipo. . pm)* Fup) =1.
Nous posons
(19)  em =rn(P1p2---Pman-1)" +TN_1(P1P2 - - Pmgn—2)" + - ..
+r1(p1p2 - - -pm)2 :

Soit ¢ € {1,2,...,k}. Il est clair par construction que, si j € {1,2,...
..,m}, ey +1 =4 (mod p3). Donc sii € Ly, il existe p € Py, tel que
Vp(em +1) =1. Sii & I, il existe h € {1,2,...,N} tel que i = up; on a
alors

em +i=1h(P1P2 - Pmin—1)’ + .-+ 7r1(p1p2. . pm)? +up (mod py4)

donc v, ., (em + i) = 1 en vertu de (18).
Par conséquent, le nombre e, défini par (19) vérifie bien (16).
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(b) On peut majorer e,,, puisque r, < 2p;,4n, Vh € {1,2,..., N} :

em < 2Pm+N(P1p2 . . 'pm+N71)2
+ 2D N—1(P1P2 - - PminN—2)" + oo+ 21 (P1D2 - - )7,
em < 2(p1p2 - Pman)?

1 1
X < + 5 +...+ 3 3 ) 3
Pm+N  Pm+N-1DPmy N Pm+1Pm+y2 - PN
< 2( )? SOV S
em < e Pm -t —+ ...t = |-
pip2...Pm+N 37 3.32 3. 32N—2
Donc
(20) em < (P12 - - - Pmin)> .

Troisieme étape. Soit maintenant
Jm={jeN:Vie{l,2,...,k},Ip € Ppyn, vp(j+1i)=1}.

Jm est non vide puisqu’il contient e,,. Soit ¢, le plus petit élément de
Jm- On a alors
dm S (p1p2 .. 'pm+N)2 )

(21)
Vp € Pm+N7 Vp(‘]m) 7é 1.

Quatrieme étape. (a) Notons v; < vy < ... < vy les éléments de
{1,2,...,0} tels que Vj € {1,2,..., M}, Vp € Proyn, Vp(gm —vj) # 1.
On a donc M < 9.

De méme que dans ’étape 2, nous construisons la suite 7} par les relations
suivantes :

0 <71 < 2PminN+1,
Vpmint1 (T/l (p1p2 .. -pm+N)2 + dm — Ul) =1.

Puis par récurrence, pour 1 < h < M — 1, nous posons

(22)

0 <7} <2PmiN+ths
(23) YDt N+n (7“;1(171102 .. -QUerNJrh—l)2 + T;L—1(p1p2 . -]9m+N+h—2)2
—I-...+T/1(P1P2--~pm+zv)2 +qm —vp) =1,
Nous imposons a 1, des conditions supplémentaires; pour cela, nous notons
IL’m+N = {p € IP)WL+N : VID(Qm) = 2}
Soit T vérifiant le systéme de congruences
(24)  T(pip2---PmenN+m—1)" + 10 1 (P1D2 - PmaNtar—2) +
+r1(P1P2 - PmtnN)’ + G —var =0 (mod pryninr)
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(25)  T(Pm+N+1PmtN+2 - - Pt N+M—1)"
+7h -1 (PmaN+1 - PmaN+aM—2)° 4 ..+ 71 =0 (mod p)
sip€Lptn,

(26)  T(PmtN4+1DPmAN+2 - Pt N+M—1)
+70 1 (P N41 PN M—2)° + ...+ 71 =1 (mod p)
sip€Pumin \Litn-

On sait ([12], th. 121, p. 95) que I'on peut prendre T solution de ce systéme,
et vérifiant

0<T <pip2...Dm+NPm+N+M -

Soit H=T(p1pa-.-DmsN+mM—-1)>+7h 1 (P1D2 - DniN+am—2)*+. ..+
(1P PmanN)? + ¢m — var (voir congruence (24)).

Nous posons 7y, = T si H n’est pas un multiple de p2,, v 7. €t 79, =
T+pip2...pm+NPm+N+Mm Si H est un multiple de p%l+N+M.

I1 est clair alors que r;, vérifie les conditions suivantes :

(0 <73 <2(P1D2. .- Pt NPm+N+M)
Vpps Nt (TG\J (pl p2.. ~pm+N+M—1)2
+rh_1(P1p2 - Pmgntm—2)* + ...
+r (p1p2 - PmaN)? + @ —vmr) = 1,
(27) Up (T (Pm+N+1 Pm4N+2 - - -pm+N+M—1)2
1 (PNt PN yM—2)® ) > 1
sip € Lptn,
Vp(TM(Pm+N+1 Pm+N+2 - - ‘pm+N+M71)2
+r 1 (Pma N1 - P N4M—2)? + .. 7)) =0
si p S Pm+N \]Lm+N

(b) Posons maintenant

(28)  tu =7 (P1D2 - PNt M—1)2 F T 1 (P1D2 - PN M—2)°
+o i (pipe- e Pman): F G -
Par construction,
(29) Vie{-4,-0+1,...,—-1,1,2,....k}, Ip € Ppynim, tel que:
Up(t +1) =1.
(c) Par ailleurs, en vertu de 'avant-derniére condition de (27) : Vp €
Lot N, Vp(tm) = 2, car on a alors vy(¢m) = 2 et vp(tm — gm) > 3.

Sip € Pryn \ Lt n, deux cas peuvent se produire car vp(g,,) # 1 grace
a(21) :

() vp(gm) = 0, auquel cas vp(t,,) = 0.
(B) vp(gm) > 3; alors vy (t,,) = 2 a cause de la derniere condition de (27)
qui implique v, (tm — ¢m) = 2.
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On a donc Vp € Prqn, vp(tm) =0 ou 2.
De plus, Vm >46,Vie {m+ N +1,... m+ N + M}, vp,(t,,) =0 car il
existe un entier j, 1 < j < M, tel que vp, (tm —v;) = 1.
Finalement, nous avons donc :
(30) Pour m assez grand, Vp € P,y nyar, Vp(tm) =0o0u 2.
(d) Nous majorons maintenant ¢,, a partir de (21), (22), (23), (27) :
tm < 2(P1 P2 - - P NPmaN+2) (P12 - - - Py N4+M—1)"
+ 2D N4 M -1 (P1 D2 - - Pt NM—2)" + -
+ 20miN+1(P1 P2 PmanN)’ + (P1D2 - PN’
Donc
(31) tm = 0((p1D2 - - PrmanN+Mm)?) .
Cinquiéme étape. (a) Soit maintenant n = n(m) € {0,1,2,3} tel que
(32) N(p1p2 - Pmansrr) +tm =1 (mod 4).
Pour s € N, considérons
(33)  ws=4(p1p2-. Pman+m) s F0P1P2 - PmanNta)t + -
On a d’abord

(34) VseN, ws=1 (mod4).
De plus, en vertu de (29),
(35) VseN, Vie{-6,-0+1,...,—-1,1,2,... k},

ElpG]IDm+N+M, Vp(w5+i) =1.

(b) Soit D le plus grand diviseur commun & 4(pypa...pmintm)t et
n(p1p2 - - - PmieN+m)t + tm. En utilisant (30) et (32), on voit que, pour m
assez grand,

m~+N+M
(36) D= H p;t,  avec a; =0 ou 2.
i=1

(c) Posons ws = D({s+x), avec (¢, x) € NxN. En vertu de (31), puisque
n € {0,1,2,3}, on a xy < ¢ pour m assez grand. On peut alors utiliser le
théoreme 5 : il existe un nombre premier p(¢, x) et un entier naturel o tels
que

L
(37) we =D - p(¢,x) §D<4(p1p2'“gm+N+M)4> '

Nous posons

(38) Ng = Ng(m) = Wo -
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Nous avons donc, puisque L > 1 :

(39) ng < (4p1p2- - Pmanim))”

Par ailleurs, D =1 (mod 4) d’apres (36), et ny =1 (mod 4) d’apres
(34) et (38). Ainsi p(¢,x) =1 (mod 4), d’ou on déduit que p(¢,x) est
une somme de deux carrés. De plus, puisque la décomposition de D ne

contient que des facteurs premiers qui ne sont pas somme de deux carrés
(voir (36)), on a

(40) o(nk) = olp(¢, x)] =2
(voir [12], formule (16.9.5) et th. 278, p. 242).

Si nous regroupons (35) et (40), nous obtenons les conclusions (a), (b)
et (c) du lemme 2. Il reste & démontrer la majoration (d).

Sizieme (et derniére) étape. (a) En utilisant le théoréme des nombres
premiers dans les suites arithmétiques ([9], p. 70), on obtient

I pm
(41) m+ N+ M~ - LmENEM lorsque m — .
2108 P+ N+ M
Donc
(42) m—|—N—|—M§M pour m > msy.
log pm+N+M
Utilisant (39) et (42), nous obtenons
(43) i < A5 (g ) PN <4 exp(ALp N -

(b) Mais on a aussi k = py pa2...pm > pY*, donc

log k

(44) m< —80
log p1

Et puisque M < 4, utilisant (15) et (44), nous obtenons
log k
m+N+M< 2% L akys,

log p1

si bien que, pour m > msg,

(45) m+ N+ M < 2[ak].

Reportons ce résultat dans (43); nous obtenons
ny, < 4% exp(4Lpajar)) ,

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.

5. Démonstration du théoréme 1. Supposons qu’il existe A, B,C €
Z, A # 0, tels que Aazg + Bz, +C =0.

Nous allons utiliser le théoreme 2 avec a(n) = Ao(n)+ Bl(n), et montrer
que nous aboutissons a une contradiction.
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(a) Puisque A # 0, nous pouvons choisir § tel que ¢° ne divise pas 2A.
Nous choisissons de plus a €]0, 1] tel que

log ]
46 32L — 0.
(46) s <
(b) Majorons maintenant |a(n)| < |A|g(n) + |B|. On sait que
logn
< < T
(47) o) < dl) < exp (22

pour n assez grand ([12], p. 262, th. 317 et §18-7, p. 270). Nous pouvons
donc écrire |a(n)| < r(n), Vn > ng avec

2logn
4 = — .
(48) r(n) = exp <log logn>
(¢) Nous appliquons le lemme 2, a et § étant définis ci-dessus. On a
(49) ny+k+1<4b exp(4Lpojar)) + Kk +1.

Or, en utilisant le théoréeme des nombres premiers dans les suites arith-
métiques, on a, pour k assez grand,

1 pofak]

(50) 2 P2lak] o ggp < P2ak

4 log pajar) — log pajak]
Pour k assez grand, (49) entraine donc
nk +k+1 < exp(8Lpaar)) -
La fonction x — log z/loglog x étant croissante pour x > e, on obtient
log r(nj + & +1) = 2log(nk + k+1) < 16 Lpafai) '
loglog(ng +k+1) ~ log8L + log pa[ak]

Donc, pour k assez grand,

(51) r(ng +k+1) < exp <32LW> .
10gp2[ak}

(d) Posons @ = py[ax)/log pajar)- Alors = tend vers I'infini avec k. En
utilisant (50) et (51), on obtient

r(nk +k+1) < exp(32Lx)
Fl

rne +k+1) < exp <<32L— 10g|q|>x>

|q|* 8a
et puisque a vérifie (46), limg oo r(ng + k +1)/|q|* = 0.

d’ou

(e) Il est clair par ailleurs que lim, .o 7(n+1)/r(n) = 1. Comme
a(ng +1) =a(ng +2) =... = a(ng + k) en vertu du lemme 2, le théoréme
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2 s’applique, et on obtient, pour k = k(m) assez grand,

Nk

Cq"* — Z a(n)g™ " =0.

n=0

Utilisant les (a), (b) et (¢) du lemme 2, on obtient

’I’Lk—5—1

Cq"™ —2A — Z a(n)g"™ " =0.

n=0

On en conclut que ¢°*! divise 24, ce qui contredit le choix de §. Le

théoréme 1 est donc démontré.
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