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THEOREME 1. Avec un O(Log™ ' (f)) effectif, il existe une constante ex-
plicite o > 0 telle que pour toute fonction L(s,x) associée a un caractére
x de Dirichlet complexe, primitif, non quadratique et défini modulo f > 3
nous ayons la minoration suivante :

L1, x)?> —5——(1+40(Log™" :
PO 2 g (14 OfLog™ ()

Nous pouvons prendre a = 295, et méme o = 166 lorsque 3 divise f, et
a = 131 lorsque f est pair. Si x est d’ordre 4 ou 6, nous pouvons prendre
a = 165, et méme o = 93 lorsque 3 divise f, et o = T4 lorsque f est pair.

Cette minoration est le pendant de la majoration |L(1, x)| < 3 Log(f) +
O(1) valable pour tout caractére de Dirichlet primitif et non principal mo-
dulo f > 3 (voir par exemple [6]).

Si cette minoration est légerement moins bonne que celle donnée dans le
cas particulier des caracteres d’ordre 4 dans [3], notre démonstration en est
incomparablement plus courte du fait que nous n’avons pas a connaitre des
majorants pour les modules des fonctions L dans des disques fermés du plan
complexe. Apres évaluation du O(Log™*(f)) effectif, nous obtenons alors
le premier résultat suivant & peine plus faible que celui de [3]: Soit K un
corps quartique cyclique totalement imaginaire de conducteur [ pair. Alors,
en notant h*(K) son nombre de classes relatif, nous avons h*(K) > 2 pour
f > 450000.

Ce Théoreme 1 est particulierement bien adapté a la minoration des
nombres de classes relatifs des corps abéliens totalement imaginaires pour
lesquels ces nombres de classes relatifs peuvent étre exprimés en fonction du
module d’une seule fonction L. Par exemple, nous avons le second résultat
nouveau suivant dont la minoration du nombre de classes relatif amende d’un
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facteur Log(f) celle donnée par K. Uchida dans [10], et dont la minoration
du conducteur a partir de laquelle ce nombre de classes relatif est strictement
plus grand que 1 est meilleure que celle donnée dans [10] :

THEOREME 2. Soit K un corps sextique cyclique totalement imaginaire
de conducteur f et de nombre de classes relatif h*(K). Nous avons les
minorations sutvantes :

f

h(K) > : > 5-10°;
T P
1
h*(K) > 201 2j(cf/ ) pour f >5-10° et f divisible par 3;
og T
1 f 5 ‘
h(K) > . >5-10° et .
E) 2 50 to2(rm) P2 et J pair

D’ot h*(K) > 1 pour respectivement f >1,3-105;
f>6,3-10° et f divisible par 3;
f>5-10° et f pair.

De méme, et avec les notations de [5], soit K un corps quartique cyclique
totalement réel de conducteur F', de nombre de classes hxi et de régulateur
R. Soit k le sous-corps quadratique réel de K et soient hg et Ry le nombre
de classes et le régulateur de k. Posons R~ = R/ Ry, et remarquons que hy,
divise hg, de sorte que h*(K) = hi/hk est entier. La formule analytique
du nombre de classes donne

B (K) = —

4R~
ol x est un des deux caracteres de Dirichlet d’ordre 4 et primitif modulo F
qui engendre le groupe des caracteres associé a K. De la méme maniere que
nous déduisons ce Théoreme 2 du Théoreme 1, on montre aisément que la
preuve du Théoreme 1 conduit au résultat explicite suivant :

1 F

>
= T00R~ Log?(F/)
Cette minoration amende fortement celles données aux Theorem L et Corol-
lary 4.5 de [5], minorations obtenues dans [5] par des méthodes reposant sur
les résultats de [9].

FIL(1,x)?,

pour F' > 103 .

h*(K)

THEOREME 3. Les seuls corps sextiques cycliques totalement imaginaires
principaux sont ceux de conducteur une des 17 valeurssuivantes :

(i) f =7 et alors K= Q((7), ou f =9 et alors K = Q({y) ;
(i) f =19, 43 et 67 (et K est alors le seul sous-corps sextique du corps
cyclotomique Q(Cy)) ;
(iii) Les 12 corps K = K ki, de conducteurs donnés au tableau suivant
ou K est 'unique corps cubique cyclique totalement réel de conducteur



Minoration des fonctions L 111

JK, et kim Uunique corps quadratique imaginaire de conducteur m :

fx, 3 7 13 19 31 43

m

3 21 39 93 129
4 36 28 76

7 63 91

8 56 104

11 77

Remarque. Notons que Ken Yamamura est récemment parvenu a
déterminer tous les corps abéliens totalement imaginaires principaux : il
y a 172 tels corps. Sa détermination s’appuie sur les minorations des nom-
bres de classes relatifs des corps abéliens totalement imaginaires établies par
K. Uchida. Avant ce résultat et le notre, seuls deux types de corps abéliens
totalement imaginaires principaux nous semblent avoir été déterminés : les
corps cyclotomiques principaux (voir [7]) et les corps quartiques cycliques
principaux (voir [8]).

La preuve du Théoréme 1 repose sur le fait bien connu (voir [1]) selon
lequel la fonction

o) (L) (52 ) s v

avee Ay = { 1 six(-1) =1,

est une fonction entiére d’ordre 1 vérifiant

/ / A / /
o =tog (D) + T (52) 4 L+ B = v

—
, ST s—¢

ou 9 = [+ iy parcourt les zéros complexes de la fonction L(s, x) tels que
0<pB<l.

LEMME (a).
¢! 1 r 5
= - : < — .
C(s)> T s>1; F(S)<0’ 0<3_4

Preuve. Pour s > 1 nous avons

((5) = s Lls)

ou L(s) =), -, (=1)"/n®. Par dérivation logarithmique nous en déduisons
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que
Log(2) L’
Z(S) =51t 78
Maintenant, 2=t —1 > (s—1) Log(2) et pour s > 1 les deux séries suivantes
étant alternées :
—-1)" —1)" L
L(S):Z ( ) ot L/(S):Z ( ) Og(n) ’

ns ns
n>1 n>2

nous avons L(s) < 0 et L'(s) < 0. D’ou le premier résultat, d’ailleurs connu
(voir [2]).
Quant au second, il résulte de ce que
I’ 1 s
Bo=—toey 2
r s 7; n(n + s)
est strictement croissante et de cequ’un calcul numérique donne (I /I")(5/4)
<0. m

LEMME (b). Soit so > 1. Alors,

1 (s0) \”
Lo 0P = <c<2so>> |
x()

2 2 25 2
1 1—1/p20
po po 1—1/p®

LEMME (c) (voir [3], Lemma 20). Soit ¢ un nombre compleze tel que Re(p) <
1. Alors,

Re(25) S mmmmmarm g ™ (e me) oS

Preuve. Il s’agit de voir que 'on a

fre (i@) fre (<30 7= g>) = fte (1—g> |

Puisque Re(1/z) = Re(2)/|z|?, il s’agit de voir que l'on a
Re (%072 < Re(So—Q)_
s—p Re(s — o)

En posant z = s — p et t = s¢9 — s, il s’agit donc de voir que 'on a

Re t+z < Re(t + 2) ’

z Re(z)

ie. que l'on a Re(l/z) < 1/Re(z). Cela résulte de ce que l'ona
Re(z) >0. =

Preuve. Résulte de

1-—
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LEMME (d). Soit x un caractére de Dirichlet primitif modulo f > 2 non
principal. Alors, pour 1 < s < 3/2 nous avons

L L
f(&X) + f(&Y) 2 _LOg <£> .
Preuve. Cela résulte de
1 1
+ — >0
Ss—o0 S—0

pour s >1let 0 <Re(p)<1l. =

LEMME (e). Soit x un caractere de Dirichlet primitif modulo f > 2 non
principal. Soit 1 le caractére primitif induisant x2, et soient ag > 0, a; > 0
et ag > 0 tels que ag + 2aq cos(f) + 2az cos(20) > 0, 6 € R. Alors, pour
s > 1 réel nous avons

/ L/ L/ L/ L/ .

wS @t (T L em) o Ten s Len) <o
Puisque 2 4 2v/2cos(6) + cos(20) = (v2cos(h) + 1)2, alors (ag,a1,as) =
(4,2v/2,1) convient.

Preuve. Résulte de
/

Lf =-3% x(pnz)jfsog(p)

p n>1

en posant )L(p” = ¢ et en remarquant que si x(p") = 0, alors ag +
a1 (Y(p") + ¥ (p™)) > ap — 2a2 > 0 (prendre § = 7/2). =

Preuve du Théoréeme 1. Supposons ce Lemme (e) satisfait et
appliquonsa 1 primitif modulo f induisant x? le Lemme (d), en remarquant
que — Log(f/m) > — Log(f/m). Nous obtenons

2a1 Z Re ((gig) —agsil < (a2 + a1) Log (7{)

L(e,x)=0

Puisque chacun des termes de la sommation précédente est positif ou nul,
si g est un zéro quelconque de cette fonction L, nous avons donc

1 _
2a1(50—s)Re< > < <a2+a1 +ao> il 87
So— 0 c So— 1

1 as + aj 1
2 R <
o, Z R = ()i

L(e,x)=0

et
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ou sg = 1+ 1/(cLog(f/m)) avec ¢ a choisir plus tard de sorte que nous
obtenions une minoration optimale. Du Lemme (c), nous déduisons la ma-
joration suivante:

1 [fas+aq 1
¢ M( c +a0>50—1
f B 1 as + ap 80—8.
1_TM ¢ T S0 — 1

Par intégration entre 1 et sp, nous obtenons

oo (222 00))

D’ou, d’apres le Lemme (b), la minoration

5 - f(s0) -2 i
0 L0P = L pog2 (1)

avec

@ s =

et

¢(250) 1 I'((so + 4x)/2)
m2/6 (so —1)C(s0) I'((14 Ay)/2)

9le) = % <(2a1 - a02)ilf2(a2 + a1)>2 P < N i) '

Le choix (ag,a1,as2) = (4,2v/2,1), ¢ = 4,35 nous donne g(c) < 295 et le
résultat désiré.

Lorsque x est de conducteur divisible par p premier, on a x(p) = 0 et le
Lemme (b) ci-dessus pouvant étre amendé en

rL<801, WP = <psfsi 1)2 (f((;so(]))y |

la constante a de ce Théoreme 1 peut étre amendée en 1% g(c) pour f divisible
par 3, et en %g(c) pour f pair. D’ou le passage de a@ = 29534 o = 166 et
a = 131 dans son énoncé.

Si x est d’ordre 4 ou 6, I'inégalité sur les fonctions L du Lemme (e) est
satisfaite avec (a1, aq,as) = (4,3,1). Nous obtenons alors

3)  gle)= i(6>4h2(c) avee () = exp ( - 1) .

T c—2 2c

)2:1+0@0—U,

Cette fonction ¢ — h(c) passe par son minimum pour ¢ = ¢y = (7 + v/65)/4
et un calcul numérique donne alors g(co) < 165, =g(co) < 93 et
%g(co) <74 =m

Preuve du Théoreme 2. Nous rendons effective la fin de cette
preuve du Théoreme 1 de la maniére suivante : puisque x est impair on a
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A, = 1. Nous remarquons alors que I'(1) = 1, que ((so) < 1+ 1/(so — 1),

et que
1 1 1
so;- F<80;' >:F<1+80;— >ZF(2):1'

D’ou la version effective suivante de la formule (2) de la preuve du Théo-

reme 1 :
((2s0) 2 2
f(s0) > < 72/6 30(30+1)> '

Nous verrons au Lemme A(e) ci-dessous que 'on a

L(1, y)|?
(1) 2 AP

Les formules (1) et (3) de la preuve du Théoréme 1 donnent donc

2
2
3mso(so + 1)h(c) ) Log®(f/x)
Nous obtenons le résultat en nous rappelant que nous avons posé sy =
1+ 1/(cLog(f/m)), que nous avons choisi ¢ = (7 + v/65)/4 et que h(c) est
donné a la formule (3) de la preuve du Théoreme 1. De plus, cette minoration

effective peut étre amendée du facteur ((p*° +1)/p®0)? lorsque p est premier
et vérifie x(p) =0. =

Le nombre de classes relatif d’un corps sextique abélien to-
talement imaginaire. Soit K/Q une extension abélienne sextique, donc
cyclique. Soient K le sous-corps cubique totalement réel de K et ki, le
sous-corps quadratique imaginaire de K, de sorte que K = K| ki,,,. Soient
f le conducteur de K, m le conducteur de ki, et fx celui de K. Soient
H(K), h(K), UK), W(K) et w(K) respectivement le groupe des classes
d’idéaux de K, son nombre de classes, son groupe des unités, son groupe des
racines de I'unité et 'ordre de ce groupe de ses racines del’unité. De méme
pour K et kiy,. Puisque K est un corps & multiplication complexe, h(K ;)
divise h(K). Leur quotient noté h*(K) est appelé le nombre de classes re-
latif de K, de sorte que h(K) = 1 si et seulement si h(K,) = h*(K) = 1.
Soit x 'un des deux caracteres de Dirichlet impairs et primitifs modulo f
d’ordre 6 tels que {x* ; 0 < i < 5} soit le groupe des caracteres associé a K.
Soit im le caractére impair et primitif modulo m induisant x3 et soit y le
caractere pair et primitif modulo fx, induisant x2. Notons que f = mfk "
et X = XimX4+ des lors que m et fx, sont premiers entre eux. En notant
@ l'indice de W(K)U (K ) dans U(K) (et on sait qu’il vaut 1 ou 2), nous
disposons de la formule analytique suivante pour le nombre de classes relatif
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d’un corps a multiplication complexe de degré n (voir [11]) :

* Qw(K)(Hximpair fX)1/2

X mpair

Dans notre situation (corps sextique abélien totalement imaginaire), en ten-
ant compte de /mL(1, xim) = (27/w(kim))h(kim), elle s’écrit sous les deux
formes suivantes :

() = Qo i) IR
-1
B(K) = Qi Shsmln? avee - S axa).
m a=1

Cette premiere expression pour h*(K) nous permet au point (e) du
lemme ci-dessous de prouver la premiere assertion du Théoreme 2. Cette sec-
onde expression sera utilisée pour le calcul numérique des valeurs de h*(K)
pour K de conducteur majoré par 1,3 - 10°.

LEMME A. (a) w(K) = w(kim) excepté lorsque K = Q((7), Q((o), cas
pour lesquels h(K) = 1.

(b) Q@ = 1. Conséquemment, h*(K) = h(kim)|7y|> pour K # Q((7),
Q(Co)-

(c) h(kim) divise h(K).

(d) Pour K # Q(¢7), Q(Co) nous avons h(K) =1 si et seulement si les
trois conditions suivantes sont satisfaites :

h(Ky)=1, hkn)=1, |5|>=1.
(e) Nous avons h*(K) > f|L(1,x)|?/(4n?).

Preuve du point (b). Il faut voir que toute unité ¢ de K est de la
forme ¢ = (e avec ¢ une racine de l'unitéde K et €4 une unité de K.
Puisque £/¢ est une racine de 'unité (tous ses conjugués sont de module 1),
c’est une racine de 'unité de K, i.e. € = (¢ ou ¢ € W(K). En prenant
les normes relatives sur ki, et en posant 7 = Nk g, (€), nous avons donc
7 = (3n. De plus, n étant une unité de ki, en est une racine de I'unité.
Puisque d’apres le (a) nous avons W (K) = W (ki) excepté dans les deux
cas qu’il exclut, un examen systématique des trois occurrences possibles
W(K) = {£1}, {£1,+i} ou {1, +j, +j*} montre que 'on peut dans tous
les cas écrire ¢ sous la forme ¢ = 7/7 avec 7 € W(K). D’ou le résultat
puisque d’apreés le Lemme 4.13 de [11], nous avons @@ = 1 pour les deux
corps précédemment exclus du raisonnement.

Preuve du point (c). Sil’extension cubique K/kiy, était non ram-
ifiée, alors le discriminant absolu D du corps K et celui Dg, = —m du
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corps kiy vérifieraient |Di| = |Di | = m3. D’un autre coté, la formule
du conducteur discriminant conduisant & la relation |Dg| = f2 fl2<+m, nous
aurions ffx, = m. Puisque m divise f, nous aurions fx, = 1, ce qui

est évidemment absurde. Conséquemment, 'extension cubique K/kiy,, est
totalement ramifiée en au moins une place finie, et un résultat classique de
la théorie du corps de classes (voir par exemple le Théoreme 10.1 de [11])
nous donne le résultat. Remarquons que ’on pourrait méme prouver que
h(kim) divise h*(K). En effet, des points A) et C) du Lemme 4 de [7] nous
déduisons que |7, |? est un entier relatif, excepté lorsque f =7 ou f = 32.
Si f =17, alors K est de degré 6 et inclus dans Q(¢7). D’ou K = Q(({7). Si
f = 3% on a de méme K = Q({y). Dans ces deux cas, h(kiy) = 1 divise
h*(K) = 1.

Preuve du point (d). Il résulte des trois précédents.

Preuve du point (e). On remarque que Q(w(K)/w(kim))h(Kim)
est un entier relatif. m

Si h(K) = 1 alors h(Ky) = 1. Le groupe des classes d’idéaux de K
est donc de 3-rang nul. En conséquence, fx, = 32 ou fk . = p avec
p = 1 (mod 6) premier. De plus, puisqu’alors h(kiy,) = 1, nous avons
m € {3,4,7,8,11,19,43,67,163}. Dans un premier temps, nous considérons
les trois cas faciles : ceux pour lesquels m et p ne sont pas premiers entre
eux. Dans un second temps, nous appellerons générique le cas ou m et p
sont premiers entre eux, de sorte qu’alors f = mp et X = XimX+. Notons
deés maintenant que les corps cubiques cycliques réels de conducteur 32, 7,
13, 19, 31 et 43 sont principaux.

Les trois cas faciles. Dans toute la suite, pour N > 1 un entier et a
un entier relatif, nous notons @ ™) I'unique entier vérifiant 0 < a@aN) < N et
a™) =g (mod N).

(i) Si fk, = m =p =1 (mod 6) avec p premier, alors f = m = p et

(Z/fZ)* est cyclique. S’il est engendré par g, et si j = e*7/3, alors x (ou
son conjugué) est défini par x(g) = —j. D’ou (& conjugaison pres)
-2
1~ )
™= "9, (i) g" .
P
k=0

Nous avons donc les valeurs numériques suivantes :

D 7 19 43 67 163

g 3 2 3 2 2
> £ 1 1 1 4
RF(K) 1 1 1 1 4
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(ii) Si fx, = 3% et m = 3, alors K = Q(() eth(K) = 1.

(iii) Si fk, = 3% et m # 3, alors x4 (ou son conjugué) est défini par
X+(2) = j puisque 2 engendre (Z/9Z)*. Posons a =z + 9y, 1 <z <9,
0 <y < m—1 dans la somme définissant 7,. Puisque ZZ:Ol Xim (z+9y) = 0,
nous obtenons (& conjugaison pres)

9 m—1
1
™= "o 2 ( UZO YXim (2 + 9y)>X+(fU)

5 m—1
1 —(9) .
e LS (S )
5 ( YXim ( +9y) )3,

ainsi que le tableau de valeurs numériques suivant:

7 11 19 43 67 163
1 3 4 13 43 64

Remarque. Le corps cubique cyclique de conducteur 32 étant princi-
pal, nous avons h*(K) = h(K). Puisque 'on a 19 =1 (mod 9) et 163 =1
(mod 9), alors 19 et 163 sont totalement décomposés dans le corps cyclo-
tomique de conducteur 32. La Proposition B ci-dessous expliquera la divisi-
bilité par 4 de h*(K) pour ces valeurs de m. Pour m = 8 ou 11, il est aisé de
voir que 3 est totalement décomposé dans le corps quadratique imaginaire
kim. La Proposition F expliquera la divisibilité par 3 de h*(K) pour ces
deux valeurs de m.

Le cas générique

(iv) Reste a traiter le cas générique m € {3,4,7,8,11,19,43,67,163} et
[k, = p =1 (mod 6) avec p premier et p # m, de sorte que f = mp,
X = XimX+ et h*(K) = | [%.

PROPOSITION B. Supposons K principal. Si un nombre premier est a la
fois ramifié dans ki, /Q et totalement décomposé dans K /Q, alors 4 divise
h*(K). Conséquemment, si K est principal et si pim est le seul nombre
premier ramifié dans kin/Q, alors pi, n'est pas résidu cubique modulo p,

i.e. (Pim)P~D/3 #£1 (mod p).

Preuve. Soit Hyeg(K) le sous-groupe du groupe des classes de K formé
des classes d’idéaux de K contenant un idéal invariantsous ’action de la
conjugaison complexe o (notons que o est le K| -isomorphisme non tri-
vial de l'extension quadratique K/K,). Soit ¢t le nombre d’idéaux pre-
miers de K ramifiés dans K/K, ; soient P;, 1 < i < t, ces t idéaux
premiers ramifiés de K, et soit ¢ le morphisme surjectif de (Z/2Z)" sur
H,s(K) qui a €= (e1,...,&) associe la classe de l'idéal I = P{'-...- P{*.
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Alors, € est dans le noyau de ¢ si et seulement si Ir = () avec @ = na
ou 1 est une unité de K. Semblablement & la preuve du Lemme A(b),
nous avons 11 € W(K). Conséquemment, le noyau de ¢ est isomorphe a
W(K)/W1l=7(K) = W(K)/W?(K), donc est d’ordre 2. Donc 2!~! divise
h(K). Sous les hypotheses de cette proposition, nous avons ¢ > 3. (En
effet, soient p;, p, et p; les 3 idéaux premiers de K au dessus de g premier
totalement décomposé dans K /Q. Puisque ¢ est ramifié dans ki, /Q, alors
chaque p; est ramifié dans K/K.) D’ou le résultat. m

COROLLAIRE C (Calcul numérique de 7, pour p et m donnés). Supposons
K principal. Nous avons

p—1lm—1 B
Z >y (xlm " py) + X (Bnd® )+ py)
y=1

rx=1
o
+Xim (Pi, 23"+ py) ) -

Preuve. Posons a = x + py dans la formule 7, = —(2f)~ Zf L ax(a).
Nous obtenons

p—1 m-—1
1

Le résultat découle de ce que cette Proposition B donne qu’un systéeme de
représentants du groupe quotient H /H* (ot H = (Z/pZ)*) est donné par
{17p1m7p12m}' L

THEOREME 4. Soient m et p premiers entre euz. Soit w(m) le nombre
de racines de l'unité du corps quadratique imaginaire kiy,. Posons

m—1
def
Sm(A,p) = > BXim(A + pB)
B=1

(qui ne dépend que de A modulo m et de p modulo m). Alors,

(p—1)/2

_ _xm -1 3
(a) Tx+7x:w((7;)—m Z Sm(A,p),
X+(A) +1
1(17 1)/2

(b) 47y = X“Zfé’; ! - Z S (37 ).

Preuve. De l'expression de 7, donnée au cours de la preuve du corol-
laire précédent et de x4 (x) + X, (z) +1 = 3 ou 0 suivant que x4 (x) =1 ou
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X+(x) # 1, nous déduisons
3 p—1 m—1
T =5 - ; (;yxim(ﬁpy))

X+ (@)=+1

p—1 m-—1
1

oD ( D yxim(z +py)> :

r=1 y=1

Pour évaluer cette derniere somme double, nous remarquons que d’un coté:

f—1 p—1m—1
D axim(@) =Y Y (@4 py)xim(z + py)
a=1 =0 y=0
p—1m—1 m—1
=pY_ > yXim(@+py) car Y Xim(x+py) =0
=0 y=0 y=0
p—1m—1 m,
=p>_ Y yxim(@+py) - P oy i (P)
r=1 y=1
el 2m
car YXim(y) = ———;
2 ey

et que d’un autre coté, nous avons également

f—1 p—1m-—1
> axim(a) =YY (y+ma)xim(y + ma)
a=1 z=0 y=0
ity 2m
=D Z YXim(y) = —pm .
y=1
D’ou
-1
_ Xim\P) — 1 3 c
TX+TXZ’U)((73’L)_m Z Sm(A,p)
A=1
x+(A)=+1

Le point (a) résulte alors de ce que S,,(A,p) = Sn(p — A,p) (poseri
B =m—1— B dans S,,(p — A, p) et utiliser 'imparité de xiny). Le point

(b) se déduit du point (a) en posant premierement A = ﬁ(p), 1<X <p-1,
et en utilisant & nouveau la relation S,,(A,p) = Sp(p — A,p). =

COROLLAIRE D. Soit p =1 (mod 6) premier avec p # m.
(a) Pour m € {7,8,11,19,43,67,163}, la trace T, + Ty de T, est un
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entier relatif tel que

Xim(p) — 1
2

de sorte que 3 divise h*(K) si et seulement si Xim(p) = (%) = +1.

(b) Pour m =4, la trace 7, + 7, de T, est un entier relatif tel que

Xim (p) - P
4

de sorte que 3 divise h*(K) si et seulement si Xim(p) = (*74) = +1.

(mod 3),

Ty +Tx =

(mod 3),

Ty +Tx =

(c) Pour m =3, la trace 7, + T, de T, est un entier relatif tel que
Ty + overliner, = p% (mod 3),

de sorte que 3 divise h*(K) si et seulement sip =1 (mod 18).
(d) Dans le cas générique, T, est un entier algébrique du corps Q(v/—3),
de sorte que si h*(K) =1 alors |1 + T | =1 ou 2.

Preuve. Remarquons préalablement que x4 (A) = +1 si et seulement
si x4 (p—A) =+1 (car x4 est pair), et qu'il y a donc exactement (p —1)/6
entiers A vérifiant 1 < A < (p—1)/2 et x4+ (A) = +1. Pour le premier point,
on remarque que Sy, (A, p) est divisible par m. Pour le deuxiéme point, on
remarque que Sy(A,p) — 2 est divisible par 4 (car il vaut —4, 0 ou +4) et
que

xm@) —p 3 P
Tty =S > (Su(Ap) -2).
A=1
x+(A)=+1

Pour le troisieme point, on remarque de méme que w(m) = 6, que xim(p) =
+1 (caronap=1 (mod 6)), que S3(A,p)+ 1 est divisible par 3 (car il vaut
0 ou 3) et que

(p—1)/2

_ _p—1
TX+TX:T_ Z (S3(A,p) +1).
A=1
X+(A)=+1

Pour le dernier point, on remarque que la norme |7, |> = h*(K) et la trace
Ty + Ty de 7, sont des entiers relatifs. m
Notons que la preuve de ce corollaire précédent donne

COROLLAIRE E. (a) Pour ki = Q(v—=3) et fk, =p =1 (mod 6), nous
avons

-1
T+ Ty = T — | Fy|

0 Fa={X;1<X<(p-1)/2 et X3” =2 (mod 3)}.
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(b) Pour ki, = Q(v/—1) et fk, =p =7 (mod 12), nous avons

_ +1
TX+TX:’F4|—p74

0 Fu={X;1<X<(p-1)/2et X3 =1,2 (mod 4)}.

Les calculs numériques et la preuve du Théoréme 3. Nous
expliquons maintenant comment, dans le cas générique, ont été conduits
les calculs numériques donnant les valeurs de p pour lesquelles h*(K) =
I7]? = 1.

Pour m = 3, si h*(K) = 1 alors fx, = pest premier avec p =1 (mod 6),
avec p < 210000 (Théoreme 2), avec 3(P~1/3 £ 1 (mod p) (Proposition B),
avec p # 1 (mod 18) et avec |1, + Ty = |(p — 1)/6 — |F3|| = 1 ou 2
(Corollaire D(c),(d) et Corollaire E(a)). Nous avons programmé sur micro-
ordinateur le criblage des p premiers satisfaisant & successivement toutes ces
contraintes. Nous avons obtenu les résultats suivants:

Iy a 9390 nombres premiers p =1 (mod 6) tels que p < 210000.

Seuls 6280 d’entre eux vérifient de plus 3?=1/3 £ 1 (mod p).

Seuls 4185 de ces derniers vérifient de plus p # 1 (mod 18).

Seuls 84 de ces derniers vérifient de plus |7, +7,| = 1 ou 2 (le plus grand
d’entre eux étant p = 209311).

Le calcul de h*(K) = |1, |? pour ces 84 valeurs de p a I’aide de I'expres-
sion pour 7, donnée au Corollaire C nous donne finalement la premiere ligne
du tableau du Théoreme 3, i.e. les 4 valeurs de p pour lesquelles h*(K) = 1,
et donc pour lesquelles h(K) = 1 puisque les corps cubiques cycliques de
conducteurs 7, 13, 31 et 43 sont principaux.

Pour m = 4, on procéde de méme en remarquant que si h*(K) = 1, alors
fK. = p est premier avec p = 7 (mod 12) (Corollaire D(b)) et en utilisant
le Corollaire E(b) pour calculer la trace de 7,. D’otu la seconde ligne de ce
méme tableau.

Pour les 7 autres valeurs possibles de m, i.e. pour m € {7,8,11, 19,43, 67,
163}, les calculs numériques suivent le plan suivant :

(a) Pour m fixé, on précalcule premiérement le tableau des S,,(a, ),
0<a,f<m-—1.

(b) On fait secondement varier p = 1 (mod 6) jusqu’a la borne donnée
par le Théoréme 2 (i.e. jusqu’a f = mp < 1,3 - 10° pour m # 8) parmi les
nombres premiers tels que pi(f:l)/ 3 # 1, puis tels que xim(p) = (%) =-1
(ces deux dernieéres contraintesne retiennent qu’approximativement le tiers

des nombres premiers satisfaisant a la congruence p =1 (mod 6).

(c) On fixe alors p et on pose def pim,
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(d) Pour cette valeur fixée de p et d’apres le Théoreme 4(b), on calcule

vz
> Su(X3p)

X=1

1

TX—F?X:_l_E

en caleulant ¥ % X3% ot o 4! ?(m), et en allant chercher S, (F(p), p) =

Sm(a, ) dans le tableau précalculé a la premiere étape.

(e) Finalement, si |7, + 7[> = 1 ou 2, on calcule 7, & 'aide du Corol-
laire C. Semblablement au cas m = 3 détaillé précédemment, cette évalua-
tion numérique de 7, n’étant a faire que pour peu de valeurs de p, nous
n’avons pas a en programmer une version sophistiquée.

Considéré comme une fonction de m, le temps de calcul de cet algorith-
meest grosso modo une fonction quadratiquement décroissante de m, donc
de plus en plus bref. Pour m = 3, le cas le plus gourmant, il nous a suffit
d’une quinzaine d’heures de calcul sur micro-ordinateur avec un programme
écrit en Turbo Pascal. m

Nous concluons cet article en donnant une preuve algébrique du Corol-
laire D(a), (b).

PropoSITION F. Soit K un corps sextique abélien totalement imagi-
naire de sous-corps cubique réel cyclique K et de sous-corps quadratique
imaginaire kiy. Supposons kiy principal et ki, # Q(\/?Z%) Si un nom-
bre premier est a la fois ramifié dans K /Q et totalement décomposé dans
kim/Q, alors 3 divise h(K). Conséquemment, si K est principal et si p est
le seul nombre premier ramifié dans K4 /Q, alors (*) # —1.

_ Preuve. Nous procédons semblablement a la Proposition B. Soit
H,ee(K) le sous-groupe du groupe des classes de K formé des classes
d’idéaux de K contenant un idéal invariant sous l’action de o, ou o est
un générateur du groupe de Galois de K/k;, qui est cyclique d’ordre 3.
Soit ¢ le nombre d’idéaux premiers de K ramifiés dans K /kim ; soient P;,
1<i<t cest idéaux premiers ramifiés de K, et soit 6 le morphisme sur-
jectif de (Z/3Z)" surHyeq(K) qui & €= (e1,...,¢&;) associe la classe de I'idéal
I-= P75 -.. .-P?. Alors, & est dans le noyau de ¢ si et seulement si I = ()
avec o(a) = na ot 1) est une unité de K telle que Nk, (1) = +1. Soit
donc Uy (K) le groupe des unités de K satisfaisant a Ng /g, (7) = +1. 1l
est immédiat que le noyau de ¢ est isomorphe & Uy (K)/U'~?(K). Puisque
U(K) = W(K)U(K) et que pour z dans K nous avons Nk, () =
Nk jg(), nous en déduisons que U(K) = W(K)U;(K) et que le noyau de
¢ est isomorphe & Uy (K)/U; =7 (K). De plus, U;(K) est un Z -module de
rang fini, et sans torsion lorsque W(K) ne contient pas de racine cubique
de I'unité. Puisque U;(K) est un Z[o]/(1 + o + 0?) -module de rang fini
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également sans torsion lorsque W (K) ne contient pas les racines cubiques
de I'unité, il est libre et de rang 1, donc isomorphe & Z[o]/(1 + o + 02),
donc isomorphe a Z[j]. Le noyau de 6 est donc de cardinal égal & celui de
Z[j]/(1 — j), i.e. de cardinal 3. D’ou le résultat semblablement & la Propo-
sition B. m

Remarque finale. Notons que pour établir notre Théoreme 2, il
ne nous est pas nécessaire de supposer connue la détermination des corps
quadratiques imaginaires principaux (Théoreme de Baker—Stark). Il nous
suffit de savoir qu’il en existe précisément 9 de conducteurs m tels que
m < f/p < f/7 < 2-10° (Lemme A(e)), résultat lui sans profondeur
puisque ressortant tout simplement a un calcul numérique.
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