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in order to estimate the second one we use (1.10). This gives
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so that by Lemma 3, (3.2)
min b+ by+ ...+ b;| > ¢ Dylog Dy,

h<i<NY
and finally

log?'
Sy > T ex (—3——'»—“).
1Sl P loglog T’

Hence by (5.3) and (5.4) we obtain a fortiori (5.1).
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Uber die Umkehrung eines Satzes von Ingham
by

W. Srad (Poznai)

1. Ich versuche in dieser Arbeit, zwei Fragen zun beantworten, die
Herr Professor P. Turin mir gestellt hat. Die erste Frage betrifft die
Moglichkeit der Umkehrung eines bekannten Satzes von A. E. Ingham,
die zweite Frage betrifft den EinfluB den das Erdos-Selbergsche Rest-
glied im Primgzahlsatz auf die Nullstellenfreiheit der Riemannschen -
-Funktion ausiiben kann. Iech habe eine teilweise Umkehrung des In-
ghamschen Satzes gefunden. Es hat sich gezeigt, daB man den Umke-
hrungssatz sogar so weit ausziehen kann, dafB er insbesondere eine posi-
tive Antwort auf die zweite Frage liefert. Denn das Erdoés-Selbergsche
Restglied liegt eigentlich aunfBerhalb der Anwendungsmoglichkeit des
Satzes von Ingham.

A. B. Ingham hat folgenen Satz bewiesen ([2], S. 60-65):

Wenn die Riemannsche C-Funktion keine Nullstellen in dem Gebietl
(1.1) o >1—n(t)
besitzt, wo 7(t) fiir t = 0 eine abnehmende Funktion isi, die eine stetige
Ableitung 7' (t) hat und folgende Bedingungen erfillt:

(1.2) 0 < () <4,

(1.3) W) >0, t—oc

(14) L OQog), 1 e
‘ am O

und wenn « eine Zahl aus dem Intervall 0 < a < 1 bezeichnet, dann ¢ilt

die folgende Abschitzung des Restgliedes im Primzahlsatz

(1.5) Ay = N A(n)—z = O(zeieo®)
P

N
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und
(1.6) o(z) = min{y(t)logz-+logt}.

t>1

Ich werde mit Turdnsehen Methoden den folgenden Satz zeigen:

Sarz I. Sei #,(7) eine fiir v > 0 stetige und abnehmende Funktion

und set a eine Zahl aus dem Intervall 0 < o < 1. Die Funktion #,(7)
besitze folgende Bigenschaften:

(1.7) 0 < m(e) <4,
3\ —1
(1.8) mz) <4, A, = (4a10g o ) y T >6(a).
. 1 ‘ 1
(1.9) Wenn = O(logz) dann an(t)log——— <1, 7 > 6y(a).
71(7) 71(7%)

Sei auferdem oi'(z) die Umkehrungsfunktion von

(1.10) w () = min {7, (r)logz+logz}
=1

und ses

(1.11) [4()| < cqme 1™,

Dann ist £(s) % 0 in dem Bereich

(1.12) 12> max (e, ¢5(a)).

400 logwi'(logt*®)’

Wenn man eine Abschitzung von i (x) durchfithrt, so folgt aus
diesem Satz:

Sarz I'. Bei den Voraussetzungen des vorigen Satzes, hat die Riemann-
sche {-Funktion keine Nullstellen in dem Gebiet

(1.13) 0> 1——— 9, (t*%),

(.4(‘;) t > max (g5, ¢,(a)).

) P. Turdn selbst, hat den Fall #,(z) = 1 flog®z (0 < & < 1) bewiesen
(siehe [4], Satz XXXVII).

2. Als das bedeutendste Ereignis der neueren Zeit in der Entwi-
cklung der analytischen Zahlentheorie darf wohl der durch Erdés und

Selberg geleistete elementare Beweis des Primzahlsatzes bezeichnet
werden ([1], [3]).
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Wie bekannt, ist die beste auf dem elementaren Weg gefundene

Abschiitzung des Restgliedes, die folgende

(2.1) Az) = 0(

&2
Iog““’a})’ €T — oo,

Wenn man Satz I bzw. Satz I' auf das Restglied (2.1) anwendet,
bekommt man einfach: :

Satz II. Bei (2.1), hat die Riemannsche [-Funkiion keine Nullstel-
len in dem Gebiet
(2.2) T > ¢.

Es ist ja merkwiirdig, daf das Erdos-Selbergsche Restglied im Prim-
zahlsatz, doch ein nichttriviales nullstellenfreihes Gebiet fiir {(s) nach
sich zieht.

G. H. Hardy behauptete einmal, dal der elementare Beweis des
Primzahlsatzes, die Entscheidung der Riemannschen Vermutung mit sich -
bringen wird. Der Satz I1 zeigt aber, das sich die Hardysche Behauptung
nur in sehr geringem Masse bestétigt hat.

Die Bedingungen (1.8), (1.9) konnten einfacher durch
(23) no < ——, 1>a

) TS Yoglogt? °
ersetzt werden. Bei (2.3) muflte aber #,(zr) notwendig zu Null streben,
was der Allgemeinheit halber, unvorteilhaft wire.

Die Bedingungen (1.8), (1.9) bzw. (2.3) bringen eine Abschwichung
unserer Umkehrung des Inghamschen Satzes. Wir nutzen aber die In-
ghamschen Bedingungen (1.3) und (1.4) mnich aus.

3. Wir zeigen jetzt folgendes Lemma:
LEMMA. Sei () die mit (1.10) definierte Funktion und sei wi'(x)
thre Umkehrungsfunktion. Es gilt dann

1/miz)
(3.1) w?'(m)Zm&X(l@x) l = p(a).

=1 T

Beweis. w,(x) i3 eine fiir # > 0 streng wachsende Funktion, die
fiir # > 1 die Ungleichung

(3.2)
erfiillt ([2], 8. 64). Wir zeigen jetzt, daB fiir jedes # > 0 ist

0 < 0,(%) <logaz

w,(p(w)) = =.
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Es gilt nach (1.10) Dann ist also
wl(‘ﬁ(m)) = min{,(#)logy(#) + logt}. I, < 6 (N, —1)ede11-0 4 ¢ N p—tamlNa)
=1
\,
Es bezeichne 1, die Zahl fiir welche das Minimum erreicht ist. Dann hat +016—;um1m°) n|l— g~ oEll < e, Ntemiea®m,

man nach (3.1) n= "1

1 \Mm@) Da aus (4.5)
w1(‘l7(”")) = m(te)log (max (r ez) )—I-logt-.

721

1
7 = expi—tao(N/2)},

Wir wihlen jezt v = t,. Daraus folgt folgt aus dem vorigen

1 /m ) ) v
wl(qa(a:)} = ny(t)log (7 e”) +logty = —logty+ =+ logi, = . (4.6) I, < cm%
Man kann auch leicht zeigen daB wl(qa(m)) 2. Damit ist unser Lemma Man kann zeigen (vergl [4] Seite 153) dal
Vollstindig bewiesen. 3
N —_—
4. Zum Beweis des Satzes I, betrachte man die Polynome (vergl. 1, < Gn( y, +1/1+t2);
, Vit
[4], 8.151)
N al h (4.4), (4.5
(4.1) flez(t) = 2 A(n)e—ulogn,’ 1 >0. 80 nach (4.4), (4.5) .
N SR, I, = ‘ /V e"‘”"‘g”{ < 33—
Da aus der Definition von A(z), fir #n > 1 Ny ‘ !
A(n) = 1+(A (%)—A(n—l)), Aug diesem und (4.2) folgt
s80- fol . N
o folgt (4.7) v < Qs
(4.2)  |fw,x, @) } D) erioen] +] (4(n)—A(n—1))¢ttroen ]
Ny, ' §& n@;, wenn nur (4.4) und (4.5) erfillt ist.
= I,41,. Fir o >1 gibt eine partielle Summation aus (4.7) unter derselben
inschri N t
Wemn N, und N, z. B. gnze Zahlen > 1 bedeuten, folgt nach par- Binschrinkung von ' und
tieller Summation ‘ An) Nt-o
Ng-1 (4-8) ! w C14 -
@3) L SIAN =D+ AW+ ) |4(m)][1—eittor i e
¥ 5. Sei
Es sei ¢ so groB, daB mit dem obigen ¢, und « (5.1) 7 = o; ' (logt*®).
(44) 1+ 8 < o (logt'l) Wir wenden (4.8) mit
ist. Das ist moglich weil wegen (3.2) N, =92, N,=g2"y §=0,1,2,..
w1 (14-7) < log(1+#) < logtH® ‘ an. Dann folgst
gils. Bs sei N,, N, so gros, dal (5.2) | y A(n) Gan "
(45) wl—l(logtﬂa) < _%1\7 < NI < N2 g N. —\/;/ t(O’——l)


GUEST


440 W. Stas

Sei endlich
(5.3) &> o7t (logt)

und % eine positive ganze Zahl. Wenn wir (5.2) so wie in [4], 8. 154 behan-
deln, bekommen wir

A(n) n
—

x k+1)1g .
4 0k+] Cy5 (
(D ) 1 =1 < t(d——l) (O‘ 1)k41 N

n>t
Aus dem Satz [4], S. 190 folgt, dafl dann

. 51——8 ].Og()+1) 51 4
(5.5) lr Z (D_s),ﬁ_o < 16( 5 t(g__l)k.,z)
ist. Wenn nun
(5.6) l<o<i, t=2
dann felgt aus (5.6) und (5.3)
VE >t

d. h.

g > 1

t T &

Es folgt aus (5.5) unsere Ausgangsformel

61 12(3 =

6. Wenn unsere Behauptung (1.12) fa.lseh Wwire, dann gibe es unen-
dlieh viele

&' °logt
t( l)k-(—" :

< 0y

o* = o'*—!—ii*, t* — co
Nullstellen mit

(6.1) a1 L . logt®

400 log w; ' (log ™) "
‘Wir kénnen gleich
(6.2) t* > e

voraussetzen. Jetzt wenden wir die Ausgangsungleichung - (5.7) mit

(6.3) §—s, = 1+_ logt*

P P, .
10 loo.wl-l(logtu/a) 44" = 01—{—%*7

©
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und suBerdem mit
log w;i ! (logt*4/*)

6.4 A =10

(6-4) . logt* !
(6.5) & = elF+2

an, wo k ganz ist nnd

(6.6) logt* < k+2 < Zlogt*.

Dann ist (5.3) offensichtlieh erfilllk. Dasselbe gilt fiir (4.4). Endlich folgt
aus der Definition von ¢, nach (6.3), daBl 1 < ¢, <§ auch erfillt ist. Wir
haben némlich

1 logt*

10 log w7 ' (log#**)

Lvi)—*

weil wegen (3.2)
o, (t7F) < logt™'® < logt™®,

gilt. Unsere Ausgangsformel (5.7) ist also mit s = s, wirklich anwend-
bar. Beiderseits mit

|81 (8, — 0*)* | = & (0 — 0™

multiplizierend, gelangen wir zu

L[5, — o*\F*? 51 logt* [ ¢, — oF\k+2
N e R o
e S1i—e ¢ o—1
Da
(O_I_J*')k+2 B (1 | 1_0_*)k+2
g,—1 - Tal-l !

folgt also nach (6.1) und (6.3)

k-2 k2
01— ‘7*) < (&) < k)0
o;—1 40 ’

woraus wegen (6.6)

(‘71_73'7) = <
yor—11

ist. Es folgt also aus (6.7)

i L (81— 0F\FH? E-"logt*
6.8 Z e 0 s logt
(6-8) 4 ¢ (81~9) 1 = gy
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Durch Abspaltung der Teilsummen fiir welche
lt,—t* >6(0;—0%), ¢, <1—3(0;— 6%

ist, gelangen wir zu

| “ 3 o 81— 0"\ £-""logt*
(6.9) V)= h) (e‘@-" (R < Cro— s -
J] - i‘,éﬁ({, f—a*) 83— 0 (t*)309/32o

ap>1—3(0;=0%)

7. Um |V]| von unten abzuschitzen, wenden wir den folgenden
Satz von Turan an ([4], Satz X, S. 52)

Piir m >0, k< N und
Bl Z el =z 24l Jal 21
und fir beliebige komplese Zahlen b; gibt es eine ganze Zahl v so da g
m <Ly < m+N

und

(11) L+ LA+ .. el = ( min|l4 ...+ 1.

1<i<k

1 N )N
48¢? ﬁﬂtm

Die Rolle der Zahlen z spielen die GroBen

e—en S1 ¢
b
$1—¢

welche die Bedingung max|z| > 1, offenbar erfiillen. Es sei
(7.2) m = logt*.

Zur Angabe von N miissen wir die Anzahl der Nullstellen von Z(s) im
Gebiet

(7.3) ¢ 21-3(0,— %), [t—1* < 6(0;—a%)
von oben abschitzen. Wir wenden folgendes Lemma an ([4], S. 187).

Seisy =1+pu+it', 0 < p <$, B =16u,t >10. Es bezeichne N die
Anzahl der Nullstellen won Z(s) in dem Kreis [e—8| < IR. Dann gilt

(7.4) N< % ulogt’ 4 ¢y loglogt’.
Wir setzen

_ 1. logt* "
" 710 Togar (logry o= it
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an. Dieses Lemma ist hier anwendbar, da die groSte Entfernung d eines
Punktes des Gebietes (7.2) von s,
d = |(0,~1)+3(0,— 0")+i6(0;— ¢")|
ist und wegen
11 logt* 1

< (m—1)

*

TS 5010 Togor (ogt™)

und /
oy—o* = (0~ 1)+ (1— %) < 5o, —1)

ist diese Distanz

d< (o—1)1+2 4i% | < 8(o,—1) = 8p.
Folglich kénnen wir nach (7.4)

N = 13ulogt*+eyloglogt®
wihlen. Das Intervall (m,m-+XN) igt in (6.6) enthalten, da
N < 3 logt*.

Wenn wir nun (k- 2) aus dem Turinschen Satz bestimmen und beachten,
daB

N<im al > ~
- #7 m 9N 3m’
so ergibt sich fir i* > ¢,
(7.5 e
13 (logt*) B losl* . loglogt*
1 10 logw;'(logi™F) + nloglogt™ {10 o ST (ogpeiiey T .
vi=

962 logt*

8. Um V]| von unten weiter abzuschitzen, miissen wir zwei Fille
unterseheiden :

(8.1) 0 < () < lolg_'z’ T > ey

und

(8.2) L <)y, T >0,
logt
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Im zweiten Fall, fangen wir mif der Abschitzung

1B (logt¥)?
) log wy *(logt** 1)
)

13 IOg't* +cggploglogi®

(8.3) 96062 log 7!

= ( Cogt

an. Aus (3.1) folgt aber dafl einerseits

IOgt* a *2
— oy, (£
(8.4) Tog T (logt™™) < 2 m (™)
und andererseits
logt* a "
8.5 = [ A
(8:5) log o7 (logt™/® = 4 nmE)

ist. Wir haben nimlich nach (3.1)

( t*a./a )l/ql(r)

o7 (logt**) = max
T

=1

(8.6)

*2/a

Wenn man z = {"'" einsetzt, bekommt man

w;r (logt"‘"") (t*z/u)l/y,l([d/u)

also ist (8.4) giiltig. Um (8.5) zu zeigen, nehmen wir wieder (8.4) in Betracht.
Es ist klar, dafl das Maximum aus (8.6) in dem Intervall

1 grgt*:i/a

liegen mubB. Die Funktion 1/, (7) ist doch wachsend und sogar 1/7,
fiir v >> 0. Deswegen hat man sicher die Abschitzung

FH4la \1m(7) tja
m*‘”‘( < (i) mett

(v) =2,

=1 T

und daraus folgt wirklich (8.5). Aus (8.3), wegen (8.4) und (8.5), folgt

13 0 271(""/")1013:1*7 cagloglogi*
8.7 V> trele
8.7) B LA )}

18a \)

=\To0a) (RN =TV

Es ist aber

.

Vy= exp( & alogt* 7, (") log — — ey loglogt*log ——

1 1 )
(t*“/ﬂ) (t*“ [a)
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(expw = ¢7). Wegen (1.9) und (8.2), fiir ¢* >max(es, s(a), ¢ = T,
gilt

(8-8) Vs > exp(— g logt*— ¢y, (loglogi*)’).

Fiir den ersten Faktor hat man

960-4-¢2

960-¢%-4
5a — eyloglogt*log ——————‘)

V, = exp (—;ﬁ alogi*n, (**'*)log R
a

Nach (1.8) gilt aber, fir ¢* > max{e;, ¢,(a)) = T,,

(10 2004 _ 1
Ol 8 13. 1

08 ‘
)7 Te) = Tz

= logt*— ey, (loglog 7).

31
und endlich fiir £* > max (exp(
a

(8.9) V, > exp(—

Aus (8.7), (8.8) und (8.9) hat man endlich fiir ¢* > max(T,,

3)31’

(8.10) |V|>ex

13 13 1
Pl — 20 +— 30 logt* — ey (loglogt*)? t T .

Durch Vergleich der beiden Abschitzungen (6.9) und (8.10) fiir ¢*
> (ex(a), T,} folgh endlich
5175‘ S ROl

Bei Berticksichtigung von (6.5), (6.4) und (6.6) hat man

7 logt* < (1—o*)logé = (1— o*)(k+2)2 < (1— o) % logwy * (logt**<)
und hieraus

1 logt*
96 logori(logtt)’

was der Annahme (6.1) widerspricht.
Kehren wir jetzt zum Fall (8.1). Erfiillt 5,(z) die Bedingung (8.1),
dann gilt wegen (8.4) fiir £* > ¢, :

13 (logt™)* 13 «a v s
10 logori(ogr™) 10 2 108" T
13 1
T .% logt* logr™ < eyploglogt™.
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Daraus hat man aus (7.5) fiir * > ¢y

1 c3aloglogt* 5
v = (—) = ¢ alomlon
logt
Mit Beriicksichtigung von (6.9) ist weiter
&-""logt* 1 logt*
19 - (%) geslioglogta)? (M

Also endlich
glmot s, proj2

und nach (6.5), (6.4), (6.6), ist
wlogt™ < (1—o*)logé = (1— o*) (k+2)A < (1— o) log i (logt**).

Daraus folgt
19 logt*
b R A e —. A —
7 7 270 Togw; (logt™ )’

was der Annahme (6.1) widerspricht. Damit ist unser Satz bewiesen.
Um Satz I’ zu bekommen, geniigt es nur die Abschiitzung (8.5) auf (1.12)
anzuwenden.

Die Abschitzung in (8.5) ist eigentlich ganz grob. Es muB so sein,
weil wir zu wenig von der Funktion s, () angenommen haben. Wenn wir
die Methoden der Differentialrechnung auf die Abschitzung von (3.1)
bzw. (8.6) anwenden wollen, dann zeigt sich, dass die Lokalisation des
Maximums in (8.6), von dem, wie schunell die Ableitung #;(r) zu Null
strebt abhingen muB. Auf diesem Weg konnte man eine Verbesserung
von (1.13) erwarten, jedoch auf Kosten zusiitzlicher Bedingungen fir
die Funktion #,(z). .
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The easier Waring problem in algebraic number fields
by

ROSEMARIE M. StEMMLER® (Urbana, II1.)

I. Introduction. Let K be an algebraic number field of degree
n, W =N, 2n,, and J its ring of integers. Let K(’)., K®, ..., E™ (lv))e
the n conjugate fields of K, E” (r =1, 2, ..., n,) being real and KV,
K" (r = n,+1, ..., 7+ n,) being conjugate complex. ].Jet Jd,, be the
group generated under addition by the m-th pewers of the integers of E,
where m > 2. Actually J,, is a ring. We define »(m; K) as the Mst valxim
of s for which every integer » in J,, is representable in the form

v=+ A+t A,

where 1,, 4,, ..., A, are integers of K. By the easier Waring. problem we
mean the problem of determining »(m; K).

If there exists an identity

r .
Velapz—b)" =ca+d, ¢#0, =41 (Fk=1,2,..,7)
L

k=1

with rational integral coefficients, we see that J, consists of ecertain
residue classes modulo ¢. We let A (m, ¢) be the least value of s such thgt
every member of J,, is congruent modulo ¢ to an integer of the form
+ A"+ ... 3+ A", where 1,72, ...,4 are integers in K. Then elearly

v(m; K) < v dg(m, c).

From the (m—1)-th difference of z™ we have

-1

N (it (m]: 1) (#+ k)" = m!z+ L(m—1)m!,
et
=0

* Doctoral dissertation, University of lllinois, Urbana, Illinois. This research
was supported by the U. 8. Office of Naval Research. Thanks are due to Professor
P. T. Bateman for his help and encouragement.
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